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Resumo

Neste trabalho, exploramos o uso dos Problemas de Programacao Linear
(PPLs), contetdo tradicionalmente visto apenas no Ensino Superior, como uma ferra-
menta de ensino de Matematica para alunos do Ensino Médio, apoiados na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), tendo como foco a Modelagem Matematica como estratégia
de ensino. Apresentamos os principais teoremas de PPL e suas respectivas demonstra-
¢oes. Realizamos uma implementacao computacional do Método Simplex em linguagem
de programacao Python que resolve o problema de maximizar a funcao objetivo com res-
tricoes de desigualdades do tipo menor ou igual. Por fim, propomos PPLs que podem ser
aplicados no Ensino Médio juntamente com suas modelagens e resolugoes graficas e com
apoio computacional. Objetivamos evidenciar a relevancia educacional e o potencial dos
PPLs no ensino da Matemética, visto que pode motivar os alunos trabalharem aspectos

da Matemética relacionados as situacoes praticas.
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Abstract

In this study, we explore the use of Linear Programming Problems (LPPs),
a topic traditionally covered only in Higher Education, as a teaching tool for students
in High School. This approach is supported by the Base Nacional Comum Curricular,
focusing on Mathematical Modeling as a teaching strategy. We present the main LPP
theorems and their respective proofs. Additionally, we implemented the Simplex Method
in the Python programming language to solve problems aimed at maximizing the objective
function with inequality constraints of the type less or equal. Finally, we propose LPPs
that can be applied in High School, along with their modeling, graphical solutions, and
computational support. Our goal is to highlight the educational relevance and potential
of LPPs in Mathematics teaching, as they can motivate students addressing aspects of

Mathematics related to practical situations.
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Introducao

A Matematica é fundamental para compreender e resolver problemas do mundo
real, sendo sua aplicagao indispensavel. Nesse contexto, a Programagao Linear (PL) tem

destaque devido sua ampla utilizacao na resolucao destes problemas do mundo real.

Um problema de otimizacao consiste em minimizar ou maximizar uma de-
terminada funcao Z, denominada funcao objetivo, sujeita a determinadas condicoes, 2,
denominadas restrigoes, segundo Ribeiro e Karas (2013) é usualmente escrito na forma

minimizar  Z(x) ()
sujeito a  x € (),
com Q = {z € R" | h(z) = 0,¢g(x) < 0} o conjunto das restri¢oes, e as funcoes g, h :
R" — RP, Z : R — R. Quando a funcao objetivo Z e as funcoes g e h que definem
as restricoes sao todas lineares, entdo dizemos que o problema de otimizacao (1) é um
Problema de Programacao Linear (PPL). A PL ¢ um ramo da Matematica que estuda
formas de resolver problemas de otimizacao cujas condicoes podem ser expressas por

funcoes, equacoes e inequacoes lineares, isto ¢, do primeiro grau.

Problemas de Programacao Linear tém sido abordados em diversos trabalhos
académicos, refletindo sua relevancia e aplicabilidade em diferentes contextos. Os estudos
realizados por Pereira (2020), Pinho (2020), Camargo (2020), Alves (2020) e Rosa (2021)

enfocam o uso dos PPLs no Ensino Médio.

Os estudos de Pereira (2020), Camargo (2020) e Rosa (2021) propoem aplica-
¢oes de PPLs no Ensino Médio, apresentando estratégias para encontrar solugoes, como
a resolucao grafica, o uso de solvers e a aplicacao do Método Simplex. Além disso, esses

trabalhos oferecem resultados sobre a teoria matemaética que sustenta a PL.

Os trabalhos de Pinho (2020) e Alves (2020) discutem a Modelagem Mate-
matica de PPLs como metodologia de ensino. Em particular, Pinho (2020) apresenta
um estudo sobre como os PPLs podem contribuir para o desenvolvimento de habilida-
des previstas na A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (2017), destacando sua

aplicabilidade no curriculo escolar.
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Ao relacionarmos os PPLs com o Ensino Médio, é necessario estarmos ampa-
rados por documentos que orientem sua forma de abordagem. A BNCC é o documento
que define as praticas a serem desenvolvidas na educacao brasileira, estabelecendo um
referencial para a elaboracao dos curriculos e das propostas pedagogicas das instituicoes
escolares, além de propor as aprendizagens essenciais que os estudantes devem desenvolver

ao longo de sua jornada escolar.

Concernente & Matematica, temos que a BNCC enfatiza a importancia do

conhecimento matemaético na formacao do cidadao, o documento ressalta que:

O conhecimento matemaético é necessario para todos os alu-
nos da Educacao Bésica, seja por sua grande aplicagdo na
sociedade contemporénea, seja pelas suas potencialidades na
formacao de cidadaos criticos, cientes de suas responsabili-

dades sociais.

Ao se trabalhar com PPLs, é necessario que o aluno tenha capacidade de mode-

lar um problema, encontrar maneiras para chegar ao resultado e, a partir disso, tomar
decisoes. Segundo Burak (1987):

A Modelagem Matematica constitui-se em um conjunto de
procedimentos cujo objetivo é estabelecer um paralelo para
tentar explicar, matematicamente, os fendmenos presentes
no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer predi¢oes e

a tomar decisoes.

Essas habilidades estao alinhadas aos objetivos da BNCC, ela cita que o aluno deve
ser capaz de desenvolver Modelagem Matemética e que essa habilidade é extremamente

valiosa para o ele, o que reforca a validade de se trabalhar com PPLs. Segundo a BNCC:

Os processos mateméticos de resolucao de problemas, de in-
vestigacao, de desenvolvimento de projetos e da modelagem
podem ser citados como formas privilegiadas da atividade
matemaética, motivo pelo qual sao, ao mesmo tempo, objeto

e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino.

O trabalho com PPLs propicia a oportunidade para inserir estas abordagens no
ensino, pois, ao se trabalhar com esses problemas, os alunos sao incentivados a modelar
as situagoes propostas e a buscar ferramentas matematicas para resolvé-las. Entre essas
ferramentas podemos citar o conceito de sistemas de equacdes, contetido este indispensa-

vel para o trabalho com PPLs, que é abordado no Ensino Médio e, com a introducao de
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um PPL, os sistemas lineares podem ser explorados de maneira mais intuitiva e contex-

tualizada. Lima (1993) aponta que:

Os sistemas de equacoes lineares constituem um tépico de
grande interesse pratico. Seu estudo é acessivel aos estudan-
tes, pois nao requer o emprego de conceitos sutis ou compli-
cados.
E comum que os alunos nao se interessem por Matematica, pois geralmente nio
percebem sua aplicabilidade em situagoes reais. Meyer, Caldeira e Malheiros (2011) apon-

tam que:

A maioria das pessoas nao consegue relacionar a Matematica
nem com as outras ciéncias e muito menos com situagoes de
seus cotidianos, porque foi criado um universo a parte, ou
seja, para elas, a Matematica ndo estd presente em outros

contextos.

Nesse sentido, ao se trabalhar com PPLs esperamos que o aluno consiga aproximar
a Matemaética vista em sala de aula com a Matematica vivenciada por ele em seu contexto

social.

Neste trabalho, exploramos o uso de PPLs, conteudo tradicionalmente visto ape-
nas no Ensino Superior, como uma ferramenta de ensino de Matematica para alunos do
Ensino Médio, apoiados na BNCC, e tendo como foco a Modelagem Matemaética como
estratégia de ensino. Apresentamos os principais teoremas de PPL e suas respectivas
demonstragoes. Propomos PPLs que podem ser aplicados no Ensino Médio juntamente
com suas modelagens e resolugoes graficas e com apoio computacional. Objetivamos evi-
denciar a relevancia educacional e o potencial dos PPLs no ensino da Matematica, visto
que pode motivar os alunos trabalharem aspectos da Matematica relacionados as situa-
¢oOes praticas. Além disso, realizamos neste trabalho,uma implementacdo em linguagem
Python, utilizando o Método Simplex, que possibilita a resolucao de PPLs com restricoes
de desigualdades do tipo menor ou igual. A implementacao surgiu do interesse do au-
tor em estudar a linguagem de programacao Python, bem como sua aplicabilidade para
o ensino, pois oferece uma abordagem pratica e acessivel, facilitando a compreensao de
conceitos matematicos e promovendo o aprendizado de PL de forma intuitiva. Essa fer-
ramenta computacional demonstra como a tecnologia pode ser integrada ao ensino e a
aplicacao da PL, possibilitando a resolucao eficiente de problemas reais e o aprofunda-
mento do aprendizado. O aluno pode, inclusive, manipular a implementacao, despertando

curiosidade sobre o funcionamento de softwares.
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A exploracao do tema realizada por diferentes autores, evidencia sua relevancia
como foco deste trabalho, que busca aprofundar o estudo acerca da aplicacao dos PPLs no
Ensino Médio, contribuindo para o avanco do conhecimento na area. Este estudo explora
o potencial dos PPLs como ferramentas de ensino, utilizando a Modelagem Matematica

como instrumento no processo de ensino e aprendizagem.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. O primeiro capitulo introduz
os fundamentos dos PPLs, abordando suas principais caracteristicas e sua formulacao
matematica. Sao apresentadas as nocoes de funcao objetivo e restri¢coes, proporcionando
a base teodrica necesséaria para o entendimento dos métodos que serao explorados ao longo

do trabalho, juntamente com a Modelagem Matematica de um exemplo de PPL.

No segundo capitulo, sdo revisados topicos essenciais de Algebra Linear e Calculo
Diferencial que fundamentam a teoria relacionada aos PPLs, e permitem justificar alguns

aspectos na solucao grafica de um PPL.

O terceiro capitulo é dedicado a teoria da PL. Elencamos teoremas fundamentais
da PL, acompanhados de suas respectivas demonstracoes. Além disso, apresentamos o
Método Simplex, e fizemos uma descricao detalhada da tabela Simplex, uma ferramenta

pratica que organiza os calculos realizados durante a aplicagao do método.

No quarto capitulo aplicamos o Método Simplex em diferentes contextos, explo-
rando sua utilizagao pratica. Nele, o método é implementado através da tabela Simplex,
ilustrando suas iteragoes com o objetivo de encontrar a solucao 6tima. Este capitulo
também apresenta a elaboracao de uma implementacao em linguagem de programagao

Python, desenvolvido para resolver problemas de maximizacao.

Por fim, no quinto capitulo, abordamos a resolucao de PPLs aplicados ao Ensino
Médio, com foco na Modelagem Matematica. Este capitulo busca integrar a teoria dos

PPLs com sua aplicacao pedagogica, alinhada aos objetivos educacionais do Ensino Médio.
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Capitulo 1

Problemas de Programacao Linear

Concentramos nossa atencao neste capitulo na forma geral e padrao de um PPL,
visto em Goldbarg e Luna (2000). Mostramos quais tipos de problemas sao considerados

PPLs, e como realizar a transformacao de um PPL da forma geral para forma padrao.

Segundo a autora Biembengut (1999), a Modelagem Matematica é definida como
"o processo que envolve a obtencao de um modelo". Dessa forma entendemos que a
Modelagem Matematica é a acao de descrever a situacao que se quer modelar, de maneira
matematica, usando sua linguagem propria, para que a partir disso possamos resolver esta

situacao.

A aplicacdo da PL exige que os problemas a serem modelados sigam uma estrutura
especifica. Para que um determinado problema possa ser representado por meio de um

modelo de PL, ele deve possuir as seguintes caracteristicas.

e Proporcionalidade: A quantidade de recurso consumido por uma dada atividade
deve ser proporcional ao nivel dessa atividade na solucao final do problema. Além
disso, o custo de cada atividade deve ser proporcional ao nivel de operacao da

atividade.

e Nao negatividade: Deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade em qualquer
nivel nao negativo, e qualquer propor¢ao de um dado recurso deve sempre poder ser

utilizado.
e Aditividade: O custo total é a soma das parcelas associadas a cada atividade.

e Separabilidade: Podemos identificar de forma separada o custo (ou consumo de

recursos) especifico das operagoes de cada atividade.
Podemos formular de uma forma geral um PPL, como
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Otimizar Z(x1,...,T,) = 171 + Ty + ... + CuTy
sujeito a a1ry + appTe + ... + apx, < by

a21T1 + Q999 + ... + A9, Ty S bg

Am1Z1 + Apm2Z2 + ..o + ATy S bm

T; > O,Z = 1,...,7’L.

e 7/ & denominada funcgao objetivo.
o (21,....,2,)" € R" sdo as variaveis de decisio.

e (¢1,...,c,)" € R™ é denominado vetor de custos.

R™"™ 5 A = (a;j)mxn ¢ denominada matriz tecnologica.

As desigualdades sao denominadas restri¢oes.

(b1, ..., b))t € R™ é denominado vetor de recursos.

As ultimas desigualdades se referem ao sinal das variaveis de decisao.

Podemos ter restrigoes de desigualdades do tipo < e/ou > e/ou =.

O sinal das variaveis podem assumir valores negativos ou irrestritos.

O problema pode ser de maximizar ou minimizar.

Um mesmo modelo de PL, composto pelo conjunto de equacgOes anteriormente
apresentadas, pode, sem qualquer perda para suas propriedades matematicas, ser reescrito
na forma padrao

Otimizar Z = cz,
sujeito a Az =0,
z>0
b>0.

(1.1)

A forma padrao de um PPL é particularmente 1til, pois as estratégias empregadas
neste trabalho para resolvé-los necessitam que todas as restricoes sejam expressas como
igualdades, em vez de desigualdades. O processo de transformacgao para a forma padrao

é realizado através das seguintes operagoes elementares.

e Operacao 1: Mudanca no critério de otimizacao, ou seja, transformagao de maxi-

mizacao para minimizagao e vice-versa. Essa mudanca pode ser realizada usando o
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fato de que maximizar Z corresponde a minimizar —Z e minimizar Z corresponde

a maximizar —Z. Veja a Figura 1.1.

Figura 1.1: Graficos de Z(z) e —Z(x)

e Operagao 2: Caso a variavel de decisdo seja livre (variavel que pode assumir qualquer
valor real), podemos transformé-la em variével ndo negativa. Nesse caso, a mudanga
exigird a substituicdo da varidavel em transformacao por duas varidveis auxiliares,

ambas maiores ou iguais a zero, mas cuja soma ¢ igual & varidvel original, ou seja

Ty =15, — 1} e xp, > 0,27 > 0.

e Operacao 3: Transformagao de desigualdades em igualdades e vice-versa. Nessa

situacao, temos dois casos a observar

e Caso de transformacao de restricdes de menor ou igual em restri¢coes de

igualdade.

Supondo a restricao dada na forma
a1r1 + asxs + ... + apx, < b,

para transformé-la em uma restricao de igualdade, podemos introduzir uma varia-
vel de folga x,.1 capaz de completar a desigualdade, o que permite representar a

restricao na forma

171 + ATy + ...+ ATy + Apgp1 Ty =0, Tpy 2> 0.

e Caso de transformacao de restrices de maior ou igual em restri¢coes de

igualdade.
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Supondo a restricao

a1r1 + asxs + ...+ apx, > b,

para transformé-la em uma restricao de igualdade, podemos introduzir uma varia-
vel de excesso x,,1 com coeficiente negativo capaz de "completar"a desigualdade,

passando a representar a restricao na forma

a1+ A%y + ...+ ATy — A1 T = b, Tpgr > 0.

Nosso estudo sera focado no problema de maximizar a funcao Z.
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Capitulo 2
Conceitos Preliminares

Neste capitulo, reunimos defini¢oes e resultados importantes de Algebra Linear e
Calculo Diferencial e Integral, os quais julgamos serem essenciais para a compreensao dos
conceitos relacionados a PL. Esses topicos fornecem as ferramentas necessarias para as

demonstragoes que sustentam a teoria da PL.

2.1 Algebra Linear

Nesta secao apresentamos os resultados sobre algebra linear. Ela conteré defini¢oes
e teoremas que auxiliam na justificativa de existéncia de uma solucao em um PPL. Esta
secao ¢ fundamental para desenvolvermos uma estratégia que nos leve a uma solucao
para um problema de otimizacao linear. Os resultados apresentados neste capitulo foram

baseados nas demonstragoes e proposicoes encontradas em Boldrini et al. (1980).

Definigao 2.1. Sejam V um espago vetorial real (ou complexo), vi,vs,... v, € V e

ai,...,a, numeros reais. Entao, o vetor

V= a1V + AUg + ...+ QpUy,

€ um elemento de V ao que chamamos combinacao linear de vy, ..., v,.

Definicao 2.2. Sejam V um espaco vetorial e vq,...,v, € V. Dizemos que o conjunto
{v1,...,v,} € linearmente independente (LI), ou que os vetores vy,...,v, sio LI, se a
EqUagao

av1 + ...+ ayv, =0,

implica que ay = ag = ... = a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dizemos que

{v1,...,v,} € linearmente dependente (LD), ou que os vetores vq,...,v, sio LD.
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Teorema 2.3. O conjunto de vetores {vy,...,v,} € LD se, e somente se um destes vetores

for uma combinacao linear dos outros.

Demonstracao. Sejam vq,...,v, LD e
avy + ... +av;+ ...+ ayv, =0,

da Defini¢ao 2.1, um dos coeficientes deve ser diferente de zero. Suponhamos que a; # 0.

Entao
1
V; = _CL_ (CL1U1 + ...+ a;—1Vj—1 + Aj+1Vj541 + ...+ CL”Un) s
J
e portanto
a Qp,
vj:—fv1+...—fvn.
a; a;

Logo, v; &€ uma combinagao linear dos outros vetores. Por outro lado, se tivermos

{v1,...,vj,...,v,} tal que para algum j
V; = b1U1 + ...+ bj_lvj_l + bj+lvj+1 +...— bnvn,

temos entao

blvl‘f‘»..—1Uj+...+bnvn:()com bj:_l7
e portanto, {vy,...,v,} é LD. 0

Este teorema também é equivalente a: Um conjunto de vetores é LI se, e somente

se nenhum deles for uma combinacao linear dos outros.

Definicao 2.4. Um conjunto {vi,...,v,} de vetores de V serd uma base de V se
i) {vi,...,v,} € LI,
i) [v1,...,0n] = V.
O item i) da defini¢ao significa que o conjunto de vetores {vy, ..., v,} gera o espaco

vetorial V', ou seja, qualquer vetor de V' pode ser escrito como uma combinacao linear dos

vetores vy, ..., Un.

A notagao [vy,...,v,] = V representa o subespago gerado pelos vetores vy, ..., v,

ou seja, o conjunto de todas as combinacoes lineares desses vetores.

O ntmero de elementos de uma base define a dimensao do espago vetorial.

Definicao 2.5. Sejam X e Y dois pontos do R™. O sequimento de extremos X eY € o
conjunto XY de pontos do R™, e é dado por XY = (1 —t)x +ty com t € [0,1].
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Observe que no segmento XY o ponto o qual corresponde t =0 é o ponto X e o
ponto o qual corresponde t =1 é o ponto Y e para qualquer ponto () do segmento existe
t; € R tal que t; € [O, 1] e Q = (1 — tl)X +tY.

Outro conceito fundamental para o estudo de PPLs é o de convexidade de conjunto.

Definicao 2.6. Um conjunto P C R"™ ¢ dito convexo quando, para quaisquer X eY em
P, o segmento de reta que une X e Y, definido por (1 —t)X +tY comt € |0,1], estd

ntetramente contido em P.

Como consequéncia da Definicao 2.6 podemos mostrar o resultado sobre interseccao

de conjuntos convexos.

Teorema 2.7. A interseccao finita de conjuntos convexros € convexa.

Demonstrag¢do. Sejam S; conjuntos convexos, com i = 1,2, ..., k, e seja S = NF_, S;. Consi-
dere dois elementos x e y de S. Pela definicao de S, temos que z, y € 5;, parat = 1,2, ..., k.
Como cada S; é convexo, temos que (1 —t)z +ty € S;, para todo t € [0,1]. Portanto,
(1 —t)x +ty € S, para todo t € [0, 1], entdo pela Defini¢do 2.6, S é convexo. ]

2.2 Calculo de Varias Variaveis

Nesta se¢ao, trabalhamos com alguns topicos de Calculo Diferencial, com foco nos
conceitos que sao fundamentais para a interpretacao grafica da solucao de um PPL. Os
resultados elencados nesta secdo foram escritos a partir da leitura de Stewart, Clegg e
Watson (2022) e Leithold (1994).

Definicao 2.8. As curvas de nivel de uma funcao f de duas varidveis sao aquelas com

equagao f(x,y) =k, onde k é uma constante.

O conceito de curvas de nivel pode ser estendido para funcoes com mais variaveis.
No caso de uma funcao f com trés varidveis, chamamos de superficie de nivel de f as

superficies com equacdo f(z,y,z) = k, onde k é uma constante.

Quando uma fung¢ao possuir mais de trés variaveis as curvas de nivel sao generali-

zadas para hiperficies de nivel.

Definig¢ao 2.9. Seja P (x1,xa, ..., x,) um ponto do R™ e seja [ uma fun¢io de n varidveis
X1, To,...,Tn. Entao a derivada parcial de f em relagao a xy € a funcao, denotada por

Dy f, tal que seu valor funcional em qualquer ponto P do dominio de [ seja dado por

Dy f (x1,$27 e 7$k)

— lim fzr, e, o T, T + AZp, Tpg1, -5 ) — [ (21,20, ..., Ty)
Azp—0 Axy, ’
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se esse limite existir.

Definigao 2.10. Se z = f(x1,23), entdo f € diferencidvel em (a,b) se Az puder ser

expresso na forma
Az = fr,(a,0)Azy + fo,(a,b)Axs 4+ 61 Azy + Ao,
onde ey e ey tendem a 0 quando (Axy, Axs) — (0,0).

Definigao 2.11. Para uma fungao de duas varidveis, z = f(x1,xs), definimos as diferen-
ciais dxy e dry como varidveis independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. FEntao

a diferencial dz, também chamada de diferenciacao total, é definida por

0z 0z
dz = fxl (I‘l, LEQ) d.fUl + fo (l’l, SCQ) dl’g a—xldﬂil + a—xQdSUQ

Teorema 2.12 (Regra da cadeia). Suponha que z = f(x,y) seja uma funcao diferencidvel
dex ey, onde x = g(t) e y = h(t) sao fungoes diferencidveis de t. Entao, z é uma funcao

diferencidvel de t e

dz  Ofdr Ofdy
dt Oz dt Oydt
Demonstracao. Uma variacao de At em t produz variagoes de Az em x e Ay em y. Essas,

por sua vez, produzem uma variacao de Az em z, da Definicao 2.10, temos

f N, 9F

Az=ooA oy

— Ay + e1Ax + es Ay,
onde e; — 0 e e — 0 quando (Az, Ay) — (0,0). [Se as fungoes e; e e ndo estao
definidas em (0, 0), podemos defini-las como 0.] Dividindo ambos os lados desta equagao

por At, temos

Az _afo 8fAy+ Ax+ Ay

At or At oy At AL T PAE
Se fizermos At — 0, entdo Az = g(t + At) — g(t) — 0 porque g ¢é diferencidvel e,
portanto, continua. Da mesma forma, Ay — 0. Isso, por sua vez, implica que e; — 0 e

eo — 0, portanto

dz L Az
dt - Ao At

li fim 2% 4 lim 2V
Jimer) Jim T4 (Jim e ) Jim 7

0 f Ax 0 f Ay (
83: At~>0 At ay At~>0 At
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_0fdr , 0fdy da dy

T Oz dt a_ydt+0'$+0'dt
_ofde 0fdy
C OQxdt Oy dt

]

Teorema 2.13 (Regra da Cadeia geral). Suponha que f seja uma fungdo diferencidvel

de n varidveis xi,s,...,T,, onde cada x; € uma funcgao diferencidvel de m varidveis
ti,ta, ... tm. Entao, f € uma funcao de ti,ts, ... t, € para cada i =1,2,...,m temos
of 0f Oxy  Of Oy of Ox,
ati N 81:1 0ti al‘g ati 0xn 8ti ’

A demonstragao deste teorema é analoga ao Teorema 2.12.

Definicao 2.14. A deriwvada direcional de de uma funcao com n varidveis na diregdo de

um vetor unitdrio u = (ay,as, . ..,a,) € dada por
. r1 4+ hay,xo + has, ..., x, + ha,) — f(x1,29,..., 2
Duf(ZEl,ZEQ,...,IL'n):}lLIHéf( 1 1,42 25 ) Z n) f( 1,42 ) n)7
%

se esse limite existir.

Teorema 2.15. Se f € uma funcao diferencidvel de n varidveis, entao [ tem derivada

direcional na direcao de qualquer vetor unitdrio u = (aj,as, ..., a,) €
Duf(xy, 2o, ... xn) = fo, (X1, 20, .o, p) a1+ foy (X1, T, . o Tp) A+ -+ fo, (1, o, . .., Tp)ay.
Demonstracao. Se definirmos uma funcao g de uma tinica variavel h por

g(h) = f(x1 + hay,z2 + hay, ..., &y + hay),

entao, pela definicao de derivada direcional, temos

gl(o) _ limy, ¢ g(h);g(o) = limy_g f(x1+ha17x2+ha27---7xz+han)—f($17$2 ----- ZTn) _
Duf(xlv L2y -« 7$n>-

Por outro lado, podemos escrever g(h) = f(x1,2s,...,x,), onde x; = x; + ha; para
1=1,2,...,n, e, pelo Teorema 2.13, temos que

"L Of dux; "
/ _ i ‘
g (h)= ZZI or. dh izlf%(xl,@,...,xn)az.
Se tomarmos h = 0, entao x; = x; parat=1,2,...,n, e
g/(o) = Zf$i($17x27 s 7xn)ai7
i=1
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comparando as equagoes, temos que

n
Duf(z1, 29, ... 2,) = mei(l’l,l‘g, ey X))y
i=1

]

Definicao 2.16. A derivada direcional de uma funcdao de n varidveis na direcao do vetor

unitdrio w = (ay, ag, . . ., a,) pode ser escrita como um produto escalar de dois vetores.
Duf(l’l, To, ... ,In) = ffbl (l’l, To, ... ,:L‘n)al—i—fm(xl, Lo, ... ,an)ag—i-‘ . +fzn (Il, To, ... ,xn)an
= ([ (T1, T2, o 20), fun (X1, Toy ooy n)s ooy [, (1, X0, oo ) - (g, an, .oy ap).

O primeiro vetor no produto escalar devido a sua importincia no contexto do cdl-
culo recebe o nome de vetor gradiente e € denotado por V f(x1,xo, ..., x,). Dessa forma

temos que
Dof(z1,29,...,2,) = Vf(21,20,...,2,)" - .

Assim sendo, qualquer derivada direcional de uma funcao diferenciavel pode ser
obtida se multiplicarmos escalarmente o gradiente pelo vetor unitario na direcao e sentido

desejados.

Teorema 2.17. Suponha que f seja uma funcao diferencidvel. O valor mdximo da deri-

vada direcional Dy, € ||V f(x)|| ocorre quando u tem a mesma dire¢iao do vetor gradiente

Demonstracao. Dy f é dado por
Duf = Vf-u= [V f|[u]cos§ = |V f|cost,
onde 6 é o angulo entre Vf e u.

O valor maximo de cosf é 1, e isso ocorre quando 6 = 0.

Logo, o valor maximo de D, f é |V f| e ocorre quando 6 = 0, ou seja, quando u

tem a mesma direcao que Vf. O
Teorema 2.18. O wvetor gradiente V f € perpendicular & curva ou a superficie de nivel
de f.
Demonstracao. Faremos a demonstracao para o caso em que f é uma funcao de trés
variaveis.
Considere a fun¢ao f(x,y, z) e sua superficie de nivel definida pela equagao
f(x7 y? Z) - C7
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onde ¢ é uma constante.

Temos que a parametrizacao dessa superficie de nivel por um parametro ¢, é dada
por r(t) = (x(t),y(t), 2(t)).
Diferenciando esta equagao em relacao a t, obtemos

_ofde ofdy 0 d=

d
a0 (),2(0) = 507 dydt " 0zdt

Como f(x(t),y(t), 2(t)) é constante e igual a ¢, a derivada em relagido a ¢ deve ser

A (e)y(0), 2(0) =0,

portanto,
0fdv  Ofdy 0fds _

dr dt ' dydt  Ozdt
Podemos reescrever a expressao acima como
dr
Vf-— =0,
/ dt
onde % = (dw dy dz) ¢ o vetor tangente a curva de nivel na superficie.

dto dt’ dt

O produto escalar de Vf e % é zero, o que implica que o vetor gradiente Vf é

: d
perpendicular ao vetor tangente 4.
Portanto, o gradiente V f(x,y,z) é perpendicular & curva de nivel da superficie

flz,y,2) =c. O

Como as curvas de nivel de uma funcao linear no R" sao retas, temos o seguinte

teorema.

Teorema 2.19. Se desejamos mazimizar o valor da fungao linear Z(x) = c'x, com x €

R™, devemos caminhar na direcao ¢ = VZ.

Demonstracao. De fato, seja A > 0 a quantidade que se deseja caminhar na direcao de c.
Logo,
Z(x+Xe) =c(x+ ) ="z + Ale=Z(x) + N|c|]* > Z(x).

O

Este resultado é 1til para a interpretacao geométrica que faremos da solucao de
um PPL.
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Capitulo 3
Teoria da Programacao Linear

Neste capitulo exploramos conceitos essenciais como poliedros, solucoes basicas,
convexidade, vértices e a existéncia de solugoes. O tltimo resultado do capitulo é fun-
damental, pois ele garante que a solucao 6tima de um PPL estd localizada em um dos
vértices do poliedro formado pelas restricoes. Esse fato é fundamental para o Método
Simplex, que serd formalizado na Secao 3.2, pois seu funcionamento consiste em encon-
trar a solucao 6tima de um PPL explorando os vértices do poliedro formado pela regiao

viavel do problema.

3.1 Principais resultados da Programacao Linear

Nesta secao formalizamos a Matemaéatica necessaria para o entendimento da PL.
A secao foi construida a partir dos resultados presentes em Goldbarg e Luna (2000) e
Bertisimas e Tsitsiklis (1997).

Definicao 3.1. Um poliedro é um conjunto no espaco R™ que pode ser descrito como
P={zxeR"| Az < b},
onde A € uma matriz m Xn e b € um vetor em R™.
A importancia de se definir um poliedro no R" se deve ao fato que este poliedro

define as regides viaveis onde buscamos a solu¢cao do problema de otimizacao. Note que

poliedros podem se estender para o infinito ou estar confinados em uma regiao finita.

Definicao 3.2. Uma base de uma matriz A € R™*™ é um subconjunto de m colunas
de A que sao linearmente independentes. As wvaridveis associadas a essas colunas sao

denominadas varidveis bdsicas.

Podemos decompor o vetor de varidveis x € R™, como x = (xp,x onde
) s LR,
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e rp € o vetor das varidveis bdsicas, com m componentes.
e Ty € 0 vetor das varidveis nao bdsicas, com n —m componentes.

Definigcao 3.3. Seja B uma matriz formada pelas colunas da matriz A correspondentes

as varidveis bdsicas. Temos que o vetor composto de
tg=B"'0 e xzp=0,

€ chamado de solucao bdsica.

Os dois tltimos conceitos estao ligados a ideia de base, sendo que um conjunto
de colunas linearmente independentes da matriz A, permite decompor as variaveis de um
problema em variaveis basicas e nao basicas. Isso é de extrema importancia para o Método
Simplex, que trabalha de forma iterativa, mudando as variaveis basicas até alcancar uma
solugdo otima. A solucdo béasica, g = B7'b e xz = 0, corresponde a um vértice do
poliedro. A cada iteracao do Método Simplex, percorre-se um novo vértice, encontrando

uma nova solucao basica.

Definicao 3.4. Uma Solucao Bdsica sem componentes negativas € denominada solu¢ao

bdsica vidvel.
Definicao 3.5. O conjunto de solucoes vidveis, C, € definido como

C={zeR"| Az <beax>0}.

Note que pela Definicao 3.1, C' € um poliedro.

Teorema 3.6. O conjunto C das solugoes vidveis de um modelo de PL é um conjunto

convezo.
Demonstracao. Seja D = {x € R" | Ax < b}.

Sejam x,y € D, solucoes viaveis que satisfazem as restricoes Az < be Ay < b.

Da Definicao 2.5, temos que um ponto z qualquer no segmento de linha entre = e
y, ¢ dado por
z=Xx+ (1 =Ny para 0<A<L.

Queremos mostrar que z € C, ou seja, que Az < b.

Dessa forma, temos
Az =A(dz+ (1 - N)y),

usando a distributividade da multiplicacao de matriz, obtemos
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Adz + (1 = N)y) = Mz + (1 — V) Ay.
Como z e y sao solugbes viaveis, temos que Ax < be Ay < b. Entao,
Mz <A e (1-XNAy<(1—-X)b para 0<A<1.
Somando essas desigualdades, obtemos
Mz + (1 —=XNAy <X+ (1—-Nb=Xo+b— A b=,

ou seja,
AXdz+ (1 —=ANy) =Az<b, para 0< A<,
logo, z € D. Portanto D é convexo.
Seja E ={z € R" |z > 0}.

Note que F é convexo, pois se x > 0 e y > 0, entao

z=Xx+(1—=XNy>0, para 0<A<1.
Pelo Teorema 2.7, C'= D N E é um conjunto convexo. O

Este teorema afirma que ao nos movermos entre duas solucoes viaveis, quaisquer
combinacoes convexas dessas solucoes também serao viaveis. As duas proximas definicoes
sao de extrema importancia para a solucao de um PPL. Mais a frente falaremos sobre a

equivaléncia entre estas definicoes.

Definicao 3.7. Seja P um poliedro. Um vetor x € P é denominado ponto extremo de P

se nao existem vetores y,z € P, ambos diferentes de x, e um escalar A € (0,1) tais que
r=My+(1-N)z.

Definicao 3.8. Seja P um poliedro. Um wvetor x € P € denominado vértice de P se
existir um vetor ¢ € R™ tal que

x> cy,

para todo y € P com y # x.

Observe que basta ¢ ser perpendicular ao hiperplano separador de P em x que é

dado por {y|c'y = c'z}.

Teorema 3.9. Seja S um subespaco vetorial gerado pelos vetores x4, ..., xx com dimensao

m. Entao
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(a) Erziste uma base de S que pode ser formada por m dos vetores 1, ..., k.

(b) Se k < m e os vetores x1,...,xy sao linearmente independentes, entdo pode-
mos formar uma base de S comegando com xq,...,x e selecionando m — k dos vetores
Tit1y-- TK.

Demonstragao. Provaremos apenas a parte (b), porque (a) é o caso especial de (b) com
k=0.

Se todo vetor xpi1,...,Tx pode ser expresso como uma combinagao linear dos
vetores xy,...,x, entao todo vetor no subespago gerado por zy,...,rx também é uma
combinagao linear de x1,...,xy, e estes ultimos vetores formam uma base para o subes-
paco, pois a dimensao é m. Caso contréario, pelo menos um dos vetores xpiq,...,Tx €
linearmente independente dos vetores zq,...,x;. Ao escolher um desses vetores, temos
agora k + 1 vetores entre xy,...,rx que sao linearmente independentes. Repetindo este

processo m — k vezes, obtemos a base desejada de S. O

Definicao 3.10. Sejam V' um espaco vetorial e S um subconjunto nao vazio de elementos
de V. O conjunto S+ é definido por

St ={ueV|uv=0 para todo v € S},

e € denominado "S perpendicular”. No caso em que S é um subespaco vetorial de V', o

conjunto S+ € denominado complemento ortogonal de S em V.

Teorema 3.11. Seja o espago vetorial R™ e sejam Sy e Sy subespacos de R™. Dizemos

que R™ € a soma direta de S e Sy, e escrevemos

R"™ =51 © S,

se, e somente se, todo vetor v € R™ pode ser escrito de maneira unica como

V=814 8y, com s €S esyE .

A demonstragao deste resultado pode ser encontradas em Boldrini et al. (1980) na

pagina 234.

Teorema 3.12. Seja S um subespaco vetorial de R™ gerado por um conjunto de vetores
{a; | i € I}. Se os vetores a;, i € I, nao geram R", entao existe um vetor nao nulo d € R™

que € ortogonal a todos os vetores de S. Ou seja, existe um vetor d tal que

aid =0 para todo i € I.
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A demonstracao deste teorema consiste em basicamente observar que R” = S@ S+,
e que S nao é todo o espaco R”, ou seja, St nao é formado somente pelo vetor nulo.
Assim, o Teorema 3.11 permite tomar d # 0 em S+ tal que ald = 0, para todo i € I..

Este teorema ¢é essencial para as demonstracoes sequentes neste trabalho.

Definicao 3.13. Se um vetor x € R™ satisfaz alx = b; para algum 1 < i < m, dizemos

que a restricao correspondente estd ativa ou vinculativa em x.

Teorema 3.14. Seja um vetor x € R™ e [ = {i | alx = b;} o conjunto de indices das

restricoes que sao ativas em x. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
(a) Ezistem n vetores no conjunto {a; | i € I}, que sdo linearmente independentes.

(b) O espaco gerado pelos vetores a;, i € I, € todo o R™, ou seja, todo elemento de

R™ pode ser expresso como uma combinacao linear dos vetores a;, i € 1.

(¢) O sistema de equagdes alx = b;, i € I, tem solugdo iunica.

Demonstracao. (a) = (b)

Suponha que existam n vetores no conjunto {a; | i € I} que sdo linearmente
independentes. Isso significa pelo Teorema 3.9, que esses n vetores formam uma base
para o subespaco gerado por eles. Como eles sao n vetores linearmente independentes em
R™, o espaco gerado é todo R™. Portanto, todo elemento de R™ pode ser expresso como

uma combinagdo linear dos vetores a;, i € I. Logo (a) implica (b).

(b) = (c) Se os vetores a;, i € I, ndo geram R™, temos que o subspaco gerado pelos
vetores a; ¢ de dimensao menor que n, logo pelo Corolario 3.12, podemos encontrar um
vetor ndo nulo d que seja ortogonal a este subespago. Se x satisfaz alx = b; para todo

1 € I, temos como d é ortogonal a todos os a;, € que

at(x+d) = atlx+ald = b;+0 = b; para todo i € I. Dessa forma podemos encontrar

multiplas solugbes. Portanto, (b) implica (c).

(¢) = (a) Suponha que o sistema de equagdes alx = b;, i € I, ndo tem solugao
Ginica. Sejam z; e x5, duas solugoes distintas que satisfazem alxy = b; e alxg = b; para
todo 7 € I.

Seja d = x1 — x5 um vetor nao nulo, pois x; # xz, € COMoO
t t
a;r1 = bz € a;T2 = biv
subtraindo as duas equacoes, obtemos

aj(r; —x2) =0 ouseja ald=0 paratodoi€ I.
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Dessa forma, d é ortogonal a todos os vetores a;, ¢+ € I, temos que os vetores
a; nao podem ser linearmente independentes, pois se os vetores a; fossem linearmente
independentes, nao existiria tal vetor nao nulo d que fosse ortogonal a todos eles, pois
a tnica solu¢ao para ald = 0 em um conjunto linearmente independente é o vetor nulo
d = 0. Assim (a) implica (b). O

O préximo teorema garante uma equivaléncia entre os conceitos de um ponto ser

vértice, ponto extremo e também uma solucao bésica viavel em um poliedro P.

Teorema 3.15. Seja P um poliedro nao vazio e seja x um vetor que satisfaz aix = b,

para algum i € I = {i | alx = b;}. Entao, as sequintes afirmagoes sio equivalentes
(a) x é um vértice de P.
(b) x é um ponto extremo de P.
(¢) x € uma solugdo basica vidvel.

Demonstracao. Para os propositos desta prova e sem perda de generalidade, assumimos

que P é representado em termos de restri¢oes da forma alx < b; e alz = b;.
(a) = (b)

Como x € P é um vértice, pela Definicao 3.8, existe um vetor ¢ € R" tal que

cdr>dyedr>czparatodoyeze Pcomy#xez#uw.

Assim, para 0 < A < 1, temos que
dr >y + (1= N)a2).

Portanto
r# M+ (1—)N)z.

Dessa forma x nao pode ser expresso como uma combinacao linear de dois outros

vetores de P, sendo assim pela Defini¢ao 3.7, z é um extremo de P.

(b) = (¢)

Suponha que z € P nao seja uma solucao basica viavel. Vamos mostrar que x nao
¢ um ponto extremo de P. Seja I = {i | alx = b;}. Como z ndo é uma solucdo basica
viavel, ndo existem n vetores linearmente independentes na familia {a; | ¢ € I}. Assim,

os vetores {a; | © € I} estdo em um subespaco proprio de R", e existe algum vetor nao

nulo d € R™ tal que a‘d = 0 para todo i € I.

Seja € um namero positivo pequeno e considere os vetores y = x +ed e z = x — ed.

Note que aly = atx = b; para i € I. Aléem disso, para i ¢ I, temos alz < b; e, desde que €
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seja pequeno, também teremos aly < b;. (Basta escolher € de forma que €||d|| < b; — alx

para todo i ¢ I.) Assim, quando € é suficientemente pequeno, y € P e, por um argumento

similar, z € P. Finalmente, note que x = y;Z, o que implica que x nao é um ponto

extremo.

(€) = (a)

Seja ¥ uma solucao bésica viavel e seja I o conjunto de indices das restrigoes

ativas em z*. Isso significa que x* satisfaz as seguintes condicoes

atz* = b; para todo i € I.

Vamos mostrar que z* é um vértice de P, onde P é o conjunto definido por

P={x|Ax=0b, x > 0}.

Seja g = Y ,; a;x*. Como x* satisfaz alx* = b; para i € I, podemos escrever

¢'z* = Z alr* = Z b;.
i€l iel
Observe que para qualquer z* € P, temos alz* < b; para todos os i. Logo, para

qualquer x € P, a funcao ¢'z é limitada por
'z < Z b;.

Portanto, z* é uma solu¢ao 6tima para o problema de maximizar ¢’z sobre o
conjunto P. A igualdade na fun¢ao objetivo ¢'z é atingida se e somente se alz* = b; para
todos ¢ € I.

Como z* é uma solucao basica vidvel, ele satisfaz exatamente n restricoes linear-
mente independentes ativas, onde n é o ntimero de varidveis. A solucao x* é, portanto,
a tnica solu¢ao para o sistema de equagoes a‘x = b; para i € I, conforme descrito pelo
Teorema 3.14. Portanto, x* nao pode ser representado como uma combinag¢ao convexa de

dois pontos distintos em P, o que implica que z* é um vértice de P. O]

Teorema 3.16. O conjunto dos pontos extremos de um conjunto de solugoes vidveis é

finito e limitado em C)".

Demonstracao. Considere um sistema de m restricoes lineares de desigualdade impostas
a um vetor x € R". Em qualquer solucdo bésica, ha n restricoes ativas linearmente

independentes. Como quaisquer n restrigoes ativas linearmente independentes definem um
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ponto dnico, segue-se que solugoes bésicas diferentes correspondem a conjuntos diferentes

de n restrigoes ativas linearmente independentes.

Portanto, o ntimero de solucoes béasicas é limitado superiormente pelo nimero de

maneiras que podemos escolher n restricoes de um total de m, o que é dado por

]

Adiante, mostraremos que a solucao de um PPL esta em um vértice. Logo o fato
de os pontos extremos de um conjunto de solugoes viaveis ser finito assegura que o Método
Simplex ir4 eventualmente em alguma de suas iteragoes encontrar uma solugao 6tima em

um destes pontos.

Definicao 3.17. Um poliedro P C R™ contém uma reta se existir um vetor v € P e um

vetor nao nulo d € R" tal que x + A\d € P para todos os escalares .

Teorema 3.18. Suponha que o poliedro P = {x € R" | alx < b;, i =1,...,m} seja nao

vazio. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes
(a) O poliedro P néao contém uma reta;
(b) O poliedro P tem pelo menos um ponto extremo;

(¢) Existem n vetores da familia {ai,...,an} que sdo linearmente independentes.

Demonstracao. (a) = (b)

Primeiramente, provamos que se P nao contém uma reta, entao possui uma solucao

bésica viavel e, portanto, um ponto extremo.

Seja z um elemento de P e [ = {i | alx = b;}. Se n dos vetores q;, para i €
I, correspondentes as restricoes ativas sao linearmente independentes, entao x é, por
definicao, uma solucao béasica viavel e, portanto, uma solugao bésica viavel existe. Se este
nao for o caso, entao todos os vetores a;, para ¢ € I, estao em um subespaco proprio de

R™ e existe um vetor nao nulo d € R™ tal que ald = 0 para todo i € I.

Considere a reta composta por todos os pontos da forma y = x + Ad, onde X é
um escalar arbitrario. Para i € I, temos aly = alx + \ald = alxz = b;. Assim, aquelas
restricoes que eram ativas em x permanecem ativas em todos os pontos da reta. No
entanto, como o poliedro é assumido como nao contendo retas, segue-se que, & medida
que variamos A, alguma restricao serd eventualmente violada. No ponto onde alguma
restricao estd prestes a ser violada, uma nova restricao deve se tornar ativa, e concluimos

que existe algum A\* e algum j ¢ I tal que a}(z + \*d) = b;.
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Afirmamos que a; nao é uma combinacao linear dos vetores a;, para ¢ € I. De fato,
temos alx # b; (porque j ¢ I) e af(z 4+ A*d) = b; (pela definicdo de A\*). Assim, a’d # 0.
Por outro lado, ald = 0 para todo i € I (pela defini¢ao de d) e, portanto, d é ortogonal
a qualquer combinacao linear dos vetores a;, para ¢ € I. Como d nao é ortogonal a a;,

concluimos que a; nao ¢ uma combinacao linear dos vetores a;, para ¢ € I.

Assim, ao passar de x para x + A\*d, o numero de restrigoes ativas linearmente
independentes aumentou em pelo menos um. Repetindo o mesmo argumento, quantas
vezes forem necessarias, eventualmente chegamos a um ponto no qual existem n restricoes
ativas linearmente independentes. Tal ponto é, por defini¢cao, uma solucao béasica viavel,

pois permanecemos dentro do conjunto viavel.
(b) = (c)

Se P tem um ponto extremo x, entao x é também uma solucao béasica viavel
(Teorema 3.15) e existem n restrigbes que sdo ativas em x, com os vetores correspondentes

a; sendo linearmente independentes.

(¢) = (a)

Suponha que n dos vetores a; sejam linearmente independentes e, sem perda de
generalidade, suponha que ay,...,a, sejam linearmente independentes. Suponha que P
contenha uma reta, pela Definicao 3.17, entao, existe um vetor x € P e um vetor nao nulo
d € R™ tal que 2 + \d € P para todos os escalares \. Dessa forma, temos a‘(x + \d) < b;
para todo i e todo A. Concluimos que ald = 0 para todo i. (Se ald < 0, podemos violar
a restricio escolhendo A muito grande; um argumento simétrico se aplica se atd > 0).
Como os vetores a;, para ¢ = 1,...,n, sao linearmente independentes, isso implica que

d = 0. Isso é uma contradigao e estabelece que P nao contém uma reta. O

Teorema 3.19. Considere o PPL de minimizar c'x sobre um poliedro P. Suponha que P
tenha pelo menos um ponto extremo e que exista uma solucao dtima. Entao, eriste uma

solu¢ao olima que € um ponto extremo de P.

Demonstracao. Seja ) o conjunto de todas as solucoes Otimas, que assumimos ser nao
vazio. Seja P da forma
P={zeR"| Az < b},

e seja v o valor 6timo do custo c'z. Entdo, Q = {x € R" | Az < b, 'z = v}, que também
é um poliedro. Como @ C P e P nao contém retas (Teorema 3.18) () também nao contém

retas. Portanto, () possui um ponto extremo.

Seja x um ponto extremo de (). Vamos mostrar que x também é um ponto extremo
de P. Suponha, para obter uma contradicao, que x nao é um ponto extremo de P. Entao,

existem y € P, z € P, taisque y # x, z # z, e algum X\ € (0,1) tal que z = Ay + (1—\)z,
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segue que
v=cr=Xy+(1-Ncz

Além disso, como v é o custo 6timo, cly > v e ¢tz > v. Isso implica que cly =
c'z = v e, portanto, z € Q e y € (). Mas isso contradiz o fato de que  é um ponto
extremo de (). A contradicao estabelece que x é um ponto extremo de P. Além disso,

como x pertence a (), ele é 6timo. O

Este teorema é fundamental, pois afirma que, se ha uma solugao do PPL, esta
solucao estd em um vértice. Note que para satisfazer a hipotese do teorema anterior, basta
por exemplo que o poliedro seja limitado e fechado (compacto), como sugere o teorema
de Weierstrass Lima (2014), pois toda fun¢do continua no compacto admite maximo e

minimo no conjunto.

Teorema 3.20. Toda combinacao convexa de duas solugoes otimas de um PPL, é também

solucao dtima.

Demonstracao. Seja o PPL na forma padrao

Otimizar 2 = cx,
sujeito a Az = b,
x>0,
b>0.

(3.1)

e suponha z* e x**, sejam solucoes de (3.1), tome W uma combinacdo convexa de z* e
kK

™ ou seja W = A\jx™ + Aax™ com A\, Ay > 0 tais que A\ + Ay = 1. Queremos mostrar
que cW >czparatodoz€e C={x e R"| Az <bex >0}, e Aw =0b.

De fato cW = c(Mz* 4+ Aox*) > c(Mz + Aaz) = (M + A2)z = ¢z, logo W > =
para todo z € C.

Temos AW = A(Mz* 4+ Aox™) = M Ax* + M Ax™ = Mb+ b =b(A+ X)) =0 O

3.2 Meétodo Simplex

O Simplex é um método tradicionalmente utilizado em PPLs, que de maneira
iterativa, encontra a solucao 6tima de um PPL. Foi desenvolvido segundo Goldbarg e
Luna (2000) por George B. Dantzig. Sua concepgao basica é simples e eficiente. Em linhas
gerais, 0 método parte de uma solugao basica viavel inicial do sistema de equagoes que
constituem as restri¢goes do PPL, solugdo essa extrema (vértice). A partir dessa solugao

inicial, vai identificando novas solucoes viaveis de valor igual ou melhor que a corrente. O
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método, portanto, possui um critério de escolha que permite encontrar melhores vértices
do problema, e um outro critério que consegue determinar se o vértice escolhido é ou nao
um vértice 6timo. Em cada iteracao, o método visita um vértice, e portanto vai parar em
uma quantidade finita de passos, ja que pelo Teorema 3.16, o niimero de vértices em um

poliedro é finito.

Para o uso do Método Simplex é fundamental que o PPL esteja escrito no que cha-
mamos de forma padrao (3.1) e que tenhamos uma solucao bésica inicial viavel. Quando
todas as restricoes do problema sao do tipo <, é suficiente adicionar variaveis de folga, o
que permite construir uma solucao basica vidvel inicial de forma direta, ja que as varidveis

de folga assumem valores positivos e as variaveis originais sao inicialmente nulas.

Quando o problema possui restricoes do tipo >, a introducao de variaveis de excesso
resulta em coeficientes negativos para essas varidveis na matriz de restricoes. Isso impede a
obtencao direta de uma solucao basica viavel inicial. Por essa razao, ¢ necessario introduzir

varidveis artificiais, que permitem compor uma solucao bésica viavel inicial.

Para restricoes de igualdade, também ¢é indispensavel a inclusao de varidveis ar-
tificiais, pois nao h& como garantir uma solucao inicial viavel inicial sem elas, pois ao
contrario das restricoes do tipo <, em que a adicao de variaveis de folga pode gerar uma
solucao bésica viavel inicial assumindo valores nulos para as varidveis de decisao, as equa-
coes de igualdade exigem que as combinacoes das varidveis satisfacam exatamente o lado

direito da equacao.

Para tratar problemas que envolvem variaveis artificiais, podemos usar o Método
das Duas Fases, que nao sera foco neste trabalho. Este método funciona da seguinte ma-
neira. Na primeira fase, minimizamos a soma das variaveis artificiais, representada pela
funcao W. O objetivo dessa etapa é encontrar uma solucao viavel que elimine completa-
mente as variaveis artificiais da base. Caso, ao final da Fase 1, o valor de W ainda seja

maior que zero, concluimos que o problema original nao possui solugao viavel.

Na segunda fase, utilizamos a solucao viavel obtida na Fase 1 como solucao béasica
viavel inicial para otimizar a funcao objetivo original. Esse procedimento assegura que o

processo iterativo do Método Simplex conduza & solugao 6tima.

O Método Simplex verifica se a presente solucao ¢ 6tima. Se esta nao for, é porque
um dos demais pontos extremos adjacentes (vértices) fornece valor maior para a fungao
objetivo que a atual, quando o problema é de maximizacao. Ele entao faz uma mudanca
de vértice na diregdo que mais aumenta a funcdo objetivo e verifica se este novo vértice
é 6timo. O processo termina quando, estando em um ponto extremo, todos os outros

pontos extremos adjacentes fornecem valores menores para a funcao objetivo.

Para isso, escolhemos uma variavel cujo custo relativo seja mais positivo para entrar
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na base, e as trocas de vértices sao feitas até que nao exista mais nenhum custo relativo

positivo.

A variavel que saird da base é aquela que, ao se anular, garante que as demais
continuem maiores ou iguais a zero quando aumentamos o valor da variavel que entra na

base.

O Método Simplex, resolve o PPL dado na forma padrao (3.1), e de acordo com

Oliveira e Pinto (2017) compreendera, os seguintes passos, que serao detalhados na Segao
3.3.

Passo 1 Achar uma solucao basica viavel inicial, o que é feito como dito no inicio desta

secao.

Passo 2 Verificar se a solucao atual é 6tima, ou seja, verificar se h& ¢; > 0. Se sim, pare.

Caso contrario, va para o passo 3.

Passo 3 Determinar a variavel nao basica que deve entrar na base, que sera

mazx {c;;¢; > 0} .
Passo 4 Determinar a variavel basica que deve sair da base, que sera
b
min {—;ais > 0.
Qs
Onde s indica a coluna que saiu da base.

Passo 5 Realizar o pivoteamento a fim de determinar a nova solucao viavel bésica, e

voltar ao passo 2.

3.3 Tabela Simplex

Para melhor organizar os céalculos realizados no Método Simplex usamos o formato
tabular das informacgoes do problema. Este é apenas um recurso para os calculos realizados
pelo método descrito na Secao 3.2. Aqui trabalharemos por simplificagdo com restri¢oes
do tipo <.

Considere o seguinte problema
Maximizar Z = c1x1 + CoTg + « -+ + Cpy,

sujeito as restricoes



onde A é uma matriz de coeficientes das restricoes, b € um vetor de constantes, e x é o

vetor das variaveis de decisao.

Antes de iniciarmos o Método Simplex transformamos o problema para a forma
padrao (1.1). Sendo assim, devemos introduzir as variaveis de folga como visto no Capitulo

1, para que as restrigoes do tipo <, se tornem restricoes do tipo
Ax=b e z>0.

Apos escrever o problema na forma padrao, construimos a tabela Simplex inicial a partir
do sistema linear Ax = b e da funcao Z. A tabela inclui as varidveis béasicas xp,, as
varidveis nao basicas x;, os coeficientes das variaveis na funcao objetivo ¢; e as constantes

b; das restrigbes. A seguir temos a estrutura basica da Tabela 3.1

Tabela 3.1: Tabela Simplex

Base x; o ... x, b
B a1 a12 c. Q1n bl
I32 a921 929 Ce Aoy, bg

Z cq ¢ ... ¢ 0O

Esta tabela na tultima coluna apresenta nossa soluc¢ao basica viavel inicial (Passo
1). Em seguida seguimos ao Passo 2, que consiste em verificar se a solu¢do é 6tima. Para
isso devemos verificar se ha ¢; > 0 na linha da funcao Z. Em caso positivo ir para o Passo

3. Caso nao exista ¢; > 0 entao a solucao presente é a solucao 6tima.

O Passo 3 determina qual variavel nao basica entra na base. A qual é correspon-
dente ao coeficiente mais positivo na linha de Z, pois isso indica o maior aumento possivel

da funcao objetivo. Chamamos esta coluna a;; de coluna pivo.

Apos, no Passo 4, devemos identificar a variavel basica que sai da base. A qual
i
ij
Se todas as razoes forem negativas ou iguais a zero, significa que a variavel que entra na

é correspondente & menor razao positiva entre -, Chamamos esta linha de linha pivo.

base pode crescer indefinidamente sem violar as restri¢coes, tornando a solucao ilimitada,

e o método é interrompido.

Depois de encontrar a coluna pivd e a linha pivo, o elemento que esta na interseccao
destas é chamado de pivo, em sequéncia no Passo 5, realizamos o pivoteamento a fim de

determinar a nova solucao basica viavel. O pivoteamento é detalhado nos passos a seguir

e Divida todos os elementos da linha pivo pelo valor do pivd, de modo que o pivo se

torne igual a 1.
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e Ajuste as outras linhas da tabela para que todos os outros valores na coluna pivo

se tornem zero, subtraindo multiplos apropriados da linha pivo.

Apos feito o pivoteamento, retornamos ao Passo 2. O processo de escolha da vari-
vel que entra e da variavel que sai da base é repetido até que nao exista mais coeficientes
positivos na linha da funcao objetivo Z. Quando isso ocorrer, a solu¢ao é 6tima, pois, para
coeficientes negativos, o aumento de uma varidvel nao bésica reduz o valor de Z, o que
¢ indesejavel em um problema de maximizacao. Da mesma forma que para coeficientes

nulos, o aumento de uma varidvel nao béasica nao altera o valor de Z.

No proximo capitulo apresentamos a resolu¢ao de um PPL usando a tabela Sim-

plex.
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Capitulo 4

Resolucao de Problemas de

Programacao Lineares

Neste capitulo apresentamos alguns PPLs juntamente com distintas formas de re-
solucao. Em PPLs com duas variaveis trabalhamos com a resolucao gréafica, que possibilita
compreender geometricamente os conceitos trabalhados na Se¢ao 2.2. Ainda com duas va-
ridveis resolvemos um exemplo usando a tabela Simplex e também uma visao geométrica

do funcionamento do Método Simplex.

Em problemas com mais variaveis, devido a dificuldade, e no caso de mais de trés
varidveis a impossibilidade de se observar a solucao grafica, apresentamos uma maneira de
se resolver computacionalmente os PPLs, utilizando uma implementacao em linguagem

Python realizada pelos autores.

4.1 Grafica

PPLs com duas ou trés varidveis podem ser resolvidos de forma grafica utilizando
o sistema cartesiano. Dado um PPL, uma solucao viavel é um vetor que satisfaz todas as
restricoes, inclusive as restricoes de sinais. Uma solu¢ao 6tima é uma solucao viavel que
maximiza a funcao objetivo ou a minimiza no conjunto de solucoes viaveis. Para resolver
um PPL envolvendo apenas duas varidveis, o conjunto de solugoes viaveis é identificado
no plano cartesiano. A solucao 6tima é entao identificada tracando a linha correspondente
ao conjunto de solucoes viaveis que dao um valor especifico a funcao objetivo, ou seja,
tracando as curvas de nivel (2.8) de Z e movendo esta linha (no caso do plano) parale-
lamente a si propria, na dire¢cdo do gradiente de Z (caso maximizar), de acordo com o
Teorema 2.19. Faremos uso do GeoGebra [9], para nos auxiliar na construc¢do dos graficos

necessarios para a resolucao do PPL.
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Faremos um exemplo, juntamente com sua resolugao grafica. Para isso considere

o problema de maximizar Z = 2z + 3y sujeito as restri¢oes

x+ 2y <100
2z +y < 80
z,y > 0.

Na resolucao grafica, é necessario determinar a regiao viavel do problema. Isso é
feito identificando a intersecao das regides definidas pelas restri¢oes.

Nas figuras 4.1 e 4.2, temos respectivamente, as regioes z + 2y < 100, em vermelho

e 2x +y < 80, em azul, com x,y > 0.

Figura 4.2: Restri¢ao 2z +y < 80

-10 0 10 20 30 4\ 50 60 70

Figura 4.1: Restricao x + 2y < 100

Para que um ponto do plano cartesiano seja uma solucao de Z, este ponto deve
pertencer simultaneamente a essas duas regioes, ou seja, pertencer a interseccao destas
regioes. Sendo assim, os pontos que cumprem essa propriedade estao apresentados na

regiao em verde na Figura 4.3, denominado conjunto viavel.
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Figura 4.3: Regiao Viavel do PPL

Como queremos que o valor de Z seja méximo, devemos encontrar um ponto tal
que Z assuma valor méaximo neste ponto, e a este ponto chamaremos de solucao 6tima do

problema de maximizar Z sujeito as restricoes do problema.

Para isso, tomamos uma curva de nivel de Z, ou graficamente pensando, uma
linha onde Z possui mesmo valor. Iniciamos com o valor Z = 0 e movemos esta curva de
nivel paralelamente a si propria. As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam as curvas de nivel em

vermelho para os valores Z = 0 e Z = 40.

Figura 4.4: Curva de nivel Z =0 Figura 4.5: Curva de nivel Z = 40

A Figura 4.6, mostra que ao mover a curva de nivel paralelamente a ela propria,

estamos a movendo na direcao vetor gradiente, o qual aponta na direcao de maior cresci-
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mento da fungdo Z, o que foi demonstrado no Teorema 2.19, uma vez que todas as curvas

de niveis sao retas paralelas.

Figura 4.6: Curvas de nivel na dire¢ao do gradiente

E importante notar que ndo podemos mover a curva de nivel indefinidamente na
direcao do aumento de Z. Devemos assegurar que a intersecao entre a curva de nivel e a
regido viavel nao seja vazia. Por exemplo, ao considerar a curva de nivel Z = 200 (veja a
Figura 4.7) observamos que essa curva nao intercepta a regiao viavel em nenhum ponto.

Assim, os pontos definidos por essa curva nao pertencem ao conjunto viavel de solucoes.

N

N

Z=200

60

Figura 4.7: Curva de nivel Z = 200
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Sendo assim, para encontrar a solucao 6tima do problema de maximizar Z, devemos
mover a curva de nivel na direcao de aumento de Z, até que ela atinja seu valor maximo,

de modo que esta curva ainda intersecte a regiao viavel.

No capitulo anterior enunciamos e demonstramos o Teorema 3.19 o qual afirma
que a solucao 6tima de um PPL é um ponto extremo. Dessa forma para encontrarmos a
solucao 6tima do problema movemos a curva de nivel na direcao de aumento de 7, até
que a interseccao entre a curva de nivel e a regiao viavel seja um tnico ponto, que neste
caso serd um vértice da regiao viavel, ou um lado do poliedro, caso esse lado seja paralelo

as curvas de nivel de Z, que nao é o caso deste exemplo.

A Figura 4.8 mostra a curva de nivel Z = 160, que representa graficamente a solu-
¢ao o6tima do problema. A solucao 6tima, portanto, é o valor Z = 160, alcancado no ponto
(z,y) = (20,40). E importante aqui percebermos que esta maneira de resolucio, pode
nos apresentar uma resposta aproximada da solugao 6tima, basta notar que poderiamos

ter a curva de nivel Z = 160, muito proxima ao vértice (20,40) e ndo exatamente sobre

N

50

ele.

40
Z=160

30

20

Figura 4.8: Solucao 6tima, Z = 160

E importante pensar que neste exemplo, a interseccao foi um tinico ponto, mas a
curva de nivel pode encontrar a borda da regiao viavel de duas formas diferentes. Ela
pode tocar em um segmento de reta, o que significa que hé infinitas solu¢des possiveis que
resultam no mesmo valor maximo para Z. Ou pode tocar em um tnico ponto, que seré a

solucao 6tima, pois ali Z atinge seu maior valor respeitando as condigoes impostas pelas
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restrigoes.

Como todas as curvas de nivel de uma fungao linear sdo retas (no plano), esse
processo de mover a curva de nivel na direcao de aumento do valor de Z nos garante que
estamos sempre caminhando para o maior valor possivel dentro da regiao viavel. Assim,
ao parar no ponto ou segmento de intersecao, sabemos que encontramos o resultado 6timo

para o problema de maximizar Z.

Percebemos que mesmo um problema com apenas duas variaveis se torna inviavel
de se resolver manualmente. A medida que mais restricoes sao adicionadas ao problema,
maior se torna o trabalho para encontrarmos uma solucao 6tima, pois ao aumentar o
nimero de varidveis, aumentamos a dimensao do nosso problema, e se possuirmos quatro

ou mais varidveis perdemos a possibilidade de representacao grafica.

4.2 Tabela Simplex

Outra maneira de se resolver um PPL é fazendo uso do Método Simplex. Quando
trabalhamos com um ntimero menor de variaveis uma estratégia que pode ser utilizada é

a tabela Simplex descrita na Se¢ao 3.3.

Para exemplificar essa forma de resolucao considere o problema de maximizar Z =

3x1 + 2x9, sujeito as restrigoes
21’1 -+ 41’2 S 8

21+ 22 <5

xy, T3 2> 0.

Escrevemos agora o problema na sua forma padrao, adicionando as variaveis de
folga x3 e x4. Assim o problema se torna, maximizar Z = 3x; + 2xs + 0x3 + 04, sujeito
as restrigoes

2I1+4JZ2+LL’3:8

201 +x9+ x4 =5

T1,To, X3, g > 0.
Com base nas informagoes do problema obtemos a Tabela 4.1
Sendo assim, nossa solucao béasica inicial é 1,20 =0e Z = 0.

Como existe ¢; > 0 na linha da fungao Z, a solu¢ao 6tima ainda nao foi encontrada

e uma variavel deve entrar na base.

A variavel que entra na base é x1, pois ¢; = 3 é o maior valor positivo entre os ¢;;.

A variavel que sai da base é x4, pois é a menor razao entre os valores das constantes b e
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Tabela 4.1

Base x; x2 x3 a4
T3 2 4 1 0
T4 2 1 0 1
Z 3 2 0 0

o Oov o o

os coeficientes da coluna pivo.

Entao realizamos o pivoteamento dividindo a linha de z4 por 2 para tornar o pivo

igual a 1, a Tabela 4.2 representa essa operagao.

Tabela 4.2
Base x; 2 x3 x4 b
T3 2 4 1 0 8
o1 o3 0 5 3
A 3 2 0 0 O

Em seguida subtraimos duas vezes a linha de z; da linha de x3, e 3 vezes a linha

de x, da linha de Z para zerar os coeficientes na coluna de x;.

A Tabela 4.3 mostra o primeiro pivoteamento.

Tabela 4.3: Titulo da Tabela

Base z; 2 x3 x4 b
xz 0 3 1 -1 3
no1b o043
Z o} oo -3 -y

Novamente, como existe ¢; > 0 a solucao 6tima ainda nao foi encontrada e uma
variavel deve entrar na base. A variavel que entra na base agora é xy, pois ¢o = % é o
maior valor positivo entre os c¢;,. A variavel que sai da base é x3, pois é a menor razao

entre os valores das constantes b e os coeficientes da linha pivo.

Realizamos o pivoteamento dividindo a linha de x3 por 3 para tornar o pivo igual

a 1. A Tabela 4.4 mostra a operacao feita.

Apos isso, subtraimos % vezes a linha de x5 da linha de Z e da linha de x; para

zerar os coeficientes da coluna de x5. A Tabela 4.5 mostra o pivoteamento realizado.

Como todos ¢;s < 0, a solugao 6tima foi encontrada. A solugdo 6tima é o -Z em

nossa tabela, portanto a solucao 6tima é 7 = 8 com x; = 2, x5 = 1.
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Tabela 4.4: Titulo da Tabela

Base =1 2 23 14 b
mno 1o 0 3 3
zZ 0 5 0 -5 =%

Tabela 4.5: Titulo da Tabela

Base x1 x9 x3 x4 b
To 0 1
v 10 —3

Z 0 0 —-f —3 -8

win
Wl
DO

4.3 Implementacao em Python do Método Simplex

Aqui utilizamos uma implementacao em linguagem Python feita pelos autores para
resolver PPLs de maximizacao com restricoes do tipo <. A implementacao é apresentada
no Apéndice A, onde fizemos uma breve explicagdo sobre como esta foi desenvolvida,
relacionando a implementacao feita com os passos descritos na Secao 3.2. Para utiliza-la,
o usuério deve copiar a implementacao, pesquisar e acessar o site Google Colab em seu

navegador como mostra a Figura 4.9, com uma conta de email Google conectada.

~ @ google colab - Pesquisa Googl- X+
<« C % google.com/search?q=google+colab&og=google+c bWUQDggAEEUYIxg7GIAEGIoFMgAIABBF GCcYOXIABBIKBTIHCAEC

22 | f Facebook X Twitter ® (1) YouTube

Goog|e google colab

Todas  Imagen

Google Colab
htps://colab research google.com - Traduzir esta pagina %
Welcome To Colab - Colab - Google
and rich text in a single document, along with
rown Colab

Google Colab
signin.

Colab notebook
Sign in. close. Loading.

Figura 4.9: Google Colab

Apos acessar o site o usuario deve selecionar a opcao New notebook, conforme a
Figura 4.10.
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v Welcome To Colab - Colab

<

co Welcome To Colab o M
File Edit Vie

| Open notebook
= Table of content:
[ Getting started Examples >
Search notebooks Q o
Data science
) ! Recent >
. le g Title Lastopened & Firstopened Ty
MoreResources| GocgleDrive >
[} €O Welcome To Colab 9:14AM Jul 15,2024 2]
Featured exar
SEUEESE  GitHub >
+ Section & implementac&oBruno.ipynb January 4 Nov 24,2024 BB
Upload >
5 & untitled32 ipynd Dec 10,2024 Dec 10,2024 BB
=
+ New notebook Cancel
(=)

Figura 4.10: Nova implementacao

Em seguida ao carregamento da pagina o usuario deve colar a implementacao onde
estd escrito start coding or generate with AI. A Figura 4.11 mostra este passo.

( & Untitled33.ipynb  ¥¢

File Edit View Insert Runtime Tools Help

+ Code + Text

@ @ Start coding or generate with AL

{x] ‘ 4+ Analyze files with Gemini :'

Figura 4.11: Colando a implementacao

Por fim o usuario deve clicar na seta ao lado da implementacao que foi colada no

site, para dar inicio ao funcionamento da implementacao.

A implementagao tem importancia pessoal para o autor, devido ao seu interesse em
aprender uma linguagem de programagao. Nesse sentido, o autor reconhece a programacao
como uma ferramenta educacional, capaz de estimular o raciocinio logico e promover o

desenvolvimento dos estudantes. Segundo Souza (2020):

Faz-se urgente a necessidade do professor de matematica
utilizar linguagens de programagcao para mostrar aos seus
alunos como ela é uma ferramenta extraordinaria e como
pode ser utilizada para a solucdo de intimeros problemas

envolvendo os conteudos ensinados na sala de aula.

Uma vantagem dessa implementagao é a capacidade de exibir o processo de iteragao
do Método Simplex, explicando ao usuario as etapas da resolucao, como descrito na Secao
3.3.
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Para mostrar o funcionamento da implementacao, considere o problema de maxi-

mizar Z = 2x1 + 6xo + dxs, sujeito a

2z1 + 4x9 + 823 < 240
3x1 + 629 + 423 < 150
5xq1 + Txy + 323 < 210

X1, x9, 3 = 0.

Ao iniciar o co6digo, a implementacao retorna uma orientacao sobre o formato em

que a funcao objetivo deve ser digitada, conforme mostrado na Figura 4.12.

————— Método Simplex para Maximizacdo -----
Importante: Quando vocé for inserir uma varidvel como x_1, use o formato "1x 1" ao invés de apenas "x_1°.

Digite a funcdo objetivo 7 (ex: 2x 1 + 3x 2 + 4x_3):

Figura 4.12: Inserir a funcao Z

Apos pressionar a tecla Enter, a implementacao solicita ao usuario que informe
quantas restricoes o problema possui. Em seguida, orienta sobre o formato no qual as

restricoes devem ser inseridas. As figuras 4.13 e 4.14 ilustram a insercao das restrigoes de

nosso problema.

————— Método Simplex para Maximizacdo -----
Importante: Quando vocé for inserir uma variavel como x 1, use o formato "1x 1" ao invés de apenas "x 1°.

Digite a funcdo objetivo Z (ex: 2x 1 + 3x 2 + 4x_3):
2x_1+6X_245x 3
Quantas restri¢bes existem?

[ ]

Figura 4.13: Quantidade de restri¢oes de Z

————— Método Simplex para Maximizagdo -----
Importante: Quando vocé for inserir uma variavel como x 1, use o formato '1x 1" ou apenas 'x 1°.

Digite a funcao objetivo Z (ex: 2x 1 + 3x 2 + 4x 3):
2x_146X_245x 3

Quantas restricoes existem?

3

As restrigdoes devem estar no formato: Ax 1 + Bx 2 + ... <= C
Restricdo 1: 2x 1+4x 2+8x 3<=240

Restricdo 2: 3x 1+6X 2+4x 3<=150

Restricdo 3: 5x 1+7x 2+3x 3<=210

Figura 4.14: Inserir restricoes de Z

Ap6s o usuario digitar as restricoes do problema e pressionar Enter, a implemen-

tacao inicia o processo de busca pela solucao 6tima. As figuras 4.15, 4.16 e 4.17 mostram,
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a tabela inicial construida a partir dos dados fornecidos e os dois primeiros pivoteamentos

realizados.

Tabela inicial:

- s T S s Tt ST +
| Base | x1 | x2 | x3 | s1 | s2 | s3 | b |
- s T S s Tt ST +

s1 |2 |4 |8 |1 |e |e | 240
s2 |3 |6 |4 |e |1 |e | 15e
s3 |5 |7 |3 |e |e |1 | 210
z |2 |6 |5 |e |e |e | e

Figura 4.15: Tabela inicial

Iteracdo 1:

A solucdo 6tima ainda ndo foi atingida, pois ainda h@ coeficientes positivos na linha da fung¢do Z.
Varidvel que entra na base: x2

Variavel que sai da base: s2

A variavel x2 entra na base pois possui o maior coeficiente positivo na linha Z

A varidvel s2 sai da base pois é o menor quociente entre os valores de b e os valores da coluna pivé

Operagdo: Dividir linha 2 pelo pivd 6.

Operagdo: Subtrair 4 vezes a linha 2 da linha 1.
Operagdo: Subtrair 7 vezes a linha 2 da linha 3.
Operagdo: Subtrair 6 vezes a linha 2 da linha 4.

Tabela apos pivoteamento:

+------ +----- +----4--—-—-- +---—4--—---- +----4--——-- +
| Base | x1 | x2 | x3 |s1] s2 |s3| b |
== +=-=-==- Fmmmmm———— Femm——Fm————— Femmmmm———— +
| s1 | e |e |16/3 |1 | -2/3 | e | 140 |
| x2 | 1/2]11 |2/3 |e |16 |e | 25 |
| s3 [ 3/2]|e |-5/3]|e | -7z/6 |1 | 35 |
| z | -1]1e | 2 |e | -1 |e | -1se |
+------ +----- LS SRl +----t------ -t +

Figura 4.16: Iteragao 1
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Iteracdo 2:

A solugdo otima ainda n3o foi atingida, pois ainda ha coeficientes positivos na linha da func¢do Z.
Variavel que entra na base: x3

Variadvel que sai da base: sl

A varidvel x3 entra na base pois possui o maior coeficiente positive na linha Z

A varidvel sl sai da base pois & o menor quociente entre os valores de b e os valores da coluna pivo

Operagdo: Dividir linha 1 pelo pivé 16/3.

Operagdo: Subtrair 2/3 vezes a linha 1 da linha 2.
Operagdo: Subtrair -5/3 vezes a linha 1 da linha 3.
Operagdo: Subtrair 1 vezes a linha 1 da linha 4.

Tabela apos pivoteamento:

+----=-- +----- +---—+---F------- +--—-——-- +--—-+-—-———- +
| Base | x1 | x2 | x3| s1 | s2 |s3]|] b |
+-=---=-- +----- +----+----+------- +------- +----+----=---- +
| x3 | e |e |1 | 3/26| -1/8 | e | 1es/4 |
| x2 |1/2 |1 |e | -1/8| 1/4 |e | 1572 |
| s3 | 3/2]|e | e | 5716 | -11/8 | 1 | 315/4 |
| z | -1|e |e | -3/26| -7/8| @ | -7e5/4 |
- +----- R it LT e R e e T +

Figura 4.17: Iteragao 2

Ap6s encontrar a solucao 6tima para o problema, a implementacao apresenta essa
solucao, juntamente com os valores das varidveis que maximizam 2, como mostrado na
Figura 4.18.

Iteragdo 3:

Solugdo 6tima encontrada, pois nao ha coeficientes positivos na linha da fungdo Z.
Solucdo o6tima: x_1=0, x_2=15/2, x_3=105/4

Valor maximo de Z: 705/4

Figura 4.18: Solucao Otima

Sendo assim, a solucao do problema de maximizar Z serd z; = 0, 29 = % e
T3 = %, solucao essa que torna 2 = 72—5. Valor este que representa o valor maximo de Z

sujeito as restricoes do problema.

A implementacao em Python é interessante, pois a cada troca de varidvel na base, o
valor de Z é recalculado. Esse recurso serd fundamental na proxima secao, onde utilizamos

a implementacao para auxiliar na abordagem grafica do Método Simplex.

4.4 Python para o Método Simplex

Esta secao apresenta uma resolucao para um PPL de maximizacao, o qual possui
duas variaveis, tem como objetivo mostrar o processo de iteracao do Método Simplex, e
como ele percorre os vértices da regiao viavel para encontrar a solugao 6tima para o PPL.

Para isso fizemos uso do GeoGebra, e da implementacao em Python feita pelos autores.
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Considere o problema de maximizar Z = 5x1 + 2z, sujeito as restricoes

221 + 4w < 17
dxy 4 229 < 11
5r1 + bxy < 22
1221 + 229 < 23
14z, + 0,329 < 24
x,y > 0.

Assim como na Secao 4.1, inicialmente determinamos a regiao viavel utilizando as
restricoes do problema, sendo nossa regiao viavel a regiao de interseccao entre todas as
restricoes. Isso é representado na Figura 4.19. Aqui, consideramos x; como a variavel no

eixo x e x9 como a variavel no eixo y.

Figura 4.19: Restri¢coes do problema

O Método Simplex explora, de forma iterativa, os vértices da regiao viavel até
encontrar a solucao 6tima para o PPL. Sendo assim, os vértices desempenham um pa-
pel fundamental na resolucao. Nesse contexto, a Figura 4.20 apresenta a regiao viavel

juntamente com as coordenadas de seus vértices.
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G=(0,17/4)
F=(3/10,41/10)

E=(11/10,33/10)

D=(3/2,5/2)

C=(411/224,85/61)

A=(0,0) B=(12/7,0)

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 4.20: Regiao viavel

Para resolver o problema, recorremos a implementacao em Python utilizada na
Secao 4.3. A Figura 4.21 apresenta a tabela inicial do Método Simplex. Nesta tabela,
observamos a solucao béasica inicial, em que as variaveis béasicas assumem valores diferentes
de zero, enquanto as variaveis nao béasicas tém valor 0. A solucao inicial é fundamental
para o Método Simplex, pois a partir dela ele comecara as iteragoes até encontrar a solucao

6tima do PPL. Essa solugao inicial corresponde ao vértice A da Figura 4.20.

Tabela imicial:

R S — e S S
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s4|s5| b |
R S — e S S
| s1 |2 | 4 |1 |e |e |e |e | 17|
| s2 |4 ] 2 e |1 |e |e |e | 11|
| s3 |5 ] 5 |@e |e |1 |e |e | 22|
| s4 |12 2 |e |oe |e |1 |e | 23]
| s5 |14 |3/16|e | |e |e |1 | 24|
| z |5 | 2 |e |e |[e | |o |[e |
T N e e e N s S

Figura 4.21: tabela inicial

A partir da solucao basica inicial, o Método Simplex escolhe uma direcao para
avancar a um vértice adjacente ao vértice A. A Figura 4.22 ilustra as possiveis direcoes

para os vértices B e G.
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G=(0,17/4)
[ F=(3/10,41/10)

i E=(11/10,33/10)

D=(3/2,5/2)
2.5

C=(411/224,85/61)

0.5

Figura 4.22: Direcoes u e v

O Método Simplex avanca na direcao que proporciona o maior aumento na fungao

objetivo Z. Para isso, comparamos os valores de Z nos vértices B e G.

o Vértice B.

Teremos que Z assume valor 5 - 1—72 +2-0= %.
o Vértice G.
Teremos que Z assume valor 5-0+ 2 - % = %

60 17
7 > 27

implementacao na Figura 4.23, que apresenta o primeiro pivoteamento realizado. Nesta

Como o Método avanca para o vértice B. Isso ¢ confirmado por nossa

etapa, a varidvel x; entra na base, e o valor de Z atinge %.

Tabela apds pivoteamento:

U — e S . — +
| Base | x1 | x2 | s1|s2|s3|s4| s5 | b |
T oo e T +
| s1 |@ | 277770 |1 | @ |@ |@ | -1/7 | 95/7 |
| s2 | @ |67/35 | @ |1 |e | | -2/7| 29/7 |
| s3 | @ |137/28 | @ |@ |1 |@ | -5/14 | 94/7 |
| s4 | @ |61/35 | @ |@ |e |1 | -6/7 | 17/7 |
| x1 |1 |3/140 | @ |e |e |e | 1/1a | 12/7 |
| z |e |53/28 |@ |e |e |@ | -5/14]| -60/7 |
T e T e E +

Figura 4.23: Pivoteamento 1
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Como apoés este pivoteamento ainda temos coeficientes positivos na linha de Z,
nao encontramos ainda a solugao 6tima, indicando a necessidade de outro pivoteamento.

A Figura 4.24 mostra que a variavel x5 entra na base, e ap6s o pivoteamento teremos que

411 85 2735

244 61 244 °

com as coordenadas do vértice C, ou seja, esse valor de Z é

= e Ty = 22 resultando em Z = Perceba que os valores de x1 e x5 coincidem

alcancado no vértice C.

Tabela apds pivoteamento:

ER— L S S N — Fommmmmm - +
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s s5 | b |
oo oo e T S T S S +
| s1 |@ |e |1 |e |e | -277/122 | 11e/61 | 983/122 |
| s2 |@ |e |e |1 |e | -67/61 | a8/61 | 98/61 |
| s3 |@ |e |@ |© |1 | -685/244 | 125/61 | 16137244 |
| x2 |@ |1 |]e |e |e | 35/61 | -38/61 | 85/61 |
| x1 |1 |e |e |e |e | -3/244 | 5761 | 4117244 |
| z |e |e |8 |@e |e | -265/244 | 35/61 | -2735/244 |
B e . o +

Figura 4.24: Pivoteamento 2

A Figura 4.25 ilustra a direcao W percorrida pelo Método Simplex nessa iteracao.

G=(0,17/4)
F=(3/10,41/10)

i E=(11/10,33/10)

D=(3/2,5/2)
2.5

C=(411/224,85/61)

0.5

A=(0,0) B=(12/7,0)

@
15

25

-0.5

Figura 4.25: Direcao W

Como ainda hé coeficientes positivos na linha da fungdo 7, realizamos mais um

pivoteamento, conforme mostrado na Figura 4.26.
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Tabela ap6s pivoteamento:

T S T P +
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 |s3 | s4 |s5] b |
TR o T I P +
| s1 |@ |e |1 | -11/4 ] e | 3/4 | @ | 4 |
| s2 |® |@ |e |61/406 | @ | 67740 | 1 | 9/4 |
| s3 |e |e |@ | -25/8]1 | 5/8 |e | 2 |
| x2 |e |1 | | 3/4 le | -1/4 | e | 5/2 |
| x1 |1 |e |e | -y8|e | 1/8 | e | 3/2 |
| z |e |e |e | -7/8]e | -1/8 | e | -25/2 |
T S T P +

Figura 4.26: Pivoteamento 3

Apo0s esta iteracao, nao ha mais coeficientes positivos na linha de Z, indicando que

encontramos a solucao 6tima. Como a solugao x; = %, Ty = % corresponde ao vértice

D, temos que esse vértice representa a solucao 6tima com valor Z = % A Figura 4.27

apresenta todo o caminho percorrido pelo Método Simplex até a solugao 6tima.

G=(0,17/4)
[ F=(3/10,41/10)

B E=(11/10,33/10)

D=(3/2,5/2)
25

15 C=(411/224,85/61)

=

0.5

A=(0,0) J B=(12/7,0)
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3l

Figura 4.27: caminho total

Observe que, se o método tivesse avancado para o vértice F, o valor de Z seria
Z = %, inferior ao obtido no vértice D. Caso continuassemos a explorar os demais
vértices, perceberiamos que, a cada novo vértice, os valores de Z diminuiriam a cada

iteracao, até retornarmos ao vértice A.
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Capitulo 5

Aplicacoes de PPL no Ensino Médio

Neste capitulo, apresentamos dois enunciados juntamente com as resolucoes de dois
PPLs. O primeiro PPL sera resolvido usando o método da exaustao, a resolucao grafica
e a implementacao em Python desenvolvida pelos autores. O segundo PPL seré resolvido
utilizando uma implementacao em Python que aborda problemas com desigualdades do

tipo >, sendo essa implementacao apresentada no Apéndice B.

O objetivo ao se trabalhar com enunciados contextualizados é aproximar os concei-
tos matematicos ao cotidiano do aluno, visto que muitas vezes o aluno nao vé a Matematica

como uma ciéncia presente em sua vida. Os autores Bicudo e Borba (2004) trazem que:

[...] o aluno que estuda portugués na escola, na rua fala,
lé e escreve, ou seja, tem um intenso contato com a lingua
escrita e falada. O aluno que estuda geografia na escola,
vé em jornais e revistas ou na televisdo, falarem de outros
paises. E 0 mesmo para a biologia, a quimica e a fisica, elas

aparecem nas noticias e nos gibis.

Esperamos que o trabalho com PPLs contribua para a aproximacao dos conceitos
matematicos com o cotidiano dos alunos, promovendo uma compreensao mais clara dos

contendos abordados em sala de aula.

Ainda sobre a utilizagdo de problemas em sala de aula, Onuchice (2011) ressalta

que:

O problema é visto como ponto de partida para a construcao
de novos conceitos e novos contetidos; os alunos sendo co-

construtores de seu proprio conhecimento.
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Dessa forma acreditamos que ao modelar o problema proposto, e encontrar uma
solucao para ele, o aluno consiga aprender de forma significativa os conceitos matematicos

usados por ele nestes processos.

5.1 Problema da industria

Uma empresa produz dois produtos, A e B, que geram um lucro de R$ 8,00 por
litro produzido de A e R$ 6,00 por litro produzido de B. Cada mistura é preparada
utilizando diferentes recursos quimicos disponiveis em quantidades limitadas. Sejam x; a

quantidade do produto A e x5 a quantidade do produto B.
As quantidades de recursos consumidos para a producao de cada produto sdo:

Primeiro processo: Consome dois litros do primeiro recurso quimico por litro de A

e quatro litros por litro de B, com um total disponivel de 240 litros.

Segundo processo: Consome quatro litros do segundo recurso quimico por litro de

A e dois litros por litro de B, com um total disponivel de 240 litros.

Terceiro processo: Consome 14 litros do terceiro recurso quimico por litro de A e

um litro por litro de B, com um total disponivel de 660 litros.

Quarto processo: Consome dois litros do quarto recurso quimico por litro de A e

14 litros por litro de B, com um total disponivel de 740 litros.

Desejamos modelar este problema como um PPL, para isto vamos formular a funcao
objetivo e as restricoes que modelam este problema e determinar quantos litros de cada

produto a empresa deve fabricar para maximizar o lucro total e qual é este lucro.
Modelagem Matematica do problema da indftstria

A funcao objetivo é uma expressao que representa o lucro total que queremos

maximizar. Os coeficientes indicam o lucro gerado por litro produzido de cada produto.

e Cada litro do produto A gera um lucro de R$ 8, 00.

e Cada litro do produto B gera um lucro de R$ 6, 00.

O lucro total, Z, pode ser calculado somando os lucros dos dois produtos multipli-

cados pelas quantidades. Portanto, a funcao objetivo é

Z = 8x1 + 6x-.
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Aqui, Z representa o lucro total, o qual queremos maximizar.

Agora, vamos considerar as restri¢oes que representam as limitagoes dos recursos

disponiveis para a producao.

e Primeiro processo consome dois litros do primeiro recurso por litro de A e quatro

litros do primeiro recurso por litro de B. O total disponivel desse recurso é 240

litros. Entao, a restricao sera

Segundo processo consome quatro litross do segundo recurso por litro de A e dois
litros do segundo recurso por litro de B. O total disponivel desse recurso ¢ 240
litros. Logo, a restrigao serd

41 + 225 < 240.

Terceiro processo consome 14 litros do terceiro recurso por litro de A e um litro
do terceiro recurso por litro de B. O total disponivel desse recurso ¢ 660 litros.
Logo, a restricao sera

1421 + 25 < 660.

Quarto processo consome dois litros do quarto recurso por litro de A e 14 litros
do quarto recurso por litro de B. O total disponivel desse recurso é 740 litros. Logo,
a restricao sera

2x1 + 14z < 740.

As restrigoes representam os limites de recursos quimicos disponiveis para a pro-

ducao. Cada inequacao relaciona o consumo de recursos com o maximo permitido, ga-

rantindo que o uso nao exceda a disponibilidade.

Por fim, sabemos que as quantidades do produto A e do produto B produzidas

nao podem ser negativas. Ou seja, temos que

Dessa forma, o PPL é maximizar Z = 8z + 625, sujeito as restricoes
2x1 + 4dxy < 240
41 + 229 < 240
14z + 22 < 660
221 + 1dxy < 740

Ty1, T2 Z 0.
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5.1.1 Exaustao

Iremos encontrar a solugao 6tima deste PPL utilizando o método da exaustao, que
consiste em determinar os vértices da regiao viavel e, em seguida, calcular o valor de
Z em cada um deles, e comparar estes valores para determinar a solucao 6tima, ja que
mostramos no Capitulo 3 que a solucao 6tima de um PPL estd no vértice do poligono

formado pela regiao viavel, e que a quantidade de vértices é finita.

Com o auxilio do software grafico GeoGebra, representamos x; no eixo = e xy no
eixo y. Inicialmente, identificamos geometricamente a regiao viavel do problema, que é
dada pela intersecao das regides definidas por restricao. Visualizar a regidao viavel e os
vértices no grafico facilita a compreensao da interagao entre as restricoes e como o lucro
maximo ¢é alcancado. Na Figura 5.1, apresentamos a regiao viavel destacada em vermelho.
Note que cada par de equagoes gera um ponto, que pertence ao conjunto de vértices do

poliedro que define o PPL.

Figura 5.1: Regiao viavel

Para aplicar o método da exaustao, é necessario determinar as coordenadas dos
vértices da regiao viavel. Isso é feito ao encontrar as intersecoes entre as retas definidas
pelas restrigoes do problema. Este método estd amparado pelo fato de que se o PPL

possuir uma solucao 6tima esta solucao 6tima é um vértice do poliedro.

O célculo do lucro total para cada vértice nos mostra qual combinac¢ao de producao

resulta no maior lucro, ajudando a identificar a solucao 6tima.

Como exemplo vamos encontrar o vértice formado pelas restrigoes 2z + 14y < 740
e 2z + 4y < 240.

Para encontrar o vértice formado pelas restrigoes 2z + 14y < 740 e 2z + 4y <

240, precisamos determinar o ponto exato onde essas duas retas se interceptam no plano
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cartesiano. Sabemos que as restrigoes < definem regioes de viabilidade, mas a intersecao

ocorre nas bordas dessas regioes, ou seja, nas retas correspondentes as igualdades.

Portanto, transformamos as desigualdades em igualdades

20+ 14y =740 e 22+ 4y = 240.

Agora, resolvemos esse sistema de equacoes para encontrar as coordenadas do
ponto onde as duas retas se cruzam. O motivo para usar as igualdades é que queremos
o limite exato, ou seja, o ponto onde ambas as condicoes sao simultaneamente satisfeitas

como igualdade, representando o vértice entre essas duas restricoes.

Vamos resolver o sistema de equacoes formado por essas restricoes

2z + 14y = 740
2z + 4y = 240.

Comecamos eliminando uma das varidveis. Subtraimos a segunda equacao da

primeira para que os termos com 2x se cancelem. Fazendo isso, temos

(2x + 14y) — (2x + 4y) = 740 — 240,

simplificando, obtemos
10y =500 = y=>50.

Agora que encontramos o valor de y, substituimos y = 50 em uma das equacoes

originais. Escolhemos a segunda equacao, 2x + 4y = 240, para isso
2z + 4(50) = 240.
Resolvendo, temos

20 4+200 =240 = 22=40 = x=20.

Assim, o ponto de intersecdo das duas retas, ou seja, o vértice formado pelas
restricoes, é dado por
(z,y) = (20,50).

Repetindo este procedimento para todas as combinacoes de restri¢oes, identifica-
mos 6 vértices distintos que pertencem a regiao viavel. A representacao grafica dos vértices

e suas coordenadas esta apresentada na Figura 5.2.
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F = (0,370/7)

D = (40, 40)

C = (45, 30)

B = (330/7,0)
-10 0 10 20 30 40 50 60

Figura 5.2: Vértices

Agora calculamos o valor de Z nos vértices para identificar a solucao 6tima. O

vértice onde Z for méximo sera a solugao 6tima do problema.
Vértice A

Como A = (0,0), temos que ele representa uma produgao nula dos dois produtos
da empresa. Entao
Z=8-04+6-0=0,

dessa forma o lucro sera de R$ 0, 00.

Vértice B

Como B = (3—‘;’0, 0), temos que ele representa uma produgao de @ litros do produto

21 e nenhum litro do produto zo, assim

330 2640
Z=8-2246-0="7
7T 7

dessa forma o lucro serd de aproximadamente R$ 377, 14.
Veértice C

Como C' = (45, 30), temos que ele representa uma producao de 45 litros do produto

21 e 30 litros do produto x,, assim
Z =8-45+4+6-30 = 360 + 180 = 540,
dessa forma o lucro sera de R$ 540, 00.

Vértice D

Como C = (40,40), temos que ele representa uma produgao de 40 litros de amos
os produtos, assim
Z =8-404 6 -40 = 320 + 240 = 560,
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dessa forma o lucro sera de R$ 560, 00.
Vértice F

Como C' = (20, 50), temos que ele representa uma producao de 20 litros do produto

x1 e 50 litros do produto x5, assim
Z =8-20+46-50 = 160 + 300 = 460,

dessa forma o lucro sera de R$460, 00.
Vértice F

Como F = (0, @), temos que ele representa uma producao de 0 litros do produto

Ty e 3—;0 litros do produto x,, assim

370 2220
Z=8-046-"0 =2
o7 7

dessa forma o lucro serd de aproximadamente R$ 317, 14.
O maior valor de Z é obtido no vértice D, indicando que a producao 6tima é de
40 litros de z1 e 40 litros de x5, gerando um lucro maximo de R$560,00. A solucao 6tima

representa a melhor estratégia de producao dentro das limitacoes, maximizando o lucro

da empresa.

Este método, apesar de menos eficiente para problemas de grande escala, é ideal

para ilustrar a aplicacao de conceitos basicos de otimizacao no ensino médio.

5.1.2 Gréafica

Apresentamos aqui a resolucao grafica do Problema da indistria 5.1. Aqui omi-
timos os conceitos relacionados ao calculo de varias varidveis, buscando aproximar os

conceitos empregados na resolucao, dos conceitos vistos no Ensino Médio.

Damos inicio a resolucao encontrando a regiao viavel do PPL, fazendo uso do

GeoGebra. A Figura 5.3 ilustra nossa regiao viavel.

67



60

50

40

20

Figura 5.3: Regiao viavel

Em seguida tracamos em azul a reta onde Z possui valor nulo, o que é mostrado

na Figura 5.4.

40

Figura 5.4: Z =0

Em seguida que movemos a linha paralelamente a si propria na dire¢ao de aumento
de Z. Poderiamos ter movido na outra direcao, mas como queremos maximizar Z, isso
nao seria eficiente. Mover na direcao oposta reduziria o valor de Z, afastando-nos do
objetivo de encontrar o maior valor possivel dentro da regiao viavel. Portanto, sempre
avancamos na direcao em que aumentamos o valor de Z, garantindo que estamos nos

aproximando da solugao 6tima. De acordo com Taha (2008).

Primeiramente, precisamos identificar a dire¢do correta em
que a fungao cresce (fungao de maximizacgao). Para isso, tra-
caremos diferentes retas com base na equacao da funcio ob-

jetivo, atribuindo diferentes valores a z, por tentativa e erro.
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Identificada a direcao em que a funcao objetivo aumenta,
é possivel identificar a solugao 6tima do modelo, dentro do

espaco de solucgoes factiveis.

A Figura 5.5 mostra a reta onde Z = 140.

60

40

Z=140

-10 0 10 0 30 40 50 60
-10

Figura 5.5: Z = 140

Continuando a mover a reta paralelamente a si propria, temos conforme a Figura
5.6, que a solugao 6tima é obtida aproximadamente na coordenada (40,40) que indica um
valor 6timo de aproximadamente R$ 560, 00, obtido ao produzir 40 litros de x; e também
40 litros de x,.

Figura 5.6: Z = 560
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5.1.3 Python

Nesta secao apresentamos uma resolucao do problema da industria 5.1, usando a

implementacao em Python desenvolvida pelos autores.

A Base Nacional Comum Curricular incentiva o uso de tecnologias digitais para que
os alunos possam nao apenas resolver problemas, mas também compreender os conceitos
matematicos de forma mais visual e pratica. Isso se alinha diretamente ao aprendizado
de PL, onde a construcao grafica e a resolucao de equacoes sao ferramentas essenciais.

Nesse contexto, a BNCC destaca que:

O aluno deve resolver e elaborar problemas do cotidiano,
fazendo uso de ferramentas matematicas e de outras areas do
conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Acessndo o Google Colab, colando a implementacgao e executando o codigo imple-
mentado, a Figura 5.7 representa a entrada inicial de dados do usuério juntamente com

a tabela inicial do Simplex.

————— Método Simplex para Maximizacdo -----

Importante: Quande wvocé for inserir uma variavel como x_1, use o formate 'lx_1" ou apenas "x_1".
Digite a funcdo objetivo 7 (ex: 2x 1 + 3x_2 + 4x 3):
8x_1+46x_2

Quantas restricdes existem?

4

As restricdes devem estar no formato: Ax_ 1 + Bx 2 + ... <= C
Restricdo 1: 2x_ 1+4x 2<=248

Restricdo 2: 4x 1+2x 2<=248

Restricdo 3: 14x 1+1x 2<=668

Restricdo 4: 2x_1+14x_2<=748

Tabela inicial:

R S +
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s4 | b
ommm e e e T SEEP +
| s1 |2 |4 |1 |@& |e |a | 248

| s2 |4 |2 |@e |1 |e |e | 240

| s3 |14 |1 | e |e |1 |e | e6ce|
| s4 |2 |14 |e |@& |e |1 | 748
|l z I8 |8 |e |[&@ |e |&e | & |
R S +

Figura 5.7: Restricoes e tabela inicial

Perceba que esta tabela representa a solucdo (0,0), que corresponde ao vértice A
da regiao viavel. A Figura 5.8 representa a primeira iteracao da implementacao, note que

apos essa iteracao o método caminhou para a solucao correspondente ao vértice B.
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Iteracdo 1:

A solucdo o6tima ainda ndo foi atingida, pois ainda hd coeficientes positivos na linha da funcdo Z.
Varidvel que entra na base: x1

Varidvel que sai da base: s3

A wvaridvel ®x1 entra na base pois possui o maior coeficiente positivo na linha Z

A wvaridvel s3 sal da base pois € o menor guociente entre os valores de b e os valores da coluna pivé

Operacdo: Dividir linha 3 pelo pivd 14.

Operacdo: Subtrair 2 vezes a linha 3 da linha 1.
Operacdo: Subtrair 4 vezes a linha 3 da linha 2.
Operacdo: Subtrair 2 vezes a linha 3 da linha 4.
Operacdo: Subtrair 8 vezes a linha 3 da linha 5.
Tabela apos piveoteamento:

+o--m - e T B s e SRR tomm o mmm o +
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s4 | b |
+------ e TR e e B e T -
| s1 | @ | 27/7 |1 | @ | -1/7 | e | 1028/7 |
| s2 | e |12/7 e |1 | -2/7 | e | 368/7 |
| xt |1 |14 e |8 | 1/124 | e | 338/7 |
| s4 | @ |97/7 e | @ | -1/7 | 1 | 4s520/7 |
| =z |e | 38/7 | e | @ | -4/7 | e | -2640/7 |
+o--m - e T B s e SRR tomm o mmm o +

Figura 5.8: iteracao 1

Como ainda ha coeficientes positivos na linha de Z, a implementacao fez uma nova

iteracao, conforme mostrado na Figura 5.9.

Iteracdo 2:

A solucdo otima ainda ndo foi atingida, pois ainda hid coeficientes positivos na linha da funcdo Z.
Varidvel que entra na base: x2

Varidvel que sai da base: s2

A varidvel x2 entra na base pois possui o maior coeficiente positiveo na linha Z

A varidvel s2 sai da base pois é o menor guociente entre os valores de b e os valores da coluna pivd

Operacdo: Dividir linha 2 pelo pivd 12/7.

Operacdo: Subtrair 27/7 vezes a linha 2 da linha 1.
Operacdo: Subtrair 1/14 vezes a linha 2 da linha 3.
Operacdo: Subtrair 97/7 vezes a linha 2 da linha 4.
Operacdo: Subtrair 38/7 wezes a linha 2 da linha 5.
Tabela apds pivoteamento:

e e e e R S e +
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s4] b |
e e e e R S e +
| s1 |8 | |1 | -9/4 |1/2 |e | 30 |
| x2 | e |1 |e | 7/12 | -1/6 | @ | 30 |
| =1 |1 |e |e | -1/24 | 1/12 | @ | 45 |
| s4 | e | e | e | -97/12 | 13/6 | 1 | 230 |
| z |le |@e | @ | -19/6 | 1/3 | @ | -548 |
o R T e e St T TR S +

Figura 5.9: iteracao 2

Apos essa iteracao, a solucdo corresponde ao vértice C' da regiao viavel. Como
ainda hé coeficientes positivos na linha de Z, foi realizada uma nova iteragao pela im-
plementacao, que entao encontrou a solucao correspondente ao vértice [, como mostra a
Figura 5.10.
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Iteracdo 3:

A splucdo otima ainda ndo foi atingida, pois ainda ha coeficientes positivos na linha da funcdo Z.
Varidvel que entra na base: x5

Varidvel que sai da base: sl

A varidvel x5 entra na base pois possul o maior coeficiente positivo na linha Z

A varidvel sl sai da base pois & o menor guociente entre os valores de b e os valores da coluna pivé

Operacdo: Dividir linha 1 pelo pivd 1/2.

Operacdo: Subtrair -1/6 vezes a linha 1 da linha 2.
Operacdo: Subtrair 1/12 vezes a linha 1 da linha 3.
Operacdo: Subtrair 13/6 vezes a linha 1 da linha 4.
Operacdo: Subtrair 1/3 vezes a linha 1 da linha 5.

Tabela apds pivoteamento:

B i e et e Rttt
| Base | x1 | x2 | s1 | s2 | s3 | s4] b

B i e et e Rttt
| x5 | e | e | 2 |-3/2]1 |e | s |
| x2 | e |1 | 1/3 |-1/6 | @ | e | 48 |
| x1 |1 | e | -1/6 |1/3 | o |@ | 48 |
| s4 | @ |@ | -13/3|5/3 | e |1 | 100 |
| z |e | e | -2/3|-5/3|@ |@ | -560 |
B i e et e Rttt
Iteragio 4:

Solucdo 6tima encontrada, pois n3o had coeficientes positivos na linha da funcado Z.
Solucdo o6tima encontrada:

Valores das varidveis: ['x 1=48"', 'x_2=48"]
Valor maximo de Z: 568

Figura 5.10: Iteracao 3 e solucao 6tima

Perceba que nao existem mais coeficientes positivos na linha da funcao Z, dessa
forma temos que a solucao 6tima corresponde ao vértice D. Sendo assim, o lucro maximo

é R$ 560,00, e é obtido ao se produzir 40 litros de cada um dos produtos.

5.2 Problema da dieta

Nesta secao, resolvemos um PPL com restricdes do tipo >. O PPL possui quatro
varidveis, o que inviabiliza a resolucao grafica. Para lidar com isso, utilizamos uma im-
plementacao em Python, que resolve esse tipo de PPL. A implementacao correspondente
pode ser encontrada no Apéndice B. Uma maneira de resolver este PPL é usando o Solver
do Microsoft Excel por exemplo. Em Rosa (2021) o autor resolve um PPL semelhante ao

presente neste capitulo usando essa ferramenta.

O PPL apresentado a seguir é uma adaptacao de um problema tradicionalmente
trabalhado no Ensino Médio, conforme descrito em Leonardo et al. (2016) em que o pro-
blema é modelado apenas com igualdades. A adaptacao envolve transformar o problema
de sistemas de equacoes em um PPL, modificando os valores das variaveis, a quantidade
de variaveis, as desigualdades nas restricoes e atribuindo um custo para cada alimento.

Essas alteracoes visam tornar o problema mais condizente com a realidade.
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Enunciado do problema

Suponha que, por motivos justificiveis, uma certa dieta alimentar esteja restrita
a leite desnatado, carne magra de boi, carne de peixe e uma salada de composicao bem
conhecida. Sabendo ainda que os requisitos nutricionais serao expressos em termos de
vitaminas A, C e D e controlados por suas quantidades minimas (em miligramas), uma
vez que sao indispensaveis & preservacao da satide da pessoa que estard se submetendo
a dieta. A Tabela 5.1 resume a quantidade de cada vitamina em disponibilidade nos

alimentos e sua necessidade diaria para a boa saude de uma pessoa.

Tabela 5.1: Tabela nutricional dos alimentos e requisitos minimos.

Requisito
Vitamina Leite (litro) Carne (kg) Peixe (kg) Salada (100g)  Nutricional
Minimo
A 3mg 5mg 7mg 2mg 29 mg
C 4mg 6 mg 8 mg 3mg 35mg
D dmg 7mg 6 mg 4mg 42 mg

Custo 4 reais 6 reais D reais 3 reais

Buscamos determinar as quantidades didrias de certos alimentos que devem ser
ingeridos em uma dieta de reducao calorica, de forma que os requisitos nutricionais sejam

atendidos ao menor custo possivel.
Modelagem Matematica do problema da dieta

Consideramos que x; indica a quantidade de leite, x5 a de carne, x3 a de peixe e

x4 a de salada.

e Modelagem Matematica da funcao objetivo.

Aqui basta multiplicarmos o valor de cada alimento pela variavel que representa a

quantidade deste alimento. Temos entao que a funcao objetivo Z sera

Z = 4xq1 + 629 + Dxs + 3x4.

e Modelagem Matematica das restri¢oes

i) A restrigdo associada a demanda de vitamina A ¢ dada por

3.’L’1 + 5:13'2 + 7:13'3 + 2:13'4 Z 29.
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ii) A restricao associada & demanda de vitamina C é dada por

41 + 629 + 813 + 314 > 35.

iii) A restri¢do associada & demanda de vitamina D é dada por

51’1 + 71’2 + 61’3 + 4I4 Z 42.

Como nao é possivel comprar uma quantidade negativa de alimentos temos que

X1,T2,T3, T4 Z 0.

Assim, o PPL se torna minimizar Z = 4z, + 625 + dx3 + 314, sujeito a

3%1 + 5%2 + 71’3 + 21}4 Z 29
41’1 + 6332 + 81’5 + 31’4 Z 35
51’1 + 71’2 + 61’3 + 41’4 Z 42

X1,T2,T3,T4 Z 0.

5.2.1 Python

Para resolver o PPL, utilizaremos o comando Lpminimize, que, por padrao, é uma
implementagao em C++ do Cbc (Coin-or Branch and Cut), um software open-source para
Programacao Inteira Mista, e que resolve PPLs com restri¢oes gerais. Nesta implementa-

¢ao o usuario deve inserir a funcao objetivo e as restricoes, como a seguir

#definindo a fung8o objetivo a ser otimizada
funcao = p.LpProblem("exemplo",p.LpMinimize)

funcao += 4xx1+6*xx2+5*xx3+3*x4

#definindo as variéveis do problema
funcao += 3*xx1+b5*x2+7*x3+2*%x4>=29
funcao += 4%x1+6*%x2+8*x3+3%*x4>=35

funcao += b5xx1+7*xx2+6%xx3+4*%x4>=42
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Perceba que nesta implementacao o usuario escreve diretamente na implementacao
a funcao objetivo e as restrigoes. Apds o usudrio inserir Z e suas restri¢coes, a implemen-
tacdao retorna a solugao 6tima. A Figura 5.11 mostra a solugdo 6tima juntamente com a

quantidade de porcoes de cada alimento que torna Z minima.

]
=
1

custo minimo = 32.5

Figura 5.11: Solucao 6tima

Desta maneira, temos que o custo minimo é de R$ 32,50, e devem ser ingeridos

2kg de peixe e 750g de salada.
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Consideracoes finais

O presente trabalho apresentou uma analise sobre como os PPLs podem ser utili-
zados no contexto educacional do Ensino Médio. Ressaltamos ainda que o trabalho com
PPLs se alinha as atividades propostas nas diretrizes educacionais, como as apresentadas

pela BNCC, que valorizam a Modelagem Matematica como estratégia pedagogica.

O Método Simplex foi objeto de estudo neste trabalho, pois este é tradicionalmente
utilizado na resolucao de PPLs. Esse método é reconhecido por sua eficiéncia na resolucao

de problemas lineares e é frequentemente abordado em estudos relacionados a otimizacao.

Esperamos que o desenvolvimento da implementacao utilizada na Secao 4.3 para
se resolver PPLs, possa ser tutil para possiveis aplicacoes em sala de aula no Ensino
Médio. O trabalho foi particularmente interessante para o autor, pois, oportunizou a ele,
conhecer uma linguagem de programacao, o que era um desejo pessoal. Além disso, a
implementacao desenvolvida pode inspirar os alunos a criarem suas proprias ferramentas
tecnoldgicas, indo além do uso de ferramentas ja existentes. O fato de todas as escolas
da rede piblica de ensino paranaense possuirem laboratorios de informatica facilita a
integracao de tecnologias digitais, reforcando a ideia de que o professor de Matematica

deve incentivar seus alunos a desenvolverem solucoes tecnologicas para resolver problemas.

Dessa forma, acreditamos que o trabalho com PPLs no Ensino Médio é uma abor-
dagem que pode integrar habilidades matematicas, ao promover a Modelagem Matema-
tica e o uso de tecnologias digitais, possibilitando ao aluno vivenciar o conhecimento de
forma significativa, conectando conceitos teéricos a situacoes praticas. Essa abordagem
enriquece o aprendizado matematico e amplia as possibilidades de aplicacao do contetido

aprendido.
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Apéndices

Apéndice A

Para acessar a implementacao diretamente no Google Colab, basta
acessar 0 link https://colab.research.google.com/drive/1e7zZNGI-50s0u8k3-
PoqeE1AdT3Dq6ZY07usp=sharing copiar e colar em um novo notebook.

import numpy as np
from fractions import Fraction
from prettytable import PrettyTable

import re

def simplex_maximizacao(c, A, Db):

num_restricoes, num_variaveis = A.shape

identidade = np.eye(num_restricoes)

A = np.hstack((A, identidade))

¢ = np.hstack((c, np.zeros(num_restricoes)))

tableau = np.hstack((A, b.reshape(-1, 1)))

tableau = np.vstack((tableau, np.hstack((c, [0]))))

tableau = np.array([[Fraction(elemento).limit_denominator () for

elemento in linhal] for linha in tableaul])

variaveis_base = [f"s{i + 1}" for i in range(num_restricoes)] +

[Ile]

print ("Tabela inicial:")
imprimir_tableau(tableau, num_variaveis, num_restricoes,

variaveis_base)

iteracao = 0
while True:
iteracao += 1

print (f"\nlteracdo {iteracaol}:")
entrada, coluna_pivo = verificar_coeficientes(tableau)
if not entrada:

print ("Solucgdo 6tima encontrada, pois n&o ha coeficientes

positivos na linha da funcgdo Z.")
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break

print ("A solugdo 6tima ainda n&o foi atingida, pois ainda héa

coeficientes positivos na linha da funcdo Z.")

linha_pivo, existe_variavel_sai = identificar_variavel_sai(
tableau, coluna_pivo)
if not existe_variavel_sai:

return "Problema ilimitado"

print (f"Varidvel que entra na base: x{coluna_pivo + 1}")
print (f"Variavel que sai da base: {variaveis_base[linha_pivo]}"

)

print (f"A variavel x{coluna_pivo + 1} entra na base pois possui
o maior coeficiente positivo na linha Z")

print (f"A variavel {variaveis_base[linha_pivo]} sai da base
pois & o menor quociente entre os valores de b e os valores

da coluna pivd ")

# Atualiza o nome da variavel na base

variaveis_base[linha_pivo] = f"x{coluna_pivo + 1}"

tableau = pivoteamento(tableau, linha_pivo, coluna_pivo)

print ("\nTabela apbés pivoteamento:")
imprimir_tableau(tableau, num_variaveis, num_restricoes,

variaveis_base)

return interpretar_resultado(tableau, num_variaveis)

def verificar_coeficientes(tableau):

linha_z = tableaul[-1, :-1]

if any(coef > 0 for coef in linha_z):

coluna_pivo = max(range(len(linha_z)), key=lambda x: linha_z[x
iy

return True, coluna_pivo

return False, None

def identificar_variavel_sai(tableau, coluna_pivo):
b = tableaul[:-1, -1]
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valores_coluna_pivo = tableaul[:-1, coluna_pivo]

razoes = [Fraction(b[i], valores_coluna_pivol[i]).
limit_denominator () if valores_coluna_pivo[i] > O else np.
inf

for i in range (len(b))]

if any(razao > 0 and razao != np.inf for razao in razoes):
linha_pivo = min((i for i in range(len(razoes)) if razoes[i] >
0 and razoes[i] != np.inf), key=lambda x: razoesl[x])

return linha_pivo, True

return None, False

def pivoteamento(tableau, linha_pivo, coluna_pivo):
pivo = tableau[linha_pivo, coluna_pivo]
if pivo == 0:

raise ValueError ("0 elemento pivdé n&o pode ser zero.")

print (f"\nOperacdo: Dividir linha {linha_pivo + 1} pelo pivd {
pivo}.")
tableau[linha_pivo] = [elemento / pivo for elemento in tableaul

linha_pivo]]

num_linhas, num_colunas = tableau.shape

for i in range(num_linhas):

if i '= linha_pivo:

mult = tableaul[i, coluna_pivo]

print (f"Operagdo: Subtrair {mult} vezes a linha {linha_pivo +
1} da linha {i + 1}.")

tableaul[i] = [elemento - mult * pivoteado for elemento,

pivoteado in zip(tableaul[i], tableaul[linha_pivol])]
return tableau
def interpretar_resultado(tableau, num_variaveis):
num_linhas, num_colunas = tableau.shape

solucao = [0] * num_variaveis

for j in range(num_variaveis):

coluna = tableaul:-1, j]

if np.count_nonzero(coluna) == 1 and np.sum(coluna) == 1:

linha_pivo = np.where(coluna == 1) [0][0]
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solucao[j] = tableaul[linha_pivo, -1]

valor_maximo_Z = -tableaul[-1, -1]

solucao = [f"x_{j + 1}={str(Fraction(valor).limit_denominator ()
)}" for j, valor in enumerate(solucao)]

valor_maximo_Z = str(Fraction(valor_maximo_Z).limit_denominator

)

return solucao, valor_maximo_Z

def imprimir_tableau(tableau, num_variaveis, num_restricoes,
variaveis_base):

tabela = PrettyTable ()

tabela.align = "c"

tabela.max_width = 10

cabecalhos = ["Base"] + [f"x{i + 1}" for i in range(
num_variaveis)] + [f"s{i + 1}" for i in range(num_restricoes
)] + [Ilbll]

tabela.field_names = cabecalhos

for i, linha in enumerate(tableau):

dados_linha = [variaveis_base[i]] + [str(Fraction(elemento).
limit_denominator ()) for elemento in linha]

tabela.add_row(dados_linha)

print (tabela)

def validar_funcao_objetivo(funcao):
if not re.match(r'~([+-]J7\d*\.?\d*x_\d+\s*)+$', funcao.strip())

raise ValueError("A fungdo objetivo deve estar no formato 'Ax_n

+ Bx_m + ...'.")

def validar_restricao(restricao):

# Esta regex agora verifica se a restrigdo segue o formato
correto

if not re.match(r'~([+-17(\d*\.?\d+)x_\d+\s*x([+-I\s
*[0-97*\.7[0-9]+)?\s*x)+<=\s*x[+-]172\d*\.?\d+$', restricao.
strip()):

raise ValueError("A restrigdo deve estar no formato 'Ax_1 +
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Bx_2 <= C'.")

def obter_entrada_usuario():

def parse_funcao(funcao):

termos = re.findall(r' ([+-172\d*\.?\d*)x_(\d+)', funcao)
¢ = np.zeros(len(termos))

for coef, var in termos:

clint(var) - 1] = float(coef) if coef else 1.0

return c¢

def parse_restricao(restricao):

partes
termos = re.findall(r'([+-17\d*\.?\d*)x_(\d+)', partes[0])
b
A

restricao.split('<=", 1)

float (partes[1].strip())

np.zeros(len(termos))
for coef, var in termos:
Alint(var) - 1] = float(coef) if coef else 1.0

return A, Db

while True:

try:

print ("Digite a fungdo objetivo Z (ex: 2x_1 + 3x_2 + 4x_3):")
funcao = input{().strip()

validar_funcao_objetivo (funcao)

¢ = parse_funcao (funcao)

print ("Quantas restri¢des existem?")

num_restricoes = int(input().strip())

# Mensagem explicativa sobre o formato da restrigéo

print ("As restrigSes devem estar no formato: Ax_1 + Bx_2 +
<= C")

A =11

b = []

for i in range(num_restricoes):

while True:

try:

restricao = input (f"Restricdo {i + 1}: ").strip()

validar_restricao(restricao)

linha, valor_b = parse_restricao(restricao)

A.append(linha)
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b.append(valor_b)
break
except ValueError as e:

print (e)

= np.array (4)
= np.array(b)

return ¢, A, b
except ValueError as e:

print (e)

def main():
print("----- Método Simplex para Maximizagdo ----- ")

print ("Importante: Quando vocé for inserir uma varidvel como

x_1, use o formato '1x_1' ou apenas 'x_1'.")
c, A, b = obter_entrada_usuario()
solucao, valor_maximo_Z = simplex_maximizacao(c, A, b)

print ("\nSolugdo 6tima encontrada:")

print("Valores das varidveis: ", solucao)
print ("Valor maximo de Z: ", valor_maximo_Z)
if __name__ == "__main__":

main ()

Aqui faremos uma explicagdo da implementacao realizada, seguindo os passos des-

critos na Secao 3.2.

Passo 1: Achar uma solugao basica viavel inicial

Na funcao simplex_maximizacao, este passo ¢ implementado quando adicionamos
as variaveis de folga (matriz identidade) e combinamos as matrizes A e b para criar a tabela

inicial

identidade = np.eye(num_restricoes)

A = np.hstack((A, identidade))

c = np.hstack((c, np.zeros(num_restricoes)))
tableau = np.hstack((A, b.reshape(-1, 1)))

84




tableau = np.vstack((tableau, np.hstack((c, [0]))))

Essa construcao define a primeira solucao viavel basica inicial com as variaveis de

folga.

Passo 2: Verificar se a solugao atual é 6tima

Este passo é realizado na funcao verificar_coeficientes, que avalia se ha coe-

ficientes positivos na linha da fungao objetivo (linha z)

linha_z = tableaul[-1, :-1]

if any(coef > 0 for coef in linha_z):

coluna_pivo = max(range(len(linha_z)), key=lambda x:
linha_z[x])

return True, coluna_pivo

return False, None

Caso nao exista coeficientes positivos, a solucao atual é considerada o6tima, e o

algoritmo para.

Passo 3: Determinar a variavel nao basica que deve entrar na base

A variavel que entra na base é escolhida como aquela com o maior coeficiente

positivo na linha z. Isso é feito na mesma funcao verificar_coeficientes:

coluna_pivo = max(range(len(linha_z)), key=lambda x:
linha_z[x])

O indice da coluna pivo corresponde a variavel que deve entrar na base.

Passo 4: Determinar a variavel basica que deve sair da base

A variavel que sai da base é determinada pela razdo minima b;/a;s, implementada

na funcao identificar_variavel_sai:

razoes = [Fraction(b[i], valores_coluna_pivol[i]).
limit_denominator () if valores_coluna_pivo[i] > 0 else
np.inf for i in range(len(b))]

linha_pivo = min((i for i in range(len(razoes)) if razoes[i

] > 0 and razoes[i] != np.inf), key=lambda x: razoesl[x])

return linha_pivo, True
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A menor razao positiva determina a linha pivo.

Passo 5: Realizar o pivoteamento

O pivoteamento é realizado na fun¢ao pivoteamento, onde a linha pivo é norma-

lizada e as demais sao ajustadas para zerar os valores na coluna pivo:

tableaul[linha_pivo] = [elemento / pivo for elemento in

tableau[linha_pivo]]

for i in range(num_linhas):

if i !'= linha_pivo:
mult = tableaul[i, coluna_pivo]
tableaul[i] = [elemento - mult * pivoteado for elemento,

pivoteado in zip(tableaul[i], tableau[linha_pivol])]

Apoés o pivoteamento, a solucao viavel basica é atualizada e a implementacao re-

torna ao Passo 2.

Apéndice B

#Importando a biblioteca PulLP

!pip install pulp
import pulp as p

#definindo as varidveis do problema

xl=p.LpVariable("x1l", lowBound=0, cat='Continuous')
x2=p.LpVariable("x2", lowBound=0, cat='Continuous')
x3=p.LpVariable("x3", lowBound=0, cat='Continuous')

x4=p.LpVariable("x4", lowBound=0, cat='Continuous')

#definindo a fungdo objetivo a ser otimizada
funcao = p.LpProblem("exemplo",p.LpMinimize)

funcao += 4*x1+6*xx2+b*xx3+3%x4

#definindo as varidveis do problema

funcao += 3*x1+5*xx2+7*x3+2%x4>=29
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funcao += 4*xx1+6*%xx2+8*%x3+3*x4>=35

funcao += b*x1+7*x2+6%x3+4%x4>=42

#maximizando o problema
solucao = funcao.solve()

print (p.LpStatus[solucao])

#imprimindo cada variavel
for j in funcao.variables():

print (j.name, "=", j.varValue)

print ("custo minimo =",p.value(funcao.objective))
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