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RESUMO 

 

SILVA, Amilton Luciano Garcia da. Variabilidade espacial da produtividade da soja 
e dos atributos do solo: diagnóstico de influência local utilizando o Modelo 
Geoestatístico de Wave Orientador: Miguel Angel Uribe Opazo; Coorientador: 
Gustavo Henrique Dalposso. Coorientadora: Luciana Pagliosa Carvalho Guedes. 
2024. 120f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Agrícola) – Universidade Estadual 
do Oeste do Paraná, Cascavel – Paraná, 2024. 

 
A soja é o principal produto de exportação do agronegócio brasileiro e uma das 
commodities de maior importância global. Este estudo aborda a importância da 
produtividade da soja e a necessidade de métodos avançados em Agricultura de 
Precisão (AP) para otimizar o retorno econômico e reduzir impactos ambientais. A 
geoestatística surge como um método estatístico essencial na AP, permitindo 
interpolações precisas para a construção de mapas de produtividade da soja e 
atributos químicos e físicos do solo, fundamentais para a tomada de decisões 
agrícolas. O Modelo Geoestatístico Wave destaca-se pela capacidade de caracterizar 
a dependência espacial nos dados, especialmente quando a semivariância indica o 
efeito hole effect. Neste trabalho, desenvolveu-se e aplicou-se novas técnicas de 
diagnóstico de influência local para dados espaciais, especificamente ao utilizar o 
Modelo Geoestatístico Wave. Essas técnicas permitiram a identificação de 
observações influentes, que podem distorcer a semivariância e comprometer a 
precisão da modelagem espacial. Por meio dessas técnicas, foi possível refinar as 
estimativas dos parâmetros espaciais e melhorar a qualidade dos mapas interpolados, 
fundamentais para a definição de zonas de manejo mais precisas, otimizando a 
aplicação de insumos agrícolas e maximizando ganhos econômicos (Artigo 1). Com 
base nos resultados, observou-se que o Modelo de Wave se destaca por sua 
capacidade de capturar padrões de dependência espacial mais complexos, como os 
relacionados a solos heterogêneos, que são frequentemente observados em áreas 
agrícolas. Além disso, a combinação entre o Método de Interpolação Thin Plate Spline 
(TPS) e a krigagem com drift externo mostraram-se como estratégias eficazes para 
melhorar as estimativas em locais não amostrados, aproveitando a informação de 
covariáveis consideradas fixas (Artigo 2). Ao utilizar essas técnicas, os produtores 
podem identificar áreas com maior potencial produtivo e aquelas que necessitam de 
intervenções específicas. Esse tipo de abordagem é fundamental para a otimização 
do uso de insumos, reduzindo desperdícios, minimizando impactos ambientais e 
maximizando o retorno econômico. 

 
Palavras-chave, Agricultura de Precisão, Geoestatística, Krigagem com drift Externo, 
Máxima Verossimilhança, Thin Plate Spline. 

 



 

 

ABSTRACT 

 

SILVA, Amilton Luciano Garcia da. Spatial variability of soybean productivity and 
soil attributes: local influence diagnosis using the Wave geostatistical model. Advisor: 
Miguel Angel Uribe Opazo; Co-advisor: Gustavo Henrique Dalposso. Co-advisor: 
Luciana Pagliosa Carvalho Guedes. 2024. 120p. Master's Thesis. (Master's in 
Agricultural Engineering) – Western Paraná State University, Cascavel – Paraná, 2024 
 
Soybeans constitute Brazil's primary agribusiness export and rank among the world’s 
most significant commodities. This study highlights soybean productivity and the 
growing need for advanced precision agriculture (PA) techniques to maximize 
economic returns while minimizing environmental impact. Geostatistics, as a core 
statistical approach in PA, enables accurate interpolations for mapping soybean 
productivity and soil chemical and physical attributes, which are critical for informed 
agricultural decision-making. The Wave geostatistical model is emphasized for its 
unique capacity to depict spatial dependence, particularly when semivariance 
suggests the presence of a hole effect. In this research, novel diagnostic techniques 
for local influence on spatial data were developed and tested specifically with the Wave 
model, allowing the identification of influential observations that may distort 
semivariance and compromise spatial model accuracy. These techniques refined 
spatial parameter estimates and enhanced the quality of interpolated maps, which are 
essential for delineating more precise management zones, optimizing input 
applications, and boosting economic returns (Article 1). Results demonstrated that the 
Wave model effectively captures complex spatial dependence patterns, notably those 
arising from heterogeneous soils commonly found in agricultural settings. Additionally, 
combining Thin Plate Spline (TPS) interpolation with kriging with external drift proved 
to be a robust approach to improving estimates in unsampled areas by leveraging data 
from fixed covariates (Article 2). Through these techniques, producers can identify 
zones with high productive potential and others needing targeted intervention. This 
approach is vital for optimizing input usage, reducing waste, lessening environmental 
impact, and enhancing economic profitability. 

 
Keywords: External Drift Kriging, Geostatistics, Maximum Likelihood, Precision 
Agriculture, Thin Plate Spline. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

O agronegócio é um dos principais setores da economia brasileira, sendo a soja 

o seu principal produto de exportação. Segundo o IBGE (2023), a produção nacional 

de soja deve atingir 147,5 milhões de toneladas em 2023, um aumento de 23,4% em 

relação a 2022. Diante da relevância dessa cultura, torna-se essencial a aplicação de 

métodos que aprimorem o entendimento da variabilidade espacial da produtividade 

da soja e da sua interação com o solo e o manejo. 

A Agricultura de Precisão (AP) é uma abordagem inovadora que visa otimizar 

o manejo das culturas agrícolas, levando em consideração a variabilidade espacial 

dos fatores que afetam a produção. Essa abordagem traz diversos benefícios 

potenciais, tais como: melhoria da qualidade das colheitas, redução do impacto 

ambiental, aumento da sustentabilidade, garantia da segurança alimentar, promoção 

do desenvolvimento econômico e elevação da rentabilidade e da produtividade (ZAIN 

et al., 2024). 

Para implementar a AP, é necessário utilizar métodos que permitam descrever 

e modelar a variabilidade espacial dos fenômenos naturais, bem como estimar valores 

em locais não amostrados. A geoestatística é um dos principais métodos científicos 

para esse fim, pois oferece adaptações de técnicas clássicas da estatística para 

aproveitar a estrutura espacial dos dados (URIBE-OPAZO et al., 2023). 

A estrutura de dependência espacial descreve como os elementos de uma 

população se distribuem em um determinado espaço, por exemplo, de forma aleatória 

ou agrupada. A partir disso, os métodos geoestatísticos vêm sendo aproveitados para 

execuções de projetos e em análises do comportamento de nutrientes em geral, até 

mesmo do clima, que é um fator influente e importante quando se fala de cultivo 

(ALMEIDA et al., 2011). 

Na modelagem da estrutura de dependência espacial entre as amostras, é 

comum a utilização da função semivariância de Matheron (MATHERON, 1963) 

ajustando-se, tradicionalmente, os modelos Esférico, Exponencial, Gaussiano e 

família Matérn com diferentes parâmetros de suavização k > 0. Estes modelos 

caracterizam-se por apresentar em seu semivariograma um crescimento contínuo ao 

longo das distâncias em estudo (CRESSIE, 2015). 

No entanto, em alguns casos, o semivariograma pode não apresentar um 

crescimento contínuo ao longo das distâncias em estudo, ou seja, não aumenta 
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continuamente com o aumento da distância, indicando que há valores altos cercados 

por valores baixos, gerando um movimento senoidal da função semivariância, sendo 

este efeito chamado de hole effect. Para esses casos, o Modelo de Wave é o mais 

indicado, pois consegue lidar de forma mais eficaz com a variação não monotônica do 

semivariograma (CARVALHO et al., 2009; DALPOSSO; URIBE-OPAZO; OLIVEIRA, 

2022). 

O estudo da dependência espacial requer a consideração deste tipo de 

estrutura, que é essencial para a sua caracterização. A negligência dessa estrutura 

pode levar a interpretações equivocadas que não refletem os padrões de dependência 

espacial existentes. Portanto, é fundamental reconhecer que essas estruturas são 

fontes de informações valiosas sobre a variabilidade espacial do fenômeno (PYRCZ; 

DEUTSCH, 2003; DALPOSSO; URIBE-OPAZO; OLIVEIRA, 2022). 

Além disso, a presença de observações influentes altera os resultados das 

análises de dependência espacial e, consequentemente, a construção dos mapas 

gerados pela krigagem (URIBE-OPAZO et al., 2023). 

Para avaliar se as observações podem causar distorções nos modelos de 

dependência espacial, Cook (1986) propôs causar pequenas perturbações no modelo 

ou nos dados. Esta técnica é conhecida na literatura como influência local que leva 

em consideração a diferenciação geométrica, e o afastamento da verossimilhança, 

que é empregado como procedimento para avaliar a influência das observações 

(URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA 2012; DE BASTIANI et al., 2015). 

A Agricultura de Precisão (AP) tem se beneficiado de inúmeros estudos sobre 

diagnóstico de influência local, como os de Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012), De 

Bastiani et al. (2015), Uribe-Opazo et al. (2021), Dalposso, Uribe-Opazo e De Bastiani 

(2021) e Uribe-Opazo et al. (2023) que contribuíram significativamente para o 

entendimento da influência local na modelagem de dados espaciais. Esses estudos 

forneceram subsídios importantes para a identificação de observações influentes, 

aprimorando a precisão dos modelos geoestatísticos tradicionais. 

Entretanto, apesar desses avanços, ainda não há trabalhos que explorem o 

diagnóstico de influência local no contexto do modelo geoestatístico Wave, que tem 

se mostrado promissor na captura de padrões mais complexos de dependência 

espacial, como o efeito hole effect. O Wave é um modelo capaz de descrever 

estruturas espaciais não capturadas adequadamente por modelos tradicionais, sendo 
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essencial para a análise de variabilidade espacial em dados com comportamentos 

oscilatórios. 

A ausência de estudos que apliquem o diagnóstico de influência local a esse 

modelo representa uma lacuna importante, visto que o desempenho do Modelo de 

Wave pode ser comprometido por observações influentes. Assim, este trabalho traz 

uma contribuição inédita, ao desenvolver e aplicar métodos de diagnóstico de 

influência local para o Modelo de Wave, permitindo a identificação e a remoção de 

dados que podem distorcer a dependência espacial. 

Nesse sentido, a Seção 2 apresenta o objetivo geral e os objetivos específicos 

deste trabalho. Na Seção 3, é realizada uma revisão bibliográfica abrangente, com o 

propósito de estabelecer a fundamentação teórica necessária para o desenvolvimento 

dos artigos que compõem esta dissertação. Na Seção 4, são apresentadas as 

referências utilizadas. Por último, na Seção 5 são expostos os artigos que constituem 

os resultados da pesquisa realizada.   
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2 OBJETIVOS 

 

2.1 OBJETIVO GERAL  

 

Desenvolver e aplicar técnicas de diagnóstico de influência local ao empregar, 

no ajuste da função semivariância, o Modelo Geoestatístico de Wave e compará-lo 

com modelos tradicionais, como os Modelos Exponencial, Gaussiano e Família, 

mantendo os parâmetros de suavização, k=0,7, k=1 e k=2, na descrição da 

variabilidade espacial da produtividade da soja e dos atributos do solo.  

 

2.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

a) Estudar a dependência espacial dos atributos do solo e da produtividade 

da soja do ano-safra 2022/2023; 

b) Desenvolver técnicas de diagnósticos de influência local na variável 

resposta utilizando o Modelo Geoestatístico Wave; 

c) Aplicar as técnicas de diagnóstico de influência local desenvolvidas para 

detectar observações influentes; 

d) Aplicar a técnica de interpolação Thin Plate Spline (TPS) para estimar o 

valor das covariáveis em locais não amostrados, consideradas como drift, para a 

Krigagem com drift externo da produtividade da soja; 

e) Construir mapas temáticos utilizando os métodos geoestatísticos do 

Modelo de Wave. 
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

3.1 SOJA 

 

A soja (Glycine max (L.) Merrill) teve sua origem e processo de domesticação 

no nordeste da China há mais de 5.000 anos. O cultivo da cultura foi iniciado pelo 

imperador chinês, Shen-nung, que a utilizou como fonte de alimento, oferecendo uma 

alternativa para a redução do abate de animais. Em outras partes do mundo, a 

adaptação da soja ocorreu inicialmente locais com similaridade ao ambiente de 

origem, tendo início na Europa em 1712. Nos Estados Unidos, o primeiro relato sobre 

seu plantio ocorreu em 1765, contudo, a adaptação e expansão da cultura ocorreu de 

forma lenta (GAZZONI, 2018). 

Com o passar do tempo, percebeu-se a importância de investir em pesquisas 

sobre a leguminosa, culminando no desenvolvimento tecnológico e no surgimento de 

cultivares de soja mais produtivos e resistentes a doenças e pragas, além de um 

sistema adequado para as diferentes condições de produção na América do Norte 

(DALL’AGNOL, 2016; GAZZONI, 2018). 

No contexto brasileiro, a primeira tentativa de cultivo, em 1882, fracassou, uma 

vez que o material genético utilizado não era adequado para as condições climáticas 

do estado da Bahia. Posteriormente, em 1891, foram realizados testes com cultivares 

de soja no Instituto Agronômico de Campinas, no estado de São Paulo, no entanto, 

sua produção comercial só se consolidou efetivamente na região do Rio Grande do 

Sul, na década de 1920 (DALL’AGNOL, 2016; GAZZONI, 2018). 

A soja é uma planta herbácea, da classe Dicotyledoneae, ordem Rosales, 

família Leguminosa e, subfamília das Papilionoideae, gênero Glycine L. Seu 

desenvolvimento pode ser dividido em cinco fases: estabelecimento, vegetativo, 

florescimento, enchimento dos grãos e colheita. Em cada fase, a planta apresenta 

diferentes demandas de fatores ambientais, como concentração de gás carbônico, 

radiação solar, disponibilidade de água e nutrientes (BOOTE; JONES. 

HOOGENBOOM, 1998).  

De acordo com os dados da Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuária 

(EMBRAPA, 2023), o Brasil é o segundo maior produtor de soja do mundo, com uma 

produção de 154,566 milhões de toneladas no ano-safra 2022/23, ocupando uma área 
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de 44,062 milhões de hectares, movimentando, dessa forma, bilhões de dólares por 

ano no mercado internacional. 

Atualmente, é a cultura mais importante economicamente, tanto para o Brasil 

quanto para o estado do Paraná, pois, segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e 

Estatística (2023), a produção de soja no estado pode chegar a 47,12 milhões de 

toneladas aproximadamente enquanto, a nível de Brasil, sua estimativa é de a 147,5 

milhões de toneladas.  

A cultura da soja também possui grande relevância social, uma vez que, 

segundo Dall’agnol (2016), seus grãos são utilizados tanto na alimentação humana 

quanto na de animais devido ao seu alto nível de proteína. Além do mais, seu óleo 

dispõe de diversas aplicações na indústria e na culinária, além de serem utilizados no 

processo de geração de energia. 

Diante do apresentado, torna-se fundamental a compreensão do 

comportamento da soja sob diferentes condições a fim de que ocorre aumento de sua 

eficiência e sustentabilidade da produção nacional. 

 

3.1.1 Produtividade da soja na Mesorregião Oeste do Paraná 

 

O estado do Paraná é o segundo maior produtor de soja no território brasileiro, 

sendo superado apenas pelo estado do Mato Grosso. Dentro do estado, a 

mesorregião oeste se destaca como um importante celeiro agrícola, apresentando-se 

como uma das principais áreas de semeadura antecipada em comparação com outras 

regiões, conforme apresentado pela Agência Estadual de Notícias (AEN, 2021) e pelo 

Departamento de Economia Rural Boletim Semanal (DERAL, 2022).  

De acordo com a previsão divulgada pela Secretaria de Estado da Agricultura 

e do Abastecimento (SEAB, 2023), estima-se que a produção de soja no estado do 

Paraná alcance um recorde histórico de 22,45 milhões de toneladas em uma área de 

5,76 milhões de hectares. Este volume representa um aumento significativo de 82% 

em relação ao ciclo anterior (2021/2022), tendo em vista que a produtividade média 

atual desta safra é de 3,845 t ha-1 (AEN, 2023). 

Ainda de acordo com a SEAB (2023), a cultura da soja ocupou 25% do território 

estadual sendo um produto de expressiva relevância no mercado internacional. Sua 

exportação é destinada a mais de 20 países, tendo atingido o valor de U$$ 6 bilhões, 

correspondendo a 17% do total exportado pelo Brasil (AEN, 2023). 
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Do ponto de vista social, a produção de soja na mesorregião oeste contribui 

para o desenvolvimento local, gerando renda e oportunidades de trabalho direto e 

indireto para os habitantes da região. Além disso, a cultura da soja tem um papel 

importante na sustentabilidade da agricultura familiar, representando uma 

participação de 37,4% da produção de soja da região (NUNES; MORAES; ROSSINI, 

2020).  

 

3.2 ATRIBUTOS FÍSICOS DO SOLO 

 

3.2. 1 Resistência do Solo à Penetração (RSP) 

 

O cultivo agrícola tem se beneficiado de tecnologias modernas e mecanismos 

avançados, com o objetivo de obter melhores e maiores colheitas, garantindo maior 

eficiência e sustentabilidade. No entanto, o uso intensivo de máquinas agrícolas e 

equipamentos pesados, associados a práticas inadequadas de manejo do solo, 

podem provocar a compactação do solo, que resulta em perda de produtividade, pois 

dificulta a penetração das raízes e compromete a disponibilidade de água e nutrientes 

essenciais para o desenvolvimento das plantas (LIMA et al., 2010). 

A compactação do solo é resultado da pressão aplicada ao solo, que provoca 

o aumento da densidade aparente ou a diminuição da porosidade do solo, sendo 

medida pela Resistência do Solo à Penetração (RSP), que é a força necessária para 

penetrar o solo (KUMI et al., 2023). Essa resistência é influenciada pelo tamanho e 

peso das máquinas agrícolas, bem como pela umidade do solo, que torna o solo mais 

propenso à compactação, além de reduzir a capacidade de infiltração da água e o 

movimento de gases essenciais para a respiração das raízes (KELLER et al., 2019; 

VANDERHASSELT et al., 2023). 

De acordo com De Bastiani, Uribe-Opazo e Dalposso (2012), a RSP é um 

indicador relevante da compactação do solo, pois afeta diretamente o crescimento das 

plantas. Colares et al. (2008) observaram que a presença de zonas compactadas no 

solo pode limitar o desenvolvimento da área foliar e do sistema radicular em um 

determinado ponto, fazendo com que as raízes busquem outras direções de 

crescimento. 

Assim, Canarache (1990) determinou os limites da RSP e os graus de limitação 

ao crescimento das raízes, conforme a Tabela 1. 
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Tabela1: Limites de classes da RSP em MPa e graus de limitação ao crescimento das raízes. 

Classificação 
da RSP 

Limites 
(MPa) 

Limites ao crescimento 
das raízes 

Muito baixa < 1,1 Sem limitação 
Baixa 1,1 – 2,5 Pouca limitação 
Média 2,6 – 5,0 Algumas limitações 
Alta 5,1 – 10,0 Sérias limitações 

Muito alta 10,1 – 15,0 Raízes praticamente não 
crescem 

Extremamente 
alta 

> 15,0 Raízes não crescem 

Fonte: Canarache (1990). 

 

3.3 ATRIBUTOS QUÍMICOS DO SOLO 

 

A variabilidade espacial dos atributos químicos do solo é um aspecto importante 

para a AP, pois permite o delineamento de zonas de aplicação que visam a 

conservação do solo e a aplicação futura de insumos em taxa variada. Nesse sentido, 

Dalchiavon et al. (2012) afirmam que o conhecimento da distribuição espacial dos 

atributos químicos do solo é fundamental para o planejamento e a tomada de decisão 

na AP. 

Abreu, Lopes e Santos (2007) destacam que, no Sistema de Plantio Direto 

(SPD), os macronutrientes primários, como o fósforo (P) e o potássio (K), são 

requeridos em maior quantidade pelas plantas, enquanto os macronutrientes 

secundários, como o cálcio (Ca) e o magnésio (Mg), são essenciais para o 

crescimento vegetal. Os micronutrientes, cobre (Cu) e zinco (Zn), se caracterizam por 

apresentarem teores inferiores no solo.  

Portanto, o monitoramento da fertilidade do solo é uma prática indispensável 

para o manejo adequado da cultura e do solo no SPD, pois permite identificar 

deficiências nutricionais, planejar a reposição de nutrientes de forma precisa e 

minimizar os impactos ambientais associados ao uso excessivo de fertilizantes. 

Neste estudo, foram avaliados os atributos químicos do solo teor cálcio (Ca), 

teor cobre (Cu), teor potássio (K), teor fósforo (P) e acidez do solo por meio do 

Potencial Hidrogeniônico (pH). Esses dados foram selecionados devido à sua 

importância para o desenvolvimento da cultura da soja.  

Os teores desses atributos foram classificados segundo os critérios de Santos 

e Silva (2001), conforme a Tabela 2. 
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Tabela 2: Classificação dos teores de nutrientes para o solo classificado como Latossolo 
Vermelho Distoférrico típico de textura argilosa. 

Atributos 
Muito 
Baixo 

Baixo Médio Alto Muito Alto 

Ca (cmolc/𝑑𝑚3) - < 2,00 2,00 – 4,00 > 4,00 - 

Cu (𝑚𝑔/𝑑𝑚3) - < 0,80 0,80 - 1,70 > 1,70 - 

K (cmolc/𝑑𝑚3) - ≤ 0,10 0,11 – 0,20 0,21 – 0,30 > 0,30 

P (𝑚𝑔/𝑑𝑚3) - ≤ 3,00 3,01 – 6,00 6,01 – 9,00 > 9,00 

pH ≤ 4,30 4,31 – 5,00 5,01 – 5,50 5,51 – 6,00 > 6,00 

Ca: Cálcio; Cu: Cobre; K: Potássio; Fósforo (P); pH: Potencial Hidrogeniônico. 
Fonte: Santos & Silva (2001). 

 

3.3.1Teor de Cálcio (Ca) 

 

O teor de cálcio é um elemento essencial para a manutenção da integridade 

estrutural e funcional das plantas, pois participa de diversos processos fisiológicos e 

bioquímicos. A deficiência de Ca nas plantas provoca a redução dos tecidos 

meristemáticos e prejuízos no crescimento, além de causar deformações nas folhas 

novas (MALAVOLTA; VITTI; OLIVEIRA, 1997) 

Na cultura da soja, a deficiência de Ca atrofia as raízes e retarda a emergência 

das primeiras folhas, que quando surgem apresentam enrugamento e colapso do 

pecíolo (SEDIYAMA, 2009; LANGE et al., 2021). A deficiência de Ca e a toxicidade 

por alumínio têm sido apontadas como as principais barreiras químicas ao 

crescimento de raízes em subsolos ácidos (GRZEGOZEWSKI, 2012). 

A calagem é a principal forma de fornecimento de Ca às lavouras, pois além de 

aumentar a disponibilidade desse nutriente no solo, também neutraliza o H+, diminui 

a toxicidade de alumínio e manganês e proporciona condições favoráveis ao 

crescimento das raízes (SOUSA & LOBATO, 2004; FIRMANO et al., 2017). 

 

3.3.2 Teor de Cobre (Cu) 

 

O teor de cobre (Cu) é um micronutriente essencial para o crescimento e 

desenvolvimento das plantas, pois participa de diversos processos metabólicos, como 

a fotossíntese, a respiração, a síntese de lignina e a defesa contra estresses bióticos 

e abióticos (CANCIAN, 2018). 
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A deficiência de Cu pode causar redução na produtividade, no vigor vegetativo, 

na tolerância a pragas e doenças e na qualidade do produto colhido (FANCELLI, 

2003). Pode ainda, ocorrer em solos com baixo teor de matéria orgânica, alto pH, alta 

disponibilidade de fósforo (P) ou ferro (Fe) e alta umidade. A correção da deficiência 

de Cu pode ser feita por meio da aplicação de fertilizantes contendo Cu, como sulfato 

de cobre, quelatos de cobre ou óxido de cobre, na forma de adubação foliar ou no solo 

(NOBILE & ANUNCIAÇÃO, 2021).  

 

3.3.3 Teor de Fósforo (P) 

 

O teor de fósforo (P), um dos três nutrientes primários, é indispensável para o 

crescimento das plantas e não pode ser substituído por nenhum outro elemento 

(LOPES, 1998).  

A principal função do P é no armazenamento e utilização de energia, 

impulsionando o crescimento das raízes, a maturação dos frutos, e proporcionando 

uma melhor formação de grãos e frutos, além de conferir maior vigor às plantas 

(VILLAR, 2007). O P também é crucial na fotossíntese, respiração, divisão e 

crescimento celular (LOPES, 1998; MENDES, 2007). 

A deficiência de fósforo se manifesta através de um desenvolvimento 

subnormal da planta (LOPES, 2007). As folhas mais velhas são afetadas antes das 

novas, apresentando uma coloração verde azulada. Além disso, há um atraso no 

crescimento e maturação, e os frutos podem se deformar ou apresentar grãos vazios 

(LOPES, 2007; VILLAR, 2007). 

Estima-se que as plantas utilizem apenas 20 a 40% do P disponível, com 80 a 

95% sendo fixado no solo (OLIVEIRA, 2007). Ainda, P é absorvido na forma aniônica, 

formando uma ligação covalente forte com o oxigênio, que se mantém mesmo após 

sua incorporação nos tecidos vegetais (MENDES, 2007). Para solos argilosos, 

especialmente na produção de soja, o teor médio de P varia entre 3,1 e 6,0 g/dm³ 

(OLIVEIRA, 2007). 

 

3.3.4 Potencial Hidrogeniônico (pH) 

 

De acordo com Malavolta, Vitti e Oliveira (1997), o pH (indicador de acidez do 

solo) é possivelmente o fator mais relevante no que diz respeito à utilização de 
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fertilizantes. Isso ocorre porque valores mais altos de pH auxiliam na disponibilidade 

e aproveitamento dos nutrientes essenciais para as plantas. Fagundes et al. (2018) 

ressalta que a faixa ideal de pH para a maioria das culturas agrícolas está entre 6 e 

7. 

A acidificação do solo, ainda que um fenômeno natural, é intensificada nos 

ambientes agrícolas modernos, especialmente pela aplicação de fertilizantes 

nitrogenados. Para combater esse desafio, a calagem se destaca como uma prática 

amplamente adotada. Ao aumentar o pH e os cátions básicos, ela não apenas corrige 

a acidez, mas também reduz a toxicidade causada pelo alumínio trocável, melhorando 

as condições para o crescimento das plantas (ZIGLIO; MIYAZAWA; PAVAN, 1999). 

Segundo a Emater (1979), os solos são classificados em diferentes graus de 

acidez e alcalinidade: extremamente ácidos com pH igual ou inferior a 4,3; fortemente 

ácidos entre 4,4 e 5,3; moderadamente ácidos de 5,4 a 6,3; praticamente neutros entre 

6,4 e 7,4; e, quando o pH supera 8,4, considerados alcalinos.  

Nos casos de alta acidez, solos podem apresentar níveis perigosos de alumínio 

e manganês, afetando negativamente as plantas. A acidez excessiva, além de 

aumentar o alumínio tóxico, acarreta deficiência de cálcio e magnésio, elementos 

essenciais para o desenvolvimento saudável das raízes, limitando a capacidade das 

plantas de absorver água e nutrientes (MELLONI; PEREIRA; ALVARENGA, 2008; 

SILVA et al., 2020). 

O pH está diretamente relacionado a fatores relevantes para as plantas. Os 

efeitos do pH nas plantas incluem: abundância ou escassez de nutrientes, 

colaboração com elementos que podem ser tóxicos, atividade de microrganismos, 

colaboração com espécies invasoras e condições físicas do solo (NOVAES et al., 

2007). Portanto é crucial monitorar e gerenciar adequadamente o pH do solo para 

garantir o crescimento sustentável das plantas. 

 

3.3.5 Teor de Potássio (K) 

 

O Teor de potássio é um nutriente essencial para o crescimento e 

desenvolvimento das plantas, pois participa de diversos processos metabólicos e 

fisiológicos, tais como a síntese de carboidratos, a ativação de enzimas, a abertura e 

fechamento dos estômatos, a transpiração e a eficiência do uso de água.  Além disso, 

o K confere às plantas maior resistência a estresses abióticos, como geadas, secas, 
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salinidade do solo e doenças (NASCIMENTO et al., 2017; GAUTAM et al., 2022; 

BASAK et al., 2023). 

A disponibilidade adequada de K no solo é fundamental para aumentar a 

produtividade das culturas agrícolas (NASCIMENTO et al., 2017). 

A deficiência de K afeta negativamente o funcionamento dos estômatos, que 

se tornam mais lentos e permitem maior perda de água pelas folhas, agravando os 

efeitos do déficit hídrico. O teor de K também influência o transporte de água das 

raízes para as partes aéreas, pois cria um gradiente de pressão osmótica que favorece 

a absorção de água pelas raízes (SERAFIM et al., 2012). 

As plantas deficientes em K apresentam menor capacidade de absorver água 

e sofrem maior estresse quando o conteúdo de água no solo fica abaixo do nível crítico 

para a cultura (SERAFIM et al., 2012). 

 

3.4 AGRICULTURA DE PRECISÃO – AP 

 

O propósito central da Agricultura de Precisão (AP) é otimizar o manejo da 

variabilidade espacial, buscando maximizar o retorno econômico ao mesmo tempo em 

que minimiza os impactos ambientais (INAMASU et al., 2011). Para alcançar esse 

objetivo, a AP se apoia na aplicação localizada de tecnologias, adaptadas às 

peculiaridades de cada área específica (GREGO; OLIVEIRA; VIEIRA, 2014). 

Um dos pilares dessa abordagem é a criação de mapas detalhados dos 

sistemas de produção agrícola, que permitem identificar zonas homogêneas, 

facilitando o uso eficiente de insumos e práticas de manejo. Isso, por sua vez, auxilia 

o produtor na tomada de decisões mais assertivas e contribui para a redução de 

custos e aumento da sustentabilidade. Contudo, gerar esses mapas com precisão 

depende do uso de ferramentas como a geoestatística, que desempenha um papel 

fundamental ao fornecer informações detalhadas sobre a variabilidade espacial e 

ajudar na predisão de atributos do solo e da cultura em áreas não amostradas. 

Dessa forma, a geoestatística se torna um aliado crucial na formulação de 

decisões estratégicas e na gestão eficiente dos sistemas agrícolas, reduzindo 

impactos ambientais e promovendo a sustentabilidade dentro da AP (GREGO; 

OLIVEIRA; VIEIRA, 2014). 
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3..5 GEOESTATÍSTICA 

 

A geoestatística surgiu na África do Sul, em 1951, impulsionada pela 

necessidade de métodos para estimar reservas minerais (CRESSIE, 2015). A 

iniciativa pioneira de Daniel G. Krige e H. S. Sichel estabeleceu o alicerce para o que 

viria a ser uma disciplina científica rigorosa. Na década de 1960, Matheron (1963) 

ampliou significativamente o escopo da geoestatística e formulou a Teoria das 

Variáveis Regionalizadas, que se tornou um marco na análise da dependência 

espacial e na interpolação de fenômenos naturais. 

No Brasil, o desenvolvimento da geoestatística ganha impulso com o decreto-

lei nº 764, de 15 de agosto de 1969 (BRASIL, 1969), que estabelece a Companhia de 

Pesquisa de Recursos Minerais (CPRM). Este marco legal, aliado ao decreto nº 

66.522 de 30 de abril de 1970 (BRASIL, 1970), que define normas de assistência 

financeira à pesquisa mineral e ao setor de mineração, fortalece a pesquisa mineral 

no país e cria as bases para os avanços em geoestatística. Inicialmente voltada para 

atender às demandas do setor de mineração, a geoestatística foi fundamental na 

exploração e avaliação de recursos minerais, proporcionando metodologias 

inovadoras para analisar a variabilidade espacial dos recursos e otimizar processos 

de prospecção. 

A partir dos anos 1980, com o avanço da computação, essas técnicas se 

expandiram para além da mineração e encontraram aplicações em outros campos, 

como questões ambientais (MEDEIROS; LUCIO; SILVA, 2017), análise espacial de 

crimes (BARRETO, 2016), mudanças climáticas (MOTA, 2021), e muitos outros 

setores que lidam com dados georreferenciados. 

Dessa forma, a geoestatística evoluiu para se tornar uma ferramenta essencial 

para várias ciências aplicadas, permitindo a análise espacial detalhada e a criação de 

modelos preditivos que suportam tomadas de decisão mais precisas e informadas. 

A metodologia geoestatística se destaca por sua capacidade de analisar a 

variabilidade espacial de variáveis de interesse por meio de modelos matemáticos e 

estatísticos sofisticados. Vieira (2000) ressalta a adequação da geoestatística para tal 

análise, dada sua consideração da dependência espacial entre os dados. Uma das 

suas aplicações mais notáveis é a criação de mapas detalhados que representam a 

distribuição espacial da variável em estudo (MCBRATNEY et al., 2005). 
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Para empregar a geoestatística de forma eficaz, é essencial verificar a 

existência de dependência espacial entre os elementos amostrais. Isso implica que os 

valores da variável são afetados pela sua localização no espaço, resultando em uma 

variância não constante que é influenciada pelas distâncias entre os pontos amostrais. 

Instrumentos como o semivariograma, covariograma ou correlograma são utilizados 

para quantificar essa dependência espacial (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 

2012). 

Utilizando a função de dependência espacial definida, é possível estimar 

valores da variável em qualquer ponto do espaço por meio da krigagem. Esse método 

de interpolação é considerado ótimo por minimizar a variância do erro de estimativa e 

por não introduzir tendências nos valores estimados. A krigagem pondera os valores 

dos pontos amostrais próximos ao ponto de estimativa baseando-se no grau de 

dependência espacial entre eles (BURGESS & WEBSTER, 1980). 

 

3.5.1 Modelo Espacial Linear Gaussiano 

 

De acordo com Mardia e Marshall (1984), para modelar um conjunto de dados 

com dependência espacial, considera-se uma variável georreferenciada {𝑍(𝒔𝒊),  𝒔𝒊  ∈

𝑺}, com 𝒔𝒊 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
⊤ sendo o vetor que representa uma determinada localização na 

área de estudo, em que 𝑺 ⊂ 𝓡𝟐, sendo que 𝓡𝟐 é o espaço euclidiano bidimensional. 

Esse processo é composto por um conjunto de observações da variável aleatória sob 

estudo 𝑍 = (𝑍(𝒔𝟏), 𝑍(𝒔𝟐), … , 𝑍(𝒔𝒏))
⊤
 em que 𝒔𝒊, 𝑖 = 1,… , 𝑛 representa as localizações 

espaciais conhecidas e geradas pelo Modelo Espacial Linear Gaussiano dado 

conforme consta na Equação 1 (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012). 

 

𝑍(𝒔𝒊) =  µ(𝒔𝒊) +  𝜀(𝒔𝒊),                                                                                                                 (𝐸𝑞. 1) 

 

Para 𝑖 = 1,… , 𝑛, em que, µ(𝒔𝒊) é o termo determinístico e 𝜀(𝒔𝒊) é o termo 

estocástico e dependem de localização em que 𝑍(𝒔𝑖) é observada. Assume-se que os 

erros aleatórios 𝜀(𝒔𝒊) possuem média zero, isto é, (𝐸[𝜀(𝒔𝒊)] = 0), e a variação entre 

as observações é dada por uma função de covariância 𝐶𝑜𝑣[𝜀(𝒔𝒊), 𝜀(𝒔𝒖)] =

(‖𝒔𝒊 − 𝒔𝒖‖),  sendo ‖𝒔𝒊 − 𝒔𝒖‖ a distância euclidiana entre si e su. 
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Assume-se que quando o processo for estacionário de segunda ordem, então 

espacial 𝜇(𝒔𝒊) = 𝜇𝟏, onde 𝜇 é constante e 1 é o vetor unitário de dimensão 𝑛 × 1, com 

𝑣𝑎𝑟(𝑍(𝒔𝒊)) = 𝜎
2 e 𝑐𝑜𝑣(𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝒖)) = 𝐶𝑜𝑣[𝜀(𝒔𝒊), 𝜀(𝒔𝒖)] = 𝐶(‖𝒔𝒊 − 𝒔𝒖‖). Caso 

contrário, pode haver uma tendência em função tanto da coordenada X quanto da Y, 

ou até mesmo função de covariáveis (CRESSIE, 2015). 

Considere-se o Modelo Espacial Linear Gaussiano expresso em notação 

matricial, conforme a Equação 2: 

 

𝒁 =  𝑿𝜷 +  𝜺 ,                                                                                                                                 (𝐸𝑞. 2) 

 

Em que: o vetor de erros aleatórios 𝜺,  𝑛 × 1, tem 𝐸(𝜺) = 𝟎 e matriz de 

covariância  𝚺 = [(σui)], 𝑛 ×  𝑛, que são as autocovariâncias entre a variável Z em 

diferentes localizações, com elementos σiu = 𝐶(𝑠𝑖, 𝑠𝑢). Assume-se que 𝚺 é uma matriz 

não singular e simétrica e definida positiva, e que 𝑿𝒏×(𝒑+𝟏) é uma matriz cuja i-ésima 

linha é é dada por 𝒙𝑖
𝑇 = (1, 𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑝), sendo, 𝑥𝑖𝑢 = 𝑥𝑢(𝒔𝑖), em que 𝑖 = 1,… , 𝑛 e 𝑢 =

1, … , 𝑝 representando o valor da 𝑢-ésima covariável na n-ésima posição; 𝜷 =

(𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑝)
𝑇
 é um vetor (𝑝 + 1) × 1 dos parâmetros desconhecidos a serem 

estimados; e o vetor aleatório  𝒁 segue uma distribuição gaussiana n-variada com 

vetor de médias 𝜇(𝒔) = 𝑿𝜷 e matriz de covariância 𝜮, ou seja, 𝒁 ~ 𝑁𝑛(𝑿𝜷, 𝚺) 

(CRESSIE, 2015; DE BASTIANI et al., 2015, MALTAURO, 2022). 

A modelagem espacial depende da estrutura da matriz de covariância 𝚺, 

considerando-se de maneira particular a forma paramétrica dada por Mardia e 

Marshall (1984), conforme a Equação 3: 

 

𝚺 =  𝜑1𝑰𝑛 + 𝜑2𝑹(𝜑3),                                                                                                                (𝐸𝑞. 3) 

 

Em que, 𝜑1 ≥ 0 é o efeito pepita que é uma medida da descontinuidade do 

semivariograma para distâncias inferiores à menor distância entre dois pontos 

amostrados (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989; CRESSIE, 2015), ou seja, é o valor da 

função semivariância quando a distância tende a zero; 𝑰𝑛 é a matriz identidade 𝑛 × 𝑛; 

𝜑2 ≥ 0 é a contribuição e o segmento gráfico neste intervalo representa a dependência 

espacial da variável de interesse, e é obtida pela diferença entre o patamar e o efeito 

pepita (SEIDEL & OLIVEIRA, 2016);  𝜑3 ≥ 0 é a função de alcance (𝑎) do modelo, isto 
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é, 𝑎 = 𝑔(𝜑3) em que este alcance indica a distância máxima em que os pontos 

amostrais apresentam correlação espacial significativa (SEIDEL & OLIVEIRA, 2016); 

𝑹 é a matriz cujos elementos estão em função de 𝜑3, isto é, 𝑹 =  𝑹(𝜑3) = [(𝑟𝑖𝑢)], 

matriz 𝑛 × 𝑛, simétrica, em que 𝑟𝑖𝑢 depende apenas da Distância Euclidiana entre 𝒔𝑖 e 

𝒔𝑢 (ℎ𝑖𝑢 = ‖𝒔𝒊 − 𝒔𝒖‖), com elementos da diagonal 𝑟𝑖𝑢 = 1, para 𝑖 = 𝑢, 𝑟𝑖𝑢 =

 𝜑2
−1𝐶(𝒔𝒊, 𝒔𝒖) para 𝜑2 ≠ 0; e 𝑟𝑖𝑢 = 0 para 𝜑2 = 0, 𝑖 ≠ 𝑢 (𝑖, 𝑢 = 1,… , 𝑛) (URIBE-OPAZO, 

BORSSOI, GALEA, 2012; DE BASTIANI et al., 2015, MALTAURO et al., 2023). 

 

3.5.2 Semivariograma 

 

O semivariograma é um gráfico que representa a função semivariância 𝛾(ℎ) em 

função da distância ℎ. Sendo utilizado para a análise da estrutura de dependência 

espacial entre os elementos amostrais dentro de um espaço paramétrico. A estrutura 

de dependência espacial obtida a partir do ajuste de um modelo teórico é empregada 

nas estimativas de valores para locais não amostrados por meio da aplicação da 

técnica de krigagem. 

A estimação da estrutura de dependência espacial é realizada por meio do 

ajuste de um modelo teórico à função semivariância amostral (ou à função covariância 

ou função de autocorrelação espacial). As estimativas dos parâmetros do modelo 

ajustado são obtidas utilizando métodos estatísticos a partir dos dados amostrais. 

A função variância 2𝛾(𝑠, 𝑠 + ℎ) é definida, como demonstrado na Equação 4: 

 

2𝛾(𝑠, 𝑠 + ℎ) = 2𝛾(ℎ) = ⋿ [(𝑍(𝒔)  −  𝑍(𝒔 + ℎ))
2
],                                                             (𝐸𝑞. 4) 

 

Assim, define-se a função semivariância 𝛾(ℎ), dividindo os dois lados da 

equação por 2, resultando na Equação 5: 

 

𝛾(ℎ) =
1

2
⋿ [(𝑍(𝒔) − 𝑍(𝒔 + ℎ))

2
],                                                                                          (𝐸𝑞. 5) 

 

A Equação 6 apresenta a relação entre a função semivariância 𝛾(ℎ) e a função 

covariância 𝐶(ℎ): 
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𝛾(ℎ) = 𝐶(0) − 𝐶(ℎ),                                                                                                                    (𝐸𝑞. 6) 

 

A partir da relação entre a função semivariância 𝛾(ℎ) e a função covariância 

𝐶(ℎ), Equação 6, têm-se que para 𝐶(0) ≠ 0 a relação  
𝐶(ℎ)

𝐶(0)
= 1 −

𝛾(ℎ)

𝐶(0)
, assim, a função 

de autocorrelação espacial 𝜌(ℎ), a Equação 7 é: 

 

𝜌(ℎ) =  1 −
𝛾(ℎ)

𝐶(0)
 ,                                                                                                                        (𝐸𝑞. 7) 

 

Portanto, se a hipótese de estacionariedade de segunda ordem puder ser 

satisfeita, a covariância 𝐶(ℎ) e a função semivariância 𝛾(ℎ) pode caracterizar a 

dependência espacial (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 

Um estimador da função semivariância 𝛾(ℎ), como ilustrado na Equação 5, é 

muito conhecido é o estimador de Matheron (1963), Equação 8: 

 

𝛾(ℎ) =
1

2𝑁(ℎ)
∑ [(𝑍(𝒔𝑖) − 𝑍(𝒔𝑖 + ℎ))

2
]

𝑁(ℎ)

𝑖=1

,                                                                           (𝐸𝑞. 8) 

 

Em que, 𝑁(ℎ) é o número de pares de valores 𝑍(𝒔𝑖), 𝑍(𝒔𝑖 + ℎ) separados pela 

distância ℎ. 

A literatura também apresenta outros estimadores da função semivariância 

como o Estimador de Cressie e Hawkins (CRESSIE & HAWKINS, 1980), o Estimador 

de Semivariância Relativa (SRIVASTAVA & PARKER, 1989), os Estimadores New1 e 

New2 (LI & LAKE, 1994) e o estimador de Genton (GENTON, 1998). 

A Figura 1 ilustra os parâmetros do semivariograma, usados para medir a 

variabilidade espacial de uma determinada variável e definir sua estrutura de 

dependência espacial. Um dos parâmetros-chave é o efeito pepita, que reflete a 

variação em pequenas escalas (menores que a distância mínima entre dois pontos 

amostrados), ou seja, discrepâncias que a malha de amostragem não consegue 

captar. 

No gráfico do semivariograma, o efeito pepita é representado pelo valor que o 

semivariograma assume quando ℎ = 0. Já o alcance corresponde à distância a partir 

da qual a dependência espacial se estabiliza e a variância se mantém constante. No 



18 
 

 

gráfico, esse é o ponto em que o modelo ajustado se aproxima de um valor assintótico, 

indicando a distância máxima até onde as amostras ainda exibem correlação. A partir 

desse ponto, considera-se que a variabilidade entre as amostras não é mais afetada 

pela dependência espacial, o que significa que as amostras se tornam independentes 

(ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 

Conforme a distância ℎ entre os pontos de amostragem aumenta, o 

semivariograma normalmente apresenta um crescimento na variância das diferenças 

entre os valores. Isso acontece porque, em distâncias maiores, as amostras tendem 

a ser mais independentes entre si, resultando em uma maior variabilidade. 

 

Figura 1 Exemplo de modelo espacial ajustado ao semivariograma. 

 
Fonte: O autor (2024). 

 
Na geoestatística, a construção de um semivariograma amostral exige decisões 

criteriosas. Clark (1979) sugere calcular a semivariância até uma distância máxima 

entre pontos, o “cutoff”, que pode ser 
1

4
,
1

3
 ou 

1

2
 dessa distância. A seleção de um “cutoff” 

além desses valores é possível com uma justificativa lógica. 

A definição do número de lags (h) e dos pontos amostrais para estimar as 

semivariância experimentais é essencial. Em amostragens regulares, os próprios 

intervalos entre amostras podem servir como lags. Journel e Huijbregts (1978) e 

consideram um mínimo de 30 pares para o cálculo da função semivariância, enquanto 

Webster e Oliver (2007) recomendam ao menos 100 pares. 
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Um semivariograma constante em rodos os valores de (h) indica um efeito 

pepita puro ou ausência de dependência espacial, sugerindo que o alcance (a) é 

menor que o menor espaçamento entre amostras, resultando em dados não 

correlacionados. A normalidade dos dados não implica independência entre as 

amostras, que pode ser verificada pela autocorrelação (URIBE-OPAZO; BORSSOI; 

GALEA, 2012). 

 

3.5.3 Isotropia 

 

A isotropia é identificada quando os semivariogramas de diferentes direções, 

geralmente 0º, 45º, 90º e 135º, mostram um padrão uniforme de continuidade 

espacial. Isso permite o uso de um semivariograma omnidirecional para análise, 

simplificando a estimativa em locais não amostrados com uma área de influência 

circular. 

Já a anisotropia ocorre quando a variabilidade não é uniforme em todas as 

direções, revelada por semivariogramas distintos para as diferentes direções. Clark 

(1979), Wackernagel (2003) e Guedes et al. (2008) descrevem como identificar 

anisotropia e suas direções privilegiadas. 

Existem três tipos principais de anisotropia: geométrica, zonal e combinada. A 

geométrica apresenta alcances distintos, mas patamares consistentes em todas as 

direções; a zonal mostra o mesmo modelo com patamares diferentes; e a combinada 

mescla características das duas anteriores (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989; GUEDES 

et al., 2008). 

 

3.5.4 Modelos Espaciais 

 

Nesta seção, serão apresentados alguns modelos espaciais teóricos para a 

função semivariância, função de covariância e função de autocorrelação, propostos 

por Isaaks e Srivastava (1989), Cressie (1993), Deutch e Journel (1999) e Olea (2006). 

Esses modelos teóricos são empregados para a avaliação da estrutura da 

dependência espacial. 

Conforme apontado por (WEBSTER & OLIVER, 2007) os modelos amplamente 

adotados são: Exponencial, Gaussiano e Família Matérn com diferentes parâmetros 

de suavização k>0. Esses modelos pressupõem que a variável em estudo apresenta 
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um padrão de continuidade espacial uniforme em todas as direções (isotropia). 

Portanto espera-se que o semivariograma exiba uma característica estrutural 

consistente em todas as direções. 

A seguir são apresentados os modelos espaciais: exponencial, gaussiano, 

família Matérn e Wave, válidos em ℝ,  ℝ2 e ℝ3 (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 

O primeiro é o Modelo exponencial (Equação 9), que apresenta comportamento 

aproximadamente linear na origem e atinge o patamar assintoticamente, com alcance 

prático definido como a distância na qual o valor do modelo é 95% de 𝜑2, sendo o 

alcance dado por 𝑎 = 3𝜑3, conforme a Figura 2a. 

 

𝛾(ℎ) = {

0,                                ℎ = 0

𝜑1 + 𝜑2 [1 − 𝑒𝑥𝑝 (−
ℎ

𝜑3
)] , ℎ > 0

                                                                 (𝐸𝑞. 9) 

 

Já o Modelo Gaussiano (Equação 10) apresenta comportamento parabólico na 

origem e é utilizado para modelar um fenômeno extremamente contínuo. Também 

atinge o patamar apenas assintoticamente e o alcance é dado por 𝑎 = √3𝜑3, conforme 

exposto na figura Figura 2b. 

 

𝛾(ℎ) = {

0,                             ℎ = 0

𝜑1 + 𝜑2 [1 − 𝑒𝑥𝑝 (−
ℎ

𝜑3
)]
2

, ℎ > 0
                                                             (𝐸𝑞. 10) 

 

O Modelo família Matérn (Equação 11), proposto por Matérn (1986), é uma 

função positiva definida em termos de modelo teórico de semivariância, conforme as 

Figura 2c, 2d e 2e. 

 

𝛾(ℎ) = {

0,                             ℎ = 0

𝜑1 + 𝜑2 [1 − (2
𝑘−1𝛤(𝑘))

−1
(
ℎ

𝜑3
)
𝑘

𝐾𝑘 (
ℎ

𝜑3
)]

2

, ℎ > 0
                           (𝐸𝑞. 11) 

 

Em que: k > 0,  𝛤(𝑘) =  ∫ 𝑥𝑘−1 𝑒−𝑥 𝑑𝑥
∞

0
 é a função gama e 𝐾𝑘(𝑢) =

1

2
 ∫ 𝑥𝑘−1 𝑒(−

1

2
)
𝑢(𝑥+𝑥−1)

 𝑑𝑥
∞

0
 é a função de Bessel modificada de terceiro tipo de ordem k 

(GRADSHTEYN & RYZHIK, 2000). Na família Matérn, o parâmetro de ordem 𝑘 é um 
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parâmetro de forma que controla o grau de suavidade do processo estocástico 

subjacente 𝑍. Quando 𝑘 é menor o p´rocesso apresenta menos suavidade, enquanto 

valores maiores de 𝑘 implicam em maior suavidade.  

Os modelos Exponencial e Gaussiano são casos especiais da família Matérn. 

No caso do modelo exponencial, o valor de 𝑘 é 0,5, já no Modelo Gaussiano, o valor 

de 𝑘 → ∞. 

O Modelo de Wave é utilizado em geoestatística para fenômenos com alta 

variabilidade espacial, como por exemplo a precipitação (ALMEIDA et al., 2011). Esse 

modelo de semivariograma não-monotônico, conhecido como hole effect 

(CARVALHO; VIEIRA; GREGO, 2009), reflete descontinuidades espaciais nas quais 

altos valores estão cercados por baixos valores e vice-versa (CHILÈS & DELFINER, 

1999). 

O Modelo de Wave, conforme a Equação 12, (OLEA, 2006) caracteriza-se por 

uma estrutura oscilante sem patamar definido, podendo apresentar comportamento 

isotrópico ou anisotrópico. As oscilações do Modelo de Wave diminuem com o 

aumento da distância e atingem periodicamente a contribuição quando ℎ = 𝜋 ∗ 𝜑3 

(Mota, 2021). 

 

𝛾(ℎ) = {

0,                             ℎ = 0

𝜑1 + 𝜑2  (1 −
𝜑3
ℎ
𝑠𝑖𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) , ℎ > 0

                                                           (𝐸𝑞. 12) 

 

Figura 2 Gráficos da função semivariância 𝛾(ℎ) para os modelos: (a) exponencial, (b) 
gaussiano, (c) Matérn com parâmetro de suavização k=1, (d) Matérn com parâmetro k=2, (e) 
Matérn com parâmetro k=3 e (f) wave. 

  

(a) (b) 
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(c) (d) 

  

(e) (f) 

 

Fonte: O autor (2024). 

 

3.5.5 Estimação de parâmetros por Máxima Verossimilhança (ML) 

 

O método da máxima verossimilhança (ML) consiste em encontrar valores dos 

parâmetros dos modelos ajustados ao semivariograma experimental, que tornam mais 

provável a ocorrência dos dados, ou seja, que maximizam a função de 

verossimilhança (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012). 

Este conceito foi introduzido por Mardia e Marshall (1984), considerando que, 

seja 𝒁 = 𝑍(𝒔𝟏),… , 𝑍(𝒔𝒏), representado por um modelo espacial linear gaussiano 

(Equação 13). Em nosso caso inicial considera-se 𝒁 ~ 𝑁𝑛(𝛽𝟏, 𝚺), isso é, Z tem 

distribuição normal n-variada com vetor de médias 𝛽𝟏 , sendo 𝛽 um escalar e matriz 

de covariância 𝚺.  
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Os parâmetros desconhecidos do modelo 𝜽 = (𝛽,𝝋⊤)⊤, 𝝋 = (𝜑1, 𝜑2, 𝜑3)
⊤ 

podem ser estimados maximizando o logaritmo da função verossimilhança. O 

logaritmo da função verossimilhança é dado pela Equação 13 (MARDIA; MARSHALL, 

1984): 

 

𝑙(𝜽) =  − (
𝑛

2
) log(2𝜋) − (

1

2
) 𝑙𝑜𝑔|𝚺| − (

1

2
) (𝒁 − 𝜷𝟏)⊤𝚺−1(𝒁 − 𝜷𝟏),                            (Eq. 13) 

 

Em que: 𝛿 =  (𝒁 − 𝛽𝟏)⊤𝚺−1(𝒁 − 𝛽𝟏) é conhecida como distância de 

Mahalanobis, que é uma medida da dissimilaridade entre os dados observados e os 

valores esperados pelo modelo, ponderado pela matriz de covariância 𝚺 =  𝜑1𝑰𝑛 +

𝜑2𝑹(𝜑3). 

Por meio da maximização da função escore, que é a derivada da função de 

verossimilhança em relação aos parâmetros igualada a zero, são geradas as 

estimativas de máxima verossimilhança para o vetor de parâmetros 𝜽 do modelo, isto 

é, 𝑙(𝜽̂) = max  𝑙(𝜽), 𝜽 ∈  𝛩, em que 𝛩 é o espaço paramétrico e 𝜽̂ é o estimador da 

máxima verossimilhança de 𝜽. 

 

3.5.5.1 Matriz de Informação Observada de Fisher 

A matriz de informação observada, é uma matriz simétrica que mede a 

sensibilidade da função de log-verossimilhança aos valores dos parâmetros. Esta 

matriz contém a segunda derivada da função de verossimilhança em relação aos 

parâmetros do modelo, que indica a curvatura da função em torno do ponto de 

máximo. 

A matriz de informação observada é definida como o negativo da segunda 

derivada da função de verossimilhança, avaliada no ponto de máximo, isto é, 𝑙(𝜽) =

 −𝐿̈(𝜽) e deve ser avaliada em 𝜽 =  𝜽̂, ou seja, é avaliada no valor estimado dos 

parâmetros. Sua forma particionada pode ser encontrada a partir de −𝑙(𝜽) =  𝐿̈(𝜽), 

sendo a Equação 14 (URIBE-OPAZO; BORSOI; GALEA, 2012): 

 

𝐿̈(𝜽) =  𝐿̈𝜽𝜽 =
𝜕2𝑙(𝜽)

(𝜕𝜽𝜕𝜽)⊤
= (

𝐿̈𝜷𝜷 𝐿̈𝜷𝝋

𝐿̈𝝋𝜷 𝐿̈𝝋𝝋
),                                                                           (Eq. 14) 

Em que: 
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𝐿̈𝜷𝜷 =
𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜷
= −(𝟏⊤Ʃ−11);                                                                                                  (Eq. 15) 

 

𝐿̈𝜷𝝋 = 𝐿̈𝝋𝜷⊤ =
𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝝋⊤
,                                                                                                             (Eq. 16) 

 

Com elementos: 

 

𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜑𝑗
= −𝟏⊤Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑗
Ʃ−1𝜺 ,                                                                                                   (Eq. 17) 

 

Sendo, 𝑗 =  1, . . . , 𝑞; 𝜀 = (𝒁 − 𝛽𝟏), e  

𝐿̈𝝋𝝋 = 
𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋⊤
,                                                                                                                            (Eq. 18) 

 

Com elementos: 

𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
=
1

2
𝑡𝑟 {Ʃ−1 (

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑖
Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑗
−

𝜕2Ʃ

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
)}

+
1

2
𝜺⊤Ʃ−1 {

𝜕2Ʃ

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
−
𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑖
Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑗
−
𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑗
Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑖
} Ʃ−1𝜺,                   (Eq. 19)  

 

Com, 𝑖, 𝑗 =  1, . . ., q. 

 

3.5.5.2 Matriz de Informação Esperada de Fisher 

A matriz de informação esperada de Fisher é uma matriz que contém a 

esperança da segunda derivada da função de verossimilhança em relação aos 

parâmetros do modelo, calculada a partir da distribuição conjunta dos dados, ou seja, 

usando a expectativa da segunda derivada da função de verossimilhança. 

Os erros padrões assintóticos podem ser calculados ao se inverter a matriz de 

informação de Fisher, esta matriz para o modelo espacial linear gaussiano é dada pela 

Equação 20 (LANGE; CAVALLI; PEREIRA, 1989; MITCHELL, 1989; URIBE-OPAZO; 

BORSOI; GALEA, 2012). 
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𝐾(𝜽) = 𝐸[𝐼(𝜽)] =  (
𝐸[−𝐿̈𝜷𝜷] 𝐸[−𝐿̈𝜷𝝋]

𝐸[−𝐿̈𝝋𝜷] 𝐸[−𝐿̈𝝋𝝋]
) =  (

𝐾(𝜷) 0
0 𝐾(𝝋)

),                                   (Eq. 20) 

 

Em que: 

 

𝐾(𝜷) =  𝐸[−𝐿̈𝜷𝜷] = 𝐸 [−
𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜷
] =  𝟏⊤Ʃ−11 ;                                                                  (Eq. 21) 

 

𝐾(𝝋) =  𝐸[−𝐿̈𝝋𝝋] = 𝐸 [−
𝜕2𝑙(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋⊤
],                                                                                      (Eq. 22) 

A qual tem como elementos,  

𝑘𝑖𝑗(𝜑) =
1

2
 𝑡𝑟 [Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑖
Ʃ−1

𝜕Ʃ

𝜕𝜑𝑗
],                                                                                           (Eq. 23) 

Com 𝑖, 𝑗 =  1, 2, 3. 

 

3.5.6 Krigagem Ordinária 

 

Em seus estudos, EIsaaks e Srivastava (1989) descrevem que, na 

geoestatística, uma estimativa para um local não amostrado 𝑍(𝑠0), pode ser obtida 

através de uma combinação linear ponderada de valores medidos  𝑍(𝑠𝑖), onde cada 

valor é associado a um peso 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛. 

A krigagem ordinária é uma técnica de estimativa espacial, ideal para prever 

valores de uma variável distribuída geograficamente, com base nos valores medidos 

em pontos próximos. O diferencial desse método, em comparação a outras formas de 

interpolação numérica, está na sua precisão, pois utiliza o semivariograma — uma 

ferramenta poderosa que não apenas mede a distância entre os pontos, mas também 

leva em consideração fatores complexos como o efeito pepita (variabilidade em 

pequena escala), o alcance (distância máxima de correlação) e a presença de 

anisotropia (variação que depende da direção) (YAMAMOTO & LANDIM, 2013). 

Esses elementos permitem à krigagem ajustar as estimativas com uma 

sensibilidade única às condições reais do terreno. Outro ponto-chave é o sistema de 

pesos que atribui mais importância às amostras mais próximas do ponto a ser 

estimado, garantindo que a estimativa seja influenciada principalmente pelos valores 

adjacentes mais relevantes.  



26 
 

 

Esse método se destaca por fornecer previsões mais precisas do que outras 

técnicas de interpolação, como a média ponderada ou o inverso da distância, 

resultando em uma melhor compreensão da variabilidade espacial (YAMAMOTO & 

LANDIM, 2013). A krigagem ordinária é dada pela Equação 24: 

 

𝑍̂(𝑠0) =  ∑𝝀𝑖𝑍(𝒔𝒊)

𝑛 

𝑖=1 

,                                                                                                                  (Eq. 24) 

 

Em que, 𝑍̂(𝒔𝟎) é o valor estimado no ponto (𝒔𝟎) não amostrado, n: número de 

valores medidos 𝑍(𝒔𝒊) das variáveis em pontos amostrados e 𝝀𝑖: pesos associados a 

cada valor 𝑍(𝒔𝒊) medido. 

Esse estimador, segundo Webster e Oliver (2007) é considerado como o 

melhor estimador pois produz estimativas não viciadas e com variâncias mínimas. 

Tais qualidades, são garantidas uma vez que os pesos 𝝀𝑖 são determinados impondo-

se que a presença do erro seja zero e a variância do erro seja mínima.  

Seja o erro 𝜀(𝑠0) = 𝑍(𝒔𝟎) − 𝑍̂(𝒔𝟎) com esperança ⋿ [𝑍(𝒔𝟎) − 𝑍̂(𝒔𝟎)], esse erro 

será nulo se: 

 

∑𝝀𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1,                                                                                                                                      (Eq. 25) 

 

A condição definida na Equação (25) é necessária para garantir que o 

estimador seja não tendencioso. Além disso, na krigagem a variância (𝜎𝐸
2) do erro 

𝜀(𝒔𝟎) =  𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎), deve ser mínima, ou seja:  

 

𝜎𝐸
2 = 𝑉𝑎𝑟[𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)] = ⋿ [(𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎))

2

] − {⋿ [𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)]}
2
, 

 

Em que o primeiro termo corresponde ao erro quadrático e o segundo termo ao 

viés.  

Aplicando a Equação 24, têm-se: 
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𝜎𝐸
2 = ⋿ [(𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎))

2

] = ⋿ [(∑𝝀𝑖𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍(𝒔𝟎)

𝑛

𝑖=1

)

2

] , 

 

Decompondo o termo quadrático: 

 

𝜎𝐸
2 = ⋿ [∑∑𝜆𝑖𝝀𝑗𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝒋)

𝑛

𝑗−1

𝑛

𝑖=1

]+ ⋿ [(𝑍(𝒔𝟎))
2
] − 2 ⋿ [∑𝝀𝑖𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝟎)

𝑛

𝑖=1

], 

Mas, como  ⋿ [𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝒋)] = 𝐶𝑜𝑣 = [𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝒋)] e  ⋿ [(𝑍(𝒔𝟎))
2
] = 𝑉𝑎𝑟[𝑍(𝒔𝟎)], 

têm-se: 

 

𝜎𝐸
2 = ∑∑𝝀𝑖𝝀𝑗𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝒋)] + 𝑉𝑎𝑟[𝑍(𝒔𝟎)] − 2 ∑𝝀𝑖 𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝟎)],

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗−1

𝑛

𝑖=1

 

 

Que é equivalente a: 

 

𝜎𝐸
2 =∑∑𝝀𝑖𝝀𝑗𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝒋)] + 𝑉𝑎𝑟[𝑍(𝒔𝟎)]

𝑛

𝑗−1

𝑛

𝑖=1

− 2∑𝝀𝑖  𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊)𝑍(𝒔𝟎)] − 2𝜇(1 −∑𝝀𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑖=1

, 

 

Sendo: 2𝜇(1 − ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = 0, em que 𝜇 é um multiplicador de Lagrange. 

A minimização da 𝜎𝐸
2 consiste em calcular as 𝑛 + 1 derivadas parciais com 

relação a 𝜆1, … , 𝜆𝑛 𝜇 e igualar a zero, obtendo um sistema de n+1 equações e n+1 

incógnitas cuja solução resulta nos n pesos 𝜆𝑖 que cumprem a condição de não 

enviesamento ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1 e minimizam a variância de estimação 𝑉𝑎𝑟[𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)] −

2𝜇(1 − ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 ). 

Assim, têm-se que: 

 

2∑𝝀𝑗𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝒋)] − 2𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝟎)] − 2𝜇 = 0,

𝑛

𝑗=1
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Para i = 1, ..., n e 2(1 − ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = 0. 

O sistema de krigagem de n+1 equações, cuja solução fornece n pesos 𝝀𝑖 é: 

 

∑𝝀𝑗𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝒋)] − 𝜇 = 𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝟎)],

𝑛

𝑗=1

 

 

Para i = 1, ..., n, e ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1, logo: 

𝜎𝐸
2 = 𝑉𝑎𝑟[𝑍(𝒔𝟎)] −∑𝝀𝑖

𝑛

𝑖=1

𝐶𝑜𝑣[𝑍(𝒔𝒊), 𝑍(𝒔𝟎)] − 𝜇, 

 

Como, 𝛾(ℎ) =  𝐶(0) − 𝐶(ℎ), tem-se as condições que garantem a não 

tendenciosidade e variância mínima, são soluções do sistema de equações, dadas na 

Equação 26, para ℎ𝑖𝑗 = ‖𝑠𝑖 − 𝑠𝑗‖ que é a distância euclidiana entre 𝑠𝑖 e 𝑠𝑗: 

 

∑𝝀𝑖𝛾(ℎ𝑖𝑗) + 𝜇 =  𝛾(ℎ0𝑖),                                                                                                       (Eq. 26)

𝑛

𝑗=1

 

 

Para 𝑖 = 1,… , 𝑛, e ∑ 𝝀𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1. 

De acordo com Webster e Oliver (2007) a solução da Equação (25) garante que 

o estimador de krigagem é o melhor estimador linear não tendencioso de variância 

mínima, com sigla em inglês, “BLUE” (Best Linear Unbised Estimator). 

O sistema expresso na Equação 26, construído com n+1 equações e n+1 

incógnitas, é conhecido como sistema de krigagem ordinária. A incógnita 𝜇 é um 

multiplicador de Lagrange, introduzido ao minimizar a variância do erro, e tem como 

forma matricial 𝛾𝝀 = 𝐴: 

 

𝛾 =

[
 
 
 
 
𝛾(ℎ11) 𝛾(ℎ12)

𝛾(ℎ21) 𝛾(ℎ22)

⋯
⋯

𝛾(ℎ1𝑛) 1

𝛾(ℎ2𝑛) 1
⋮              ⋮ ⋱ ⋮             ⋮

𝛾(ℎ𝑛1) 𝛾(ℎ𝑛2)
1 1

⋯
⋯

𝛾(ℎ𝑛𝑛) 1
1 0]

 
 
 
 

(𝑛+1) × (𝑛+1)

, λ =

[
 
 
 
 
𝜆1
𝜆2
⋮
𝜆𝑛
𝜇 ]
 
 
 
 

(𝑛+1)×1

, 𝐴 =

[
 
 
 
 
𝛾(ℎ10)

𝛾(ℎ20)
⋮

𝛾(ℎ𝑛0)
1 ]

 
 
 
 

(𝑛+1)×1

. 

 

Os pesos 𝝀𝑖 podem, assim, ser obtidos mediante o produto da matriz inversa 

de 𝛾 pela matriz 𝐴, expresso pela Equação 27: 
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𝝀 = 𝛾−1𝐴.                                                                                                                                      (Eq. 27) 

 

Uma vez obtidos os pesos 𝝀𝑖 e o valor 𝜇, pode-se também calcular a variância 

do erro 𝜎𝐸
2 (CRESSIE, 2015), tal como consta na Equação 28: 

 

𝜎𝐸
2 =∑𝝀𝑖𝛾(ℎ𝑖0) − 𝜇.                                                                                                               (Eq. 28)

𝑛

𝑖=1

 

 

Vale ressaltar que os componentes da matriz 𝐴 demandam conhecimento 

acerca da semivariância correspondente a valores de h, os quais não são 

necessariamente equivalentes aos lags do semivariograma experimental. Dessa 

forma, torna-se imperativa a adequação de um modelo teórico ao semivariograma 

experimental. 

 

3.5.7 Krigagem Com Drift Externo 

 

A Krigagem Ordinária (Krigagem Comum), parte do princípio de que o processo 

é estacionário, ou seja, a média é constante em todo o espaço amostral. No entanto, 

quando informações auxiliares estão disponíveis em todos os pontos das grades, 

deve-se utilizar a krigagem com drift externo. Esta abordagem permite incorporar um 

modelo de tendência ou drift na estimação, o que é particularmente útil quando a 

variável de interesse está correlacionada com outras variáveis conhecidas (HENGL; 

HEUVELINK; STEIN, 2003; HENGL, 2009). 

O objetivo da krigagem com drifft externo é encontrar 𝝀𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛 tal que 

𝑍̂(𝑠0) = ∑ 𝝀𝑖𝑍(𝑠𝑖)
𝑛
𝑖=1 , em que, 𝑠0 é um ponto não amostrado. Com erro de predição 

não enviesado e com variância mínima. 

Para a condição de não enviesamento supõe-se que, conforme apresentado 

na Equação 29: 

 

𝑋0𝑗 =∑𝝀𝑖𝑿𝑖𝑗 ,     𝑗 = 0,… , 𝑝

𝑛

𝑖=1

                                                                                                  (Eq. 29) 
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Em que: 

 

𝐸 (𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)) = (∑𝝀𝑖𝐸(𝑍(𝒔𝒊))

𝑛

𝑖=1

) − 𝐸(𝑍(𝑠𝟎)) 

= (∑𝝀𝑖∑𝜷𝑗𝑿𝑖𝑗

𝑝

𝑗=0

𝑛

𝑖=1

) −∑𝜷𝑗𝑿0𝑗

𝑝

𝑗=0

 

=∑𝜷𝑗 (∑𝝀𝑖𝑿𝑖𝑗 −𝑿0𝑗

𝑛

𝑖=1

)

𝑝

𝑗=0

. 

 

As condições que minimizam a variância dos erros, define-se 𝑍(𝒔) = 𝜇(𝑠) +

𝜺(𝑠), sendo que a 𝐸(𝜺(𝑠)) = 0, a covariância entre 𝑍(𝒔𝒊) e 𝑍(𝒔𝒋), depende apenas da 

distância entre 𝑠𝑖 e 𝑠𝑗, isto é, 𝐶𝑜𝑣(𝒔𝒊, 𝒔𝒋) = 𝐶(ℎ𝑖𝑗) em que ℎ𝑖𝑗 é a distância euclidiana 

entre 𝒔𝒊 e 𝒔𝒋 (GARCIA-PAPANI et al., 2018; SHEMMER, 2021). 

Desse modo, a variância da estimação pode ser escrita em função dos resíduos 

𝜺(𝑠), em que:  

 

𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎) = (∑𝝀𝑖𝑍(𝒔𝒊)

𝑛

𝑖=1

) − 𝑍(𝒔𝟎) 

= (∑𝝀𝑖(𝜇(𝒔𝒊) + 𝜺(𝒔𝒊))

𝑛

𝑖=1

) − (𝜇(𝒔𝟎) + 𝜺(𝒔𝟎)) 

= (∑𝝀𝑖(𝜇(𝒔𝒊)) − 𝜇(𝒔𝒐)

𝑛

𝑖=1

) + (∑𝝀𝑖(𝜺(𝒔𝒊) − 𝜺(𝒔𝟎))

𝑛

𝑖=1

) 

= (∑𝜆𝑖𝜺(𝑠𝑖)

𝑛

𝑖=1

) − 𝜺(𝒔𝟎) 

= 𝜺̂(𝒔𝟎) − 𝜺(𝒔𝟎). 

 

Diante disso, a variância estimada é dada por: 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)) = 𝐸((𝜺(𝒔𝟎) − 𝜺(𝒔𝟎))
2)

= 𝐶(0) +∑∑𝝀𝑖𝝀𝑗𝐶(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) − 2∑𝐶(𝑠0, 𝑠𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

                                      (Eq. 30) 
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O processo de minimização na krigagem com drift externo é análogo ao da 

Krigagem Ordinária, onde deriva-se a Equação (29) em relação aos pesos e a iguala 

a zero para encontrar o mínimo. Não menos importante, pretende-se ainda que sejam 

cumpridas as condições estabelecidas pelas 𝑝 + 1 equações definidas na Equação 

29. 

Dessa forma, acrescentam-se 𝑝 + 1 termos nulos na Equação 29, 

correspondentes a estas condições. Assim, tem-se que: 

 

𝑉𝑎𝑟 (𝑍̂(𝒔𝟎) − 𝑍(𝒔𝟎)) = 

𝐶(0) +∑∑𝝀𝑖𝝀𝑗𝐶(𝑠𝑖 , 𝑠𝑗) − 2∑𝐶(𝑠0, 𝑠𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

+ 2∑𝑛𝑗

𝑝

𝑗=0

∑𝝀𝑖𝑿𝑖𝑗 − 𝑿0𝑗 ,

𝑛

𝑖=1

 

 

em que, 𝑛𝑗 são parâmetros de Lagrange. Agora, igualando a zero as 𝑛 + 𝑝 + 1 

derivadas em relação à 𝝀𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛 e 𝑛𝑗 , 𝑗 = 0,… , 𝑝, obtém-se o sistema de equações 

lineares: 

 

𝑺 =

{
 
 

 
 
∑𝜆𝑘𝐶(𝑠𝑖, 𝑠𝑘) +∑𝑛𝑘𝑋𝑖𝑘 = 𝐶(𝑠𝑖, 𝑠0),   𝑖 = 1,… , 𝑛

𝑝

𝑘=0

𝑛

𝑘=1

∑𝜆𝑘𝑋𝑘𝑗 = 𝑋0𝑗,   𝑗 = 0,… , 𝑝

𝑛

𝑘=1

 

 

Que, na representação matricial é 𝑺:𝑪𝝀 = 𝑨, em que 𝐶 é a matriz de ordem 

(𝑛 + 𝑝 + 1) × (𝑛 + 𝑝 + 1), dada por: 

 

𝑪 =

(

 
 
 
 
 

𝐶(𝑠2, 𝑠1)

𝐶(𝑠2, 𝑠1)
⋮

𝐶(𝑠𝑛, 𝑠1)
1
𝑋11
⋮
𝑋𝑝1

…
…
⋱…
⋯
⋯
⋱
⋯

𝐶(𝑠2, 𝑠1)

𝐶(𝑠2, 𝑠1)
⋮

𝐶(𝑠𝑛, 𝑠𝑛)
1
𝑋𝑛1
⋮
𝑋𝑛𝑝

1
1
⋮
1
0
0
⋮
0

𝑋11
𝑋21
⋮
𝑋𝑛1
0
0
⋮
0

…
…
⋱…
⋯
⋯
⋱
⋯

𝑋1𝑝
𝑋2𝑝
⋮
𝑋𝑛𝑝
0
0
⋮
0 )

 
 
 
 
 

(𝑛+𝑝+1)×(𝑛+𝑝+1)

, 
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Em que, 𝝀 é o vetor (𝑛 + 𝑝 + 1) × 1, dado por 𝝀 = (𝜆1, … , 𝜆𝑛, 𝑛0, … , 𝑛𝑝)
⊤
 e 𝑨 é o 

vetor (𝑛 + 𝑝 + 1) × 1, dado por 𝑨 = (𝐶(𝑠1, 𝑠0),… , 𝐶(𝑠1, 𝑠𝑛), 1, 𝑋01, … , 𝑋0𝑝). Dessa forma, 

os pesos 𝝀𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 são obtidos por 𝝀 = 𝑪−1𝑨. 

 

3.5.8 Critérios de Seleção de Modelos 

De acordo com Cressie (2015) após a seleção dos modelos teóricos de 

correlação espacial, torna-se necessário avaliar sua eficácia na interpolação de valor, 

a fim de possibilitar a construção de mapas temáticos com estimativas confiáveis. 

A seguir são apresentados os critérios utilizados neste trabalho. 

 

3.5.8.1 Validação Cruzada 

De acordo com Isaaks e Srivastava (1989), a Validação Cruzada é uma técnica 

fundamental em geoestatística para avaliar os erros de estimação, permitindo 

comparar valores previstos com valores amostrados. Esse método envolve a exclusão 

temporária de uma amostra específica 𝑍(𝒔𝒊) , para estimar o valor nessa localização 

utilizando krigagem, denotado como 𝑍̂(𝒔𝒊), com as demais amostras. Esse processo 

simula uma estimação sem realizar amostragem naquela localização. Após a 

estimativa, 𝑍̂(𝒔𝒊) é comparado com o valor inicialmente removido, repetindo o 

procedimento para todas as amostras (FARACO et al., 2008). 

É esperado que os erros de estimação (Equação 31) apresentem média nula, 

variância constante e distribuição normal de probabilidade. 

 

𝜺𝑖 = 𝜀(𝒔𝒊) = 𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍̂(𝒔𝒊),                                                                                                      (Eq. 31) 

 

Em que, 𝑍̂(𝒔𝒊) é o valor estimado por krigagem sem a i-ésima observação 𝑍(𝒔𝒊). 

Medidas como erro médio (𝐸𝑀), erro médio reduzido (𝐸𝑅̅̅ ̅̅ ), desvio padrão dos 

erros médios (𝑆𝐸𝑀), desvio padrão dos erros reduzidos (𝑆𝐸𝑅) e erro absoluto (𝐸𝐴) são 

usadas para comparação (MCBRATNEY & WEBSTER, 1986; CRESSIE, 2015). 

O erro médio (𝐸𝑀) (Equação (31)) por Validação Cruzada é dado pela Equação 

32: 

 

𝐸𝑀 =
1

𝑛
∑(𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍̂(𝒔𝒊)),                                                                                                   (Eq. 32)

𝑛

𝑖=1

 



33 
 

 

 

Em que, n é o número de dados (valores amostrados); 𝑍(𝒔𝒊) é o valor 

observado no ponto (𝑠𝑖); 𝑍̂(𝒔𝒊) é o valor estimado por krigagem no ponto (𝑠𝑖), sem 

considerar a observação 𝑍(𝒔𝒊). 

O erro médio reduzido (𝐸𝑅̅̅ ̅̅ ) é definido pela Equação 33: 

 

𝐸𝑅̅̅ ̅̅ =
1

𝑛
∑𝐸𝑅𝑖 = 

𝑛

𝑖=1

1

𝑛
∑(

(𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍̂(𝒔𝒊)

𝜎(𝑍̂(𝒔𝒊))
),                                                                        (Eq. 33) 

𝑛

𝑖=1

 

 

Em que, 𝜎(𝑍̂(𝒔𝒊)) é o desvio padrão da krigagem no ponto (𝒔𝒊), sem considerar 

a observação 𝑍(𝒔𝒊). 

O desvio padrão dos erros reduzidos (𝑆𝐸𝑅) é dado conforme a Equação 34: 

 

𝑆𝐸𝑅 = √
1

𝑛
∑

|𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍̂(𝒔𝒊)|

𝜎(𝑍̂(𝒔𝒊))

𝑛

𝑖=1

,                                                                                                (Eq. 34) 

 

De acordo com Faraco et al. (2008), os critérios para a escolha do melhor 

modelo ajustado incluem valores próximos a zero para o erro médio (𝐸𝑀) e erro médio 

reduzido (𝐸𝑅̅̅ ̅̅ ), o menor valor para o desvio padrão do erro médio (𝑆𝐸𝑀) e valor 

próximo a um para o desvio padrão do erro médio reduzido (𝑆𝐸𝑅). O erro absoluto, por 

sua vez, é uma medida da magnitude dos erros na unidade da variável, onde se 

procura o menor valor para o erro absoluto. 

Conhecendo os valores medidos e preditos por krigagem ordinária 𝑍(𝒔𝒊) e 

𝑍̂(𝒔𝒊), respectivamente, define-se o erro absoluto 𝐸𝐴, conforme Equação (35) 

(FARACO et al., 2008). 

 

𝐸𝐴 =∑|𝑍(𝒔𝒊) − 𝑍̂(𝒔𝒊)|

𝑛

𝑖=1

.                                                                                                         (Eq. 35) 

 

3.5.8.2 Critérios de Informação de Akaike e Bayesiano de Schwarz 

De acordo com AKAIKE (1973), o critério de informação de Akaike (AIC) visa 

demonstrar que, quando dois modelos têm níveis de ajuste similares aos dados, o 
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modelo mais simples tende a ter melhor desempenho na predição de novos dados. O 

AIC promove a simplicidade, penalizando a complexidade excessiva, e é definido pela 

Equação 36: 

 

𝐴𝐼𝐶 =  −2𝑙(𝜽) + 2𝑟,                                                                                                                  (Eq. 36)  

 

Em que, 𝑙(𝜽) é o logaritmo da função verossimilhança avaliado em  𝜃 =  𝜃; em 

que 𝜽̂ = (𝛽̂, 𝜑1̂, 𝜑2̂, 𝜑3̂)
⊤
, 𝑟 é o número de parâmetros do modelo ajustado. 

O AIC relaciona a função de verossimilhança a uma medida de informação 

perdida quando um modelo representa uma realidade aproximada, penalizando a 

adição de parâmetros, levando em consideração a parcimônia. A escolha do melhor 

modelo é feita pelo menor valor de AIC. 

O critério de informação bayesiano de Shwarz (BIC) (SCHWARZ, 1978) é uma 

técnica para comparar e selecionar modelos estatísticos, baseada na verossimilhança 

dos dados e na complexidade dos modelos. O BIC é definido conforme a Equação 37: 

 

𝐵𝐼𝐶 =  −2𝑙(𝜽) +  𝑟 log(𝑛),                                                                                                      (Eq. 37) 

 

Em que, 𝑙(𝜽) é o logaritmo da função verossimilhança avaliado em 𝜽 =  𝜽̂, que 

é o estimador de máxima verossimilhança do modelo; 𝑟 é o número de parâmetros do 

modelo ajustado e n é o número de dados. 

O BIC favorece modelos mais simples e parcimoniosos. O modelo com o menor 

valor de BIC é considerado o mais adequado para os dados. 

 

3.6 ÍNDICE DE DEPENDÊNCIA ESPACIAL – SDI  

 

A mensuração do grau de dependência espacial dos modelos ajustados é 

obtida utilizando o Índice de Dependência Espacial SDI para diversos modelos 

(Equação (38)) desenvolvido por Seidel e Oliveira (2016). 

 

𝑆𝐷𝐼 = 𝑀𝐹 (
𝜑2

𝜑1 + 𝜑2
)𝑚𝑖𝑛 {1; (

𝑎

0,5𝑀𝐷
)} 100 ,                                                                   (𝐸𝑞. 38) 

 



35 
 

 

Em que, MF é o fator do modelo específico para cada modelo do semivariograma, 𝜑1 

é o efeito pepita, 𝜑2 é a contribuição, 𝑎 é o alcance e MD é a distância máxima 

calculada entre todos os pares de pontos amostrados. 

Na Tabela 3, é apresentada a classificação do Índice de Dependência Espacial 

(SDI) (SEIDEL & OLIVEIRA, 2016; NETO et al., 2018) considerando o modelo de 

função semivariância Wave. 

 

Tabela 3: Classificação do Índice de Dependência Espacial – SDI  

Modelo MF Fraco Moderado Forte 

Wave 0,58900 SDI ≤11% 11% <SDI ≤24% SDI >24 % 

Fonte: (SEIDEL; OLIVEIRA, 2016; NETO et al., 2018) 

 

3.6.1 Diagnóstico de Influência Local 

 

O objetivo do estudo de diagnóstico em geoestatística é identificar observações 

que podem afetar a escolha do modelo geoestatístico, a estimação de parâmetros de 

dependência espacial, a inferência de parâmetros por máxima verossimilhança (ML) 

e a interpolação por krigagem. Esses pontos são chamados de observações 

influentes, pois exercem uma influência desproporcional nas estimativas do modelo 

ou na significância dos parâmetros.  As técnicas de diagnóstico de influência local 

consideram o efeito conjunto de observações nas estimativas do modelo. 

De acordo com Cook (1986), um caso que apresenta influência local também 

pode apresentar influência global, mas o contrário não é necessariamente verdadeiro. 

O método de influência local proposto por Cook consiste em avaliar, por meio de uma 

medida apropriada de influência, a robustez das estimativas fornecidas pelo modelo 

mediante pequenas perturbações aplicadas no modelo ou aos dados. Isso verifica a 

existência de pontos que, sobre pequenas perturbações no modelo, podem causar 

grandes distorções nos resultados dos estimadores de ML, sem a necessidade da 

eliminação do conjunto de dados.  

Para avaliar a influência local, Cook (1986) utilizou uma medida de desvio da 

verossimilhança, conforme a Equação 39: 

 

𝐿𝐷(𝝎) = 2{𝐿(𝜽̂) −  𝐿(𝜽̂|𝝎)},                                                                                                 (𝐸𝑞. 39) 
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Em que, 𝐿𝐷(𝝎) ≥ 0 e 𝜽̂ e 𝜽̂𝝎 são as estimativas de máxima verossimilhança 

dos modelos não perturbado 𝐿(𝜽) e perturbado 𝐿(𝜽|𝝎), respectivamente. Note que 

existe 𝝎𝟎 tal que 𝐿𝐷(𝝎𝟎) = 0. 

A avaliação dessa medida envolve a construção de um gráfico de 𝐿𝐷(𝝎) em 

função de 𝝎. Esse gráfico fornece informações cruciais sobre a influência do esquema 

de perturbação utilizado (GALEA; PAULA; URIBE-OPAZO, 2003). 

A análise do gráfico ocorre por meio de uma superfície geométrica (𝑞 + 1)-

dimensional formada pelo vetor: 

 

𝛼(𝝎) =  (
𝝎

𝐿𝐷(𝝎)),                                                                                                                    (𝐸𝑞. 40)  

 

Quando 𝝎 varia em 𝛀, denomina-se essa superfície como gráfico de influência. 

O estudo de influência local se concentra na análise de como a superfície 𝛼(𝝎) 

se desvia do seu plano tangente 𝑇0 ao redor de 𝝎𝟎(𝑇0). Essa análise envolve o estudo 

das curvaturas das seções normais da superfície 𝛼(𝝎) em 𝝎𝟎, que são conhecidas 

como curvaturas normais (COOK, 1986). 

As seções normais são obtidas através das interseções entre a superfície 𝛼(𝜔) 

e os planos que contém o vetor normal ao seu plano tangente em 𝝎𝟎 (COOK, 1986). 

Essa abordagem permite uma compreensão mais profunda da influência local e das 

perturbações na análise dos dados. 

Para gerar a curvatura normal, têm-se o vetor 𝒍 de comprimento unitário em 

uma direção qualquer em ℝ𝑞, e uma reta em 𝛀 ⊂  ℝ𝑞 que passa por 𝝎𝟎. Assim, temos 

(COOK, 1986): 

 

𝝎(𝑎) =  𝝎𝟎 + 𝑎𝒍,                                                                                                                        (𝐸𝑞. 41) 

 

Com 𝑎 ∈  ℝ, dessa forma, têm-se uma linha projetada sobre a superfície 𝛼(𝝎) 

que passa pelo ponto 𝛼(𝝎0). Essa linha pode também ser obtida pelo gráfico 

𝐿𝐷(𝝎0 + 𝑎𝒍) versus 𝑎 ∈  ℝ.  

A curvatura da normal da linha projetada, indicada por 𝐶𝑙, é definida como 

sendo a curvatura de (𝑎, 𝐿𝐷{𝝎(𝑎)}), sendo 𝑎 = 0, em que 𝝎(𝑎) =  𝝎0 + 𝑎𝒍, ou seja, 𝐶𝑙 

é uma curvatura normal da superfície 𝛼(𝝎) em torno de 𝝎0 e do vetor unitário 𝒍. 

Recomenda-se considerar a direção 𝒍max correspondente à maior curvatura 𝐶𝑙. 
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Cook (1986) propôs analisar a influência local pelo uso da curvatura normal na 

direção do vetor unitário 𝒍, dado por:  

 

𝐶𝑙(𝜽) = 2|𝒍⊺𝚫⊤𝑳−𝟏𝚫𝒍  |,                                                                                                             (𝐸𝑞. 42) 

 

Em que:  ‖𝒍‖  =  1; 𝑳: é a matriz de informação observada avaliada em 𝜽 =  𝜽̂; 

𝚫: é a matriz de ordem (𝑝 +  𝑞)  ×  𝑛 dada por 𝚫 =  (Δ𝛽
⊤, 𝚫𝝋

⊤)
⊤
, avaliada em 𝜽 =  𝜽̂ e 

em 𝝎 = 𝝎0. 

 

3.6.1.1 Perturbação de Zhu generalizada 

De Bastiani et al. (2015) propuseram uma perturbação generalizada 𝒁𝝎 = 𝒁 +

𝑨𝝎, na variável resposta utilizando a matriz A de dimensão n x n, que não depende 

de 𝜷 e nem de 𝝎, tal que a matriz de informação esperada de Fisher para 𝑍𝜔 com 

respeito ao vetor perturbado 𝝎 é 𝐺(𝝎0)  =  𝑐𝑨
𝑻𝚺−𝟏𝑨, com 𝑐 uma constante positiva. 

Em geral 𝑨𝑻𝚺−𝟏𝑨 ≠  𝑰𝒏, porém, se 𝑨 =  𝚺
𝟏

𝟐, então 𝐺(𝜔0)  =  𝑐𝑰𝒏 sendo, a perturbação 

apropriada 𝒁𝝎  =  𝒁 + 𝚺
𝟏

𝟐𝝎. 

Neste estudo, a matriz 𝚫 =  (𝚫𝛽
⊤, 𝚫𝜑

⊤ )
⊤
 avaliada em 𝜽 =  𝜽̂ e em 𝝎 =  𝝎𝟎, é da 

forma:  

 

𝚫𝛽  =  −𝑿
⊤𝚺−𝟏𝑨, 

𝚫𝜑  =  
𝜕2𝑙(𝜽|𝜔)

𝜕𝝋𝜕𝝎⊤
, 

 

Que tem como elementos: 

 

∆𝜑𝑗= 𝜺
⊤ [𝚺−𝟏

𝝏𝑨

𝝏𝝋𝒋
−𝑫𝒋𝑨], para 𝑗 = 1,… , 𝑞,  

 

Com 𝜺 =  𝜀(𝝎0) = (𝑍 − 𝛽𝟏), e 𝐷𝑗 = 𝚺
−𝟏 𝝏𝚺

𝝏𝝋𝒋
 𝚺−𝟏 . 

Considere a matriz: 

 

𝑩 = 𝚫⊤𝑳−𝟏𝚫,                                                                                                                               (𝐸𝑞. 43) 
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Em que  𝚫 =  (𝚫𝜷
⊤ , 𝚫𝝋

⊤)
⊤
 e 𝐿 é a matriz de informação observada, avaliada em 

𝜽 =  𝜽̂, e o elemento 𝐶𝑖 = 2|𝑏𝑖𝑖|, para 𝑖 = 1,… , 𝑛, em que 𝑏𝑖𝑖 é o elemento da diagonal 

principal da matriz 𝑩.  

A partir da matriz 𝑩 pode-se utilizar o gráfico de 𝐶𝑖 versus 𝑖 (ordem dos dados) 

como técnica de diagnóstico para avaliar a existência de observações influentes. 

Seja 𝑳𝑚𝑎𝑥 o autovetor, normalizado, associado ao maior autovalor, em módulo, 

da matriz 𝑩. Segundo Cook (1986) o gráfico dos elementos  |𝑳𝑚𝑎𝑥| versus 𝑖 (ordem 

dos dados) pode revelar os elementos que, sob pequenas perturbações, exerce maior 

influência em 𝐿𝐷(𝝎), na vizinhança de 𝝎𝟎. 

 

3.7 COMPARAÇÃO DE MAPAS 

 

O critério de similaridade entre mapas interpolados é essencial para avaliar sua 

qualidade. O índice Kappa 𝐾̂ (COHEN, 1960) compara a concordância entre dois 

mapas por meio da Equação 44: 

 

𝐾̂ =
𝑛∑ 𝑛𝑖𝑖 − ∑ (𝑛𝑖#𝑛#𝑖)

𝑘
𝑖=1

𝑘
𝑖=1

𝑛2 − ∑ (𝑛𝑖#𝑛#𝑖)
𝑘
𝑖=1

  ,                                                                                             (𝐸𝑞. 44) 

 

Em que 𝑛𝑖# = ∑ 𝑛𝑖𝑗
𝑘
𝑗=1  é quantidade de área da linha 𝑖, 𝑛#𝑖 = ∑ 𝑛𝑢𝑖

𝑛
𝑢=1  é a 

quantidade de área da coluna 𝑖, 𝑛𝑖𝑖 é a quantidade de área da linha 𝑖 e coluna 𝑖. 

No entanto, o Índice Kappa 𝐾̂ trata todas as discordâncias igualmente, sem 

considerar suas intensidades. Em contraste o índice Kappa Ponderado (K̂w) 

(Equação 45) (COHEN,1968) atribui pesos (𝑤𝑖𝑗)  às discordâncias com base na 

magnitude das diferenças entre as classes dos mapas.  

 

𝐾̂𝑤 =
∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑃𝑖𝑗 − ∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑃𝑖#𝑃#𝑗

𝑟
𝑗=1

𝑟
𝑖=1

𝑟
𝑗=1

𝑟
𝑖=1

1 − ∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑃𝑖#𝑃+𝑗
𝑟
𝑗=1

𝑟
𝑖=1

  ,                                                                 (𝐸𝑞. 45) 

 

Em que, 𝑤𝑖𝑗 = 1 − |𝑖 − 𝑗|/(𝑟 − 1) são os pesos lineares (CICCHETTI & 

ALLISON, 1971) para uma matriz de contingência com 𝑟 classes, para 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑟; 

𝑃𝑖𝑗 são as proporções conjuntas, ou seja, a contagem de pixels em cada célula da 
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matriz de contingência dividida por 𝑁, o número total de pixels do mapa, para 𝑖, 𝑗 =

1, … , 𝑟; 𝑃𝑖# = 𝑛𝑖#/𝑁 são as proporções marginais, em que 𝑛𝑖# representa a soma dos 

pixels da linha 𝑖 da matriz de contingência, 𝑖 = 1,… , 𝑟. 𝑃#𝑗 = 𝑛#𝑗/𝑁 são as proporçoes 

marginais, em que 𝑛#𝑗 representa a soma dos pixels da coluna 𝑗 da matriz de 

contingência, 𝑗 = 1,… , 𝑟. 

A interpretação da magnitude do índice Kappa Ponderado 𝐾̂𝑤 é equivalente à 

do índice Kappa 𝐾̂ (FLEISS; LEVIN; PAIK, 2003) em que, 𝐾̂𝑤 ≥ 0,75 indica uma alta 

similaridade, 0,4 <  𝐾̂𝑤 < 0,75 indica moderada similaridade e 𝐾̂𝑤 ≤ 0,4 indica uma 

fraca ou insuficiente similaridade. 
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5 ARTIGOS 

 

5.1 ARTIGO 1 - VARIABILIDADE ESPACIAL DA PRODUTIVIDADE DA SOJA E 

ATRIBUTOS DO SOLO: “HOLE EFFECT” E DIAGNÓSTICO LOCAL UTILIZANDO O 

MODELO DE WAVE 

 

Variabilidade espacial da produtividade da soja e atributos do solo: hole effect 

e diagnóstico local utilizando o Modelo de Wave1 

 

Resumo 
A soja é uma das commodities de maior importância comercial em escala global. Dessa forma, 
estudos em Agricultura de Precisão (AP) são essenciais para maximizar o retorno econômico 
e minimizar os impactos ambientais. Nesse contexto, a realização de interpolações para 
mapear a produtividade da soja e os atributos do solo desempenha um papel crucial na 
tomada de decisões e devem representar uma estimava eficiente das condições reais do 
campo. Entre os métodos existentes no estudo da AP, destaca-se a geoestatística, que utiliza 
informações sobre a estrutura de dependência espacial presente nos dados para gerar mapas 
interpolados com variância mínima. No entanto, a presença de algumas observações atípicas 
ou influentes podem distorcer a dependência espacial, questionando a eficiência dos mapas 
interpolados. Diante desse cenário, o intuito deste estudo foi desenvolver um diagnóstico de 
influência local na variável resposta, produtividade da soja, resistência do solo à penetração, 
teor de cobre e pH do solo, utilizando o modelo geoestatístico Wave, que caracteriza a 
dependência espacial presente nos dados, no caso da semivariância apresentar o efeito hole 
effect. Os resultados mostraram que a remoção de observações influentes provocou 
alterações nas estimativas dos parâmetros que definem a estrutura de dependência espacial 
e na construção dos mapas interpolados. Isso impacta a criação de zonas de manejo e/ou 
zonas de aplicação, considerando a lucratividade e os atributos do solo. Portanto, reforça-se 
a relevância do estudo da influência local em dados espaciais. 
 
Palavras-chave: Análise de dados espaciais. Diagnóstico de influência local; Geoestatística; 
krigagem. Mapa de produtividade. Máxima verossimilhança. 

 

5.1.1 Introdução 

 

A Agricultura de Precisão (AP) é uma abordagem inovadora que visa otimizar 

o manejo das culturas agrícolas, levando em conta a variabilidade espacial e/ou 

temporal dos fatores que afetam a produção. Essa abordagem traz diversos 

benefícios potenciais, tais como: melhoria da qualidade das colheitas, redução do 

impacto ambiental, aumento da sustentabilidade, garantia da segurança alimentar, 

 
1Artigo submetido ao periódico internacional Australian Journal of Crop Science, com classificação B2 
no QUALIS/CAPES na área de Ciências Agrárias. Aceito em: 28/06/2024. 
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promoção do desenvolvimento econômico e elevação da rentabilidade e da 

produtividade (ZAIN et al., 2024). 

Para implementar a AP, é necessário utilizar métodos que permitam descrever 

e modelar a variabilidade espacial dos fenômenos naturais, bem como estimar valores 

em locais não amostrados. A geoestatística é um dos principais métodos científicos 

para esse fim, pois oferece adaptações de técnicas clássicas da estatística para 

aproveitar a continuidade espacial dos dados (URIBE-OPAZO et al., 2023). Nesse 

contexto, a krigagem é um método de interpolação, considerado o melhor interpolador 

linear espacial de variância mínima (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 

A krigagem requer o ajuste de modelos teóricos ao semivariograma 

experimental, que é uma função que mede o grau de dependência espacial de uma 

variável georreferenciada (URIBE-OPAZO et al., 2012). Os modelos mais comuns 

utilizados em geoestatística são os modelos Exponencial, Esférico, Gaussiano e da 

família Matérn (CRESSIE, 2015), que são monotônicos e crescentes, ou seja, 

aumentam continuamente com o aumento da distância entre pontos.  

No entanto, em alguns casos, o semivariograma pode apresentar um 

comportamento não monotônico, ou seja, não aumenta continuamente com o 

aumento da distância, indicando que há valores altos cercados por valores baixos, 

gerando um movimento senoidal da função semivariância, sendo este efeito chamado 

de hole effect Para esses casos, o Modelo de  Wave é o mais indicado, pois consegue 

lidar de forma mais eficaz com a variação não monotônica do semivariograma 

(CARVALHO; VIEIRA; GREGO, 2009; DALPOSSO et al., 2022). 

Segundo Dalposso et al. (2022), negligenciar essas estruturas não 

monotônicas na análise pode resultar em interpretações errôneas, pois o modelo 

adotado pode não reproduzir os padrões de variabilidade espacial observados. Além 

disso, a presença de observações influentes pode alterar consideravelmente os 

resultados das análises de dependência espacial e, consequentemente, a construção 

dos mapas gerados pela krigagem.  

Para avaliar se as observações podem causar distorções nos modelos de 

dependência espacial, Cook (1986) propôs causar pequenas perturbações no modelo 

ou nos dados. Esta técnica é conhecida na literatura como influência local que leva 

em consideração a diferenciação geométrica, e o afastamento da verossimilhança, 

que é empregado como procedimento para avaliar a influência das observações 

(URIBE-OPAZO et al., 2012; DE BASTIANI et al., 2015). 
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A AP tem se beneficiado de diversos estudos de análise de influência local, 

como os propostos por Uribe-Opazo et al. (2012, 2021, 2023), De Bastiani et al. (2015) 

e Dalposso et al. (2021). Esses estudos contribuem para o avanço do conhecimento 

na área. Porém, ainda não há trabalhos que abordem o diagnóstico de influência local 

utilizando o Modelo Geoestatístico de Wave. 

Nesse contexto, o objetivo do estudo foi desenvolver e aplicar técnicas de 

diagnóstico da influência local na variável resposta ao empregar o Modelo de Wave 

para descrever a variabilidade espacial da produtividade da soja, determinante para a 

rentabilidade da cultura; teor de cobre no solo, que influencia o crescimento das 

plantas; pH do solo, que afeta a disponibilidade de nutrientes; e resistência à 

penetração do solo, que influencia o desenvolvimento das raízes. As técnicas de 

diagnóstico de influência local permitiram identificar observações influentes, 

destacando quais podem afetar as estimativas dos parâmetros, os valores previstos 

pelo modelo e a construção de mapas por meio da krigagem. 

 

5.1.2 Material e métodos 

 

5.1.2.1 Área de estudos de dados 

Os dados de produtividade da soja (Prod) [𝑡 ℎ𝑎−1], teor de cobre do solo (Cu) 

[𝑚𝑔 𝑑𝑚−3], pH do solo (pH) e resistência do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30 

m (𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚)) [MPa] foram selecionados devido à sua simetria. Esses dados 

foram coletados durante o ano-safra 2022/2023 em uma área comercial de 167,35 ha 

localizada na região Oeste do Paraná, Brasil, próximo à cidade de Cascavel, com as 

seguintes coordenadas geográficas: latitude 24º57'18"S, longitude 53º34' 29"W, e 

altitude média de 750 m (Figura 1). O clima regional é mesotérmico e temperado 

superúmido, tipo climático Cfa (Köppen), e seu solo é classificado como típico 

Latossolo Vermelho distrófico (SANTOS et al., 2018). 

Os 102 pontos amostrais foram definidos usando uma abordagem de 

amostragem lattice plus close pairs (DIGGLE & LOPHAVEN, 2006). Este tipo de 

amostragem combina uma grade regular de pontos com espaçamento ∆ e mais m 

pontos extras adicionais, que são colocados aleatoriamente dentro de um círculo de 

raio δ em torno de um ponto da grade, também escolhido aleatoriamente (DIGGLE & 

RIBEIRO JR., 2007; CHIPETA et al., 2017). Esses pontos foram coletados 

manualmente e rastreados com um dispositivo GPS. 
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Figura 1 Localização da área agrícola com 102 pontos amostrais. 

 
Fonte: Os autores (2024). 

 

5.1.2.2 Análise Geoestatística 

Para modelar a estrutura de dependência espacial de uma variável 

regionalizada, foi considerado um processo estocástico 𝒁 = {𝒁(𝒔), 𝒔 ∈ 𝑺} em que 𝒔 =

(𝑥, 𝑦)⊤ é um vetor representando um local específico na área de estudo 𝑺 ⊂  ℝ2, em 

que ℝ2 é o espaço euclidiano bidimensional. Supõe-se que os dados 𝒁 =

(𝑍(𝒔1),… , 𝑍(𝒔𝑛))
⊤
 constituem um processo estocástico estacionário de segunda 

ordem e isotrópico, coletados em locais conhecidos (𝒔1, … , 𝒔𝑛), e modelado pelo 

conjunto 𝒁 =  𝜇𝟏 + 𝜺, em que 𝜇 representa a média do processo constante, 𝟏 

representa um vetor de uns de 𝑛 × 1 e 𝜺 = (𝜀(𝒔1),… , 𝜀(𝒔𝑛))
⊤
 representa o vetor dos 

erros aleatórios, 𝑛 × 1, com distribuição normal n-variada, em que 𝐸(𝜺) = 𝟎 e matriz 

de covariância 𝚺, 𝑛 × 𝑛, sendo 𝚺 = 𝚺[(𝜎𝑖𝑗)] = 𝐶 (𝑍(𝒔𝑖), 𝑍(𝒔𝑗)) , 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛. 

Na forma paramétrica a matriz de covariância 𝚺 pode ser definida como 𝚺 =

 φ1𝑰𝑛 + 𝜑2𝑹(𝜑3), em que 𝑰𝑛 é a matriz identidade de dimensão 𝑛 × 𝑛, φ1 ≥ 0 é o 

parâmetro denominado efeito pepita, φ2 ≥ 0 é o parâmetro de contribuição, φ3 ≥ 0 é 

o parâmetro que define o alcance (𝑎 = 𝑔(φ3)) do modelo, e 𝑹(𝜑3) = [(𝑟𝑖𝑗)] é uma 

matriz simétrica e definida positiva. Os elementos 𝑟𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 representam a 

associação entre os pontos 𝒔𝑖 e 𝒔𝑗, onde 𝑟𝑖𝑗 = 1 se 𝑖 = 𝑗 e ℎ𝑖𝑗 = 0; 𝑟𝑖𝑗 = 0 se 𝑖 ≠ 𝑗 e 

φ2 = 0; e 𝑟𝑖𝑗 = φ2
−1𝐶(ℎ𝑖𝑗) se 𝑖 ≠ 𝑗 e φ2

−1 ≠ 0, onde 𝐶(ℎ𝑖𝑗) = 𝐶(𝑍(𝒔𝑖), 𝑍(𝒔𝑗)) é a função 
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de covariância teórica e ℎ𝑖𝑗 = ‖𝒔𝑖 − 𝒔𝑗‖ é a distância euclidiana entre 𝒔𝑖 e 𝒔𝑗 (URIBE-

OPAZO et al., 2012; DE BASTIANI et al., 2015). 

Para o estudo da estrutura de dependência espacial foram construídos 

semivariogramas omnidirecionais, empregando os estimadores de Função 

Semivariância de Matheron, conforme a Equação 1 (CRESSIE, 2015). 

 

𝛾(ℎ) =
1

2𝑁(ℎ)
∑(𝑍(𝒔𝑖 + ℎ) − 𝑍(𝒔𝑖))

2

𝑁(ℎ)

𝑖=1

,                                                                               (𝐸𝑞. 1) 

 

Em que, 𝛾(ℎ) é o estimador da função semivariância de Matheron 𝛾(ℎ) =

1

2
𝐸 [(𝑍(𝒔) − 𝑍(𝒔 + ℎ))

2
]; 𝑁(ℎ) é o número de pares de valores amostrados em 

localizações separadas pela distância ℎ; 𝑍(𝒔𝑖 + ℎ) é o valor da variável 𝑍 no ponto 

𝒔𝑖 + ℎ; 𝑍(𝒔𝑖) é o valor da variável 𝑍 no ponto 𝒔𝑖; 

O Modelo de Wave (OLEA, 2006), conforme a Equação 2, foi empregado para 

modelar as estruturas de dependência espacial, sendo que os parâmetros foram 

estimados pelo método de máxima verossimilhança (ML). Além do Modelo de Wave, 

os modelos Exponencial, Gaussiano e fFmília Matérn também foram empregados na 

análise (URIBE-OPAZO et al., 2023). 

 

𝛾(ℎ) = {
𝜑1 + 𝜑2 (1 −

𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) ,   ℎ > 0

                              0,                        ℎ = 0

  ,                                                                  (𝐸𝑞. 2) 

 

Para o Modelo de Wave, as derivadas de primeira e segunda ordem da 

estrutura de covariância 𝚺 =  φ1𝑰𝑛 + 𝜑2 (
𝜑3

ℎ
𝑠𝑖𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) são, conforme a Equação 3): 

 

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
= 𝑰𝑛;  

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
= 𝑹(𝜑3); 

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
= 𝜑2 [

1

ℎ
sin (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
)] ; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1
2 = 0;

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑2
=

0; 
𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑3
= 0; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2
2 = 0; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2𝜕𝜑3
=

1

ℎ
sin (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
) ; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑3
2 =

−
𝜑2ℎ

𝜑3
3 sin (

ℎ

𝜑3
)                                                                                                                            (𝐸𝑞. 3)  
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5.1.2.3 Máxima Verossimilhança (ML) 

Seja um modelo 𝑍~𝑁𝑛(𝜇𝟏, 𝚺) com média 𝜇𝟏 e matriz de covariância 𝚺 = 𝜑1𝑰𝑛 +

𝜑2𝑹(𝜑3), que depende apenas do vetor de parâmetros 𝝋 (DIGGLE & RIBEIRO JR, 

2007). O logaritmo da função verossimilhança é definido pela Equação 4, na qual o 

vetor de parâmetros desconhecidos do modelo 𝜽 = (𝜇,𝝋𝑇)𝑇 e 𝝋 = (𝜑1, 𝜑2, 𝜑3)
𝑇 pode 

ser estimado, maximizando o logaritmo da função verossimilhança (MARDIA & 

MARSHAL, 1984):  

ℒ(𝜽) = −(
𝑛

2
) log(2𝜋) −

1

2
log|𝚺| −

1

2
(𝒁 − 𝜇𝟏)𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝜇𝟏),                                             (4) 

 

As funções escore de 𝜽 = (𝜇,𝝋𝑇)𝑇 são: 𝑈(𝜇) =
𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝝁
= 𝟏𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝜇𝟏) e 𝑈(𝝋) =

𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝝋
 que tem como 𝑗-ésimo elementos 

𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝜑𝑗
= −

1

2
𝑡𝑟 {𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
} +

1

2
𝜺𝑇𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1𝜺, 

𝑗=1,2,3 e 𝜺 = (𝒁 − 𝜇𝟏). 

Para estimar os parâmetros 𝜇 e 𝝋 resolve-se os sistemas de equações 𝑈(𝜇) =

𝟎 e 𝑈(𝝋) = 𝟎. 

A matriz de informação observada é definida por ℒ(𝜽) = −𝑳(𝜽) e deve ser 

avaliada em 𝜽 = 𝜽̂, sua forma particionada é 𝑳(𝜽) = (
𝑳𝜇𝜇 𝑳𝜇𝝋
𝑳𝝋𝜇 𝑳𝝋𝝋

) em que, 𝑳𝜇𝜇 =

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜇𝜕𝜇𝑇
= −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1𝟏𝑛 ; 𝑳𝜇𝝋 = 𝑳𝝋𝜇
𝑇 =

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜇𝜕𝝋𝑇
, com elementos 

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜇𝜕𝜑𝑗
= −𝟏𝑇𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1𝜺, 𝑗 =

1, … , 𝑞; sendo, 𝜺 = (𝒁 − 𝜇𝟏), e 𝑳𝝋𝝋 =
𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋𝑇
, com elementos 

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
=

1

2
𝑡𝑟 {𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
−

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
)} +

1

2
𝜺𝑇𝚺−1 {

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
−

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
−

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
} 𝚺−1𝜺, 𝑖, 𝑗 =

1,2,3. 

A matriz de informação esperada é denominada como 𝑲(𝜽) = 𝐸[−𝑳(𝜽)], sendo 

uma matriz diagonal da seguinte forma 𝑲(𝜽) = (
𝑲(𝜇) 𝟎
𝟎 𝑲(𝝋)

), em que 𝑲(𝜇) =

𝐸[−𝑳𝜇𝜇] = 𝐸 [−
𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜇𝜕𝜇𝑇
] = 𝟏𝑛

𝑇𝚺−1𝟏𝑛 e 𝑲(𝝋) = 𝐸[−𝑳𝝋𝝋] = 𝐸 [−
𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋𝑇
], que tem como 

elementos 𝑘𝑖𝑗(𝜑) =
1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
] com 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑞 (URIBE-OPAZO et al., 

2012).  

Em especial para o Modelo de Wave, têm-se: 𝑲(𝜇) = 𝟏𝑛
𝑇𝚺−1𝟏𝑛; 𝑘11(𝜑) =

1

2
𝑡𝑟[𝚺−1𝑰𝑛𝚺

−1𝑰𝑛]; 𝑘12(𝜑) =
1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1𝑰𝑛𝚺

−1 𝜕𝚺

𝜕𝜑2
] = 𝑘21(𝜑); 𝑘13(𝜑) =

1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1𝑰𝑛𝚺

−1 𝜕𝚺

𝜕𝜑3
]; 
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𝑘22(𝜑) =
1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
]; 𝑘23(𝜑) =

1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
] = 𝑘32(𝜑); 𝑘33(𝜑) =

1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
], em que as derivadas 

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
 são definidas na Equação 3. 

Os erros padrão assintóticos podem ser calculados invertendo a matriz de 

informação 𝑲(𝜽) e calculando a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal 

𝑲(𝜽)−1 (URIBE-OPAZO et al., 2012;2023). 

 

5.1.2.4 Infkuência Local 

De Bastiani et al. (2015) propuseram uma perturbação generalizada na variável 

resposta 𝒁𝜔 = 𝒁 + 𝚺
1

2𝜔 em que 𝜔 é um vetor que pertence ao espaço de perturbações 

Ω. O logaritmo da função verossimilhança perturbado para o modelo normal é ℒ(𝜽𝜔) =

ℒ(𝜽|𝝎) = −(
𝑛

2
) log(2𝜋) −

1

2
log|𝚺| −

1

2
(𝒁𝝎 − 𝜇𝟏)

𝑇𝚺−1(𝒁𝝎 − 𝜇𝟏).  

Nesse estudo, a matriz 𝚫 = (𝚫𝜇
𝑇 , 𝚫𝜑

𝑇 )
𝑇
 avaliadas em 𝜽 = 𝜽̂ e em 𝝎 = 𝝎0, é da 

forma 𝚫𝜇 = −𝟏𝑛
𝑇𝚺−1𝚺

1

2; 𝚫𝜑 =
𝜕2ℒ(𝜽|𝝎)

𝜕𝝋𝜕𝝎𝑇
, que tem como elementos ∆𝜑𝒋= 𝜺

𝑇 [𝚺−1
𝜕𝑨

𝜕𝜑𝑗
−

𝑫𝑗𝑨], para 𝑗 = 1,… , 𝑞, em que 𝑨 = 𝚺
1

2, 𝜺 = 𝜺(𝝎0) = (𝒁 − 𝜇𝟏), e 𝑫𝑗 = 𝚺
−1 𝜕𝚺

𝜕𝝋𝑗
𝚺−1. 

Considere a matriz 𝑩 = 𝚫𝑇𝑳−1𝚫 em que, 𝑳 é a matriz de informação observada, 

o elemento 𝐶𝑖 = 2|𝑏𝑖𝑖|, para 𝑖 = 1,… , 𝑛, em que 𝑏𝑖𝑖 é o elemento da diagonal principal 

da matriz 𝑩. A partir da matriz 𝑩 pode-se utilizar o gráfico de 𝐶𝑖 em função de 𝑖 (ordem 

das observações) como técnica de diagnóstico para avaliar a existência de 

observações influentes. 

Seja 𝐿𝑚𝑎𝑥 o autovetor, normalizado, associado ao maior autovalor, em módulo, 

da matriz 𝐵. Segundo Cook (1986) o gráfico dos elementos |𝐿𝑚𝑎𝑥| em função de 𝑖 

(ordem das observações) pode revelar os elementos que, sob pequenas 

perturbações, exerce maior influência no afastamento da verossimilhança. 

 

5.1.2.5 Comparações 

A medida do grau de dependência espacial foi obtida pelo Índice de 

Dependência Espacial (SDI) (SEIDEL & OLIVEIRA, 2014), classificado conforme a 

Tabela 1 (NETO et al., 2018). Essa classificação é essencial para a interpretação dos 

resultados e a tomada de decisões com base na análise de dependência espacial nos 

modelos ajustados. 
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Tabela 1: Classificação do Índice de Dependência Espacial - SDI. 

Modelo MF Fraco Moderado Forte 

Wave 0,58900 SDI ≤ 11% 11% < SDI ≤ 24% SDI > 24% 

𝑆𝐷𝐼 = 𝑀𝐹 (
𝜑2

𝜑1+𝜑2
)𝑚𝑖𝑛 {1; (

𝑎

0,5𝑀𝐷
)} 100, MF: fator específico do modelo, 𝜑1: efeito pepita, 𝜑2: 

contribuição, a: alcance, MD: é a distância máxima entre dois pontos amostrados. 
Fonte: (SEIDEL & OLIVEIRA, 2016; NETO et al., 2018) 

 

A similaridade entre os mapas interpolados foi avaliada pelas estimativas dos 

Índices de Acurácia Kappa (𝐾̂) e Kappa Ponderado (𝐾̂𝑤) (COHEN, 1960; 1968). O 

índice Kappa Ponderado (𝐾̂𝑤) se baseia em pesos 𝑤𝑖𝑗 para quantificar as diferenças. 

A classificação do índice Kappa Ponderado é equivalente ao índice Kappa (FLEISS 

et al., 2003). 

 

5.1.2.6 Recurso Computacionais  

Todas as análises foram realizadas utilizando o software R (R CORE TEAM, 

2024). As semivariâncias foram calculadas utilizando as funções do pacote geoR, o 

qual também foi empregado para ajustar os modelos e produzir os mapas temáticos 

(RIBEIRO JR & DIGGLE, 2001). O pacote vcd foi utilizado para calcular o índice Kappa 

Ponderado (MEYER et al, 2021). 

 

5.1.3 Resultados e Discussões  

 

5.1.3.1 Análise Exploratória 

Durante o período do ano-safra 2022/2023, a produtividade média da soja na 

área monitorada foi de 1,533 𝑡 ℎ𝑎−1, considerada baixa em comparação com a 

produtividade estadual (3,860 𝑡 ℎ𝑎−1) e nacional (3,507 𝑡 ℎ𝑎−1) no mesmo período 

(CONAB, 2023). Esses resultados são inferiores aos encontrados por Dalposso et al. 

(2021) que conduziram estudos sobre a produtividade da soja na mesma cidade onde 

o experimento foi realizado.  

Os resultados também indicam que o teor médio de cobre no solo foi 

classificado como baixo (0,69 𝑚𝑔 𝑑𝑚−3), enquanto o valor médio do pH (5,82) foi 

considerado bom, (SANTOS & SILVA, 2001). Esse resultado é superior ao encontrado 

por Dalposso et al. (2018) que realizaram experimentos sobre o teor do pH no solo na 

mesma cidade onde o estudo foi realizado. Quanto à 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚, a média foi de 2,19 
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MPa, o que indica um baixo nível de compactação do solo, havendo pouca limitação 

ao desenvolvimento radicular, conforme os critérios de Canarache (1990).  

A produtividade da soja e o teor de cobre no solo apresentaram o maior valor 

para o coeficiente variação, sendo considerados heterogêneos (CV ≥ 30%). 

Resultados semelhantes aos encontrados por Maltauro et al. (2023) que efetuaram 

um ensaio na mesma região onde a pesquisa foi realizada. Nenhuma das variáveis 

em estudo apresentou outlier. 

 

Tabela 2: Análise descritiva das variáveis resposta. 

Estatísticas Prod Cu pH 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚 

Mínimo 0,330 0 4,60 1,23 
1º Quartil 1,045 0,38 5,50 1,89 
Mediana 1,442 0,68 5,90 2,22 
Média 1,533 0,69 5,82 2,19 
3º Quartil 1,988 1,02 6,20 2,47 
Máximo 2,909 1,73 6,70 2,96 
SD 0,607 0,43 0,43 0,38 
CV (%) 39,59 62,69 7,40 17,39 
𝑢̃3 0,38 0,21 -0,49 -0,20 

Kur -0,69 -0,84 0,04 -0,77 

SD: desvio padrão; CV: coeficiente de variação; 𝑢̃3: Coeficiente de assimetria; Kur: 
coeficiente de kurtose; Prod: produtividade da soja no ano-safra 2022/2023; Cu: cobre; 
𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚: resistência do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30m de profundidade. 
Fonte: Os autores (2024). 

 

A distribuição espacial dos valores amostrais foi analisada por meio do Gráfico 

post plot (Figura 2). Esse gráfico permite verificar a presença de agrupamentos e 

tendências direcionais de valores amostrais altos ou baixos.  

 

Figura 2 Postplot (a) produtividade da soja (Prod [𝑡 ℎ𝑎−1]), (b) teor de cobre do solo (Cu 

[𝑚𝑔 𝑑𝑚−3]), (c) pH do solo (pH) e (d) resistência do solo à penetração na camada de 0.21 a 
0.30 m de profundidade (𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚 [MPa]). 

 
Fonte: Os autores (2024).  
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A Figura 2a mostra que, em geral, os maiores valores de produtividade da soja 

(𝑡 ℎ𝑎−1) se localizam na região central e sul da área monitorada. A região norte e 

central, por sua vez, apresenta uma predominância de amostras nas duas classes 

inferiores do gráfico (valor mínimo até a mediana), o que indica uma região de menor 

produtividade.  

A Figura 2b revela que os maiores valores de Cobre estão concentrados na 

região sudoeste, que se destaca como a mais rica nesse nutriente. A Figura 2c indica 

que a maioria dos pontos estão entre o valor mínimo (4,6) e terceiro quartil (6,2), ou 

seja, estão próximos ao neutro, considerado adequado para a cultura. Por último, a 

Figura 2d indica que os maiores valores da 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚 estão localizados na região 

central e norte, sugerindo maior limitação ao crescimento radicular. 

 

5.1.3.2 Análise Espacial 

Para a análise da dependência espacial, foram consideradas 11 defasagens 

até a distância de 880 metros (ponto de corte de 50%) (CLARK, 1979). O 

semivariograma foi verificado nas direções 0º, 45º, 90º e 135º, confirmando que os 

dados são isotrópicos (GUEDES et al., 2013). 

A análise do semivariograma experimental revelou um comportamento 

oscilatório das semivariâncias, característica comum do hole effect. Esse efeito se 

manifesta quando valores elevados são sistematicamente cercados por valores 

baixos, e vice-versa, criando um padrão de alternância (Figura 3).  

Essa característica já foi relatada em outros trabalhos sobre Agricultura de 

Precisão (SANTRA et al., 2008; AMIRINEJAD et al., 2011; DALPOSSO et al., 2022) e 

foi melhor ajustado pelo Modelo geoestatístico Wave. Esse modelo é particularmente 

adequado para dados com periodicidade, que geram um “hole effect” devido às 

correlações positivas e negativas entre regiões distantes, fornecendo assim uma 

representação mais precisa da variabilidade espacial presente nos dados (MAHDI et 

al., 2020).  
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Figura 3 Semivariância experimental (a) produtividade da soja, (b) Cobre, (c) pH, (d) 
resistência do solo à penetração na camada de 0,21 a 0,30 metros de profundidade. 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Fonte: Os autoes (2024). 

 

Utilizando os critérios de Validação Cruzada (FARACO et al., 2008), critério de 

informação de Akaike - AIC (AKAIKE, 1973) e critério de informação bayesiano de 

Schwarz - BIC (SCHWARZ, 1978), o Modelo de Wave foi o que obteve o melhor 

desempenho para todas as variáveis em estudo (Tabela 3). 

Com base nos resultados do Índice de Dependência Espacial – SDI (Tabela 3), 

é evidente que a produtividade da soja está associada a uma forte dependência 

espacial entre as observações (SDI > 24%). Além disso, observa-se uma relação de 

moderada dependência espacial entre as observações para o Cu, pH e 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚 

(11% < SDI ≤ 24%).  

Esses resultados destacam a influência da distribuição espacial dessas 

variáveis nas características agronômicas e na produtividade da cultura da soja, 

fornecendo informações valiosas para a compreensão dos padrões de variabilidade 

no ambiente de cultivo. 
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Tabela 3: Parâmetros estimados por máxima verossimilhança e erros padrão assintóticos entre 
parênteses. 

Modelo 
de 

Wave* 
Prod Prod#85 Cu Cu#36 pH pH#99 

RSP0,21
-0,30m 

RSP0,21
-0,30m 

#46 

𝜇̂ 
1,794 

(0,356) 
1,777 

(0,355) 
0,686 

(0,080) 
0,687 

(0,081) 
5,837 

(0,049) 
5,846 

(0,062) 
2,198 

(0,113) 
2,195 

(0,113) 

𝜑̂1 
0,229 

(0,191) 
0,229 

(0,204) 
0,117 

(0,040) 
0,118 

(0,040) 
0,109 

(0,028) 
0,154 

(0,028) 
0,095 

(0,034) 
0,096 

(0,034) 

𝜑̂2 
0,481 

(0,391) 
0,501 

(0,402) 
0,061 

(0,033) 
0,061 

(0,033) 
0,077 

(0,029) 
0,030 

(0,021) 
0,049 

(0,039) 
0,048 

(0,039) 

𝜑̂3 
0,489 

(0,135) 
0,476 

(0,127) 
0,166 

(0,024) 
0,166 

(0,024) 
0,068 

(0,004) 
0,146 

(0,031) 
0,357 

(0,111) 
0,354 

(0,110) 
𝑎̂(𝑘𝑚) 1,462 1,424 0,498 0,497 0,610 0,438 1,068 1,060 
𝑆𝐷𝐼 39,90 40,42 11,38 11,36 16,84 4,76 20,04 19,83 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠 forte forte mod mod mod fraco mod mod 

*: parâmetros do Modelo de  Wave; 𝜇̂: média; 𝜑̂1: efeito pepita; 𝜑̂2: contribuição; 𝜑̂3: função de 

alcance; 𝑎̂: alcance; 𝑆𝐷𝐼: Índice de Dependência Espacial; 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠: classificação; Prod: produtividade 
da soja com todas as observações; Prod#85: produtividade da soja sem a observação influente 
#85; Cu: cobre com todas as observações; Cu#36: cobre sem a observação influente #36; pH#99: 
pH sem a observação influente #99; 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚: resistência do solo à penetração na camada 

0,21 a 0,30m de profundidade com todas as observações; 𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚#46: resistência do solo à 
penetração na camada 0,21 a 0,30m de profundidade sem a observação influente #46; mod: 
moderado. 

Fonte: Os autores (2024) 

 
 

5.1.3.3 Diagnóstico de Influência Local 

Os resultados da análise de influência local, (Figura 4), revelam as observações 

que têm uma influência significativa no afastamento da verossimilhança. As 

observações influentes são: #85 para a produtividade da soja; #36 para o teor de cobre 

no solo; #99 para o pH do solo; e #46 para a resistência do solo à penetração. 

Segundo apontam Leiva et al. (2020) e Uribe-Opazo et al. (2023), é importante 

notar que em estatística espacial, um ponto influente não é necessariamente um 

outlier e vice-versa. Essa distinção ressalta a complexidade das relações espaciais e 

a necessidade de considerar cuidadosamente a influência de pontos individuais nos 

resultados da análise. 

Para avaliar o efeito das observações influentes na análise da estrutura de 

dependência espacial e na elaboração do mapa temático, realizou-se a exclusão das 

observações influentes do banco de dados para cada variável, seguida de uma nova 

Análise de Variabilidade Espacial. Essa abordagem metodológica permite uma 

compreensão mais aprofundada da distribuição espacial das variáveis, considerando 

adequadamente a influência de observações individuais nos resultados da análise. 
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Figura 4 Gráficos de 𝐶𝑖 e |𝐿𝑚𝑎𝑥| em função da ordem das observações coletadas. (a) 𝐶𝑖 para 

a produtividade da soja; (b) |𝐿𝑚𝑎𝑥| para a produtividade da soja; (c) 𝐶𝑖 para o teor de cobre, 
(d) |𝐿𝑚𝑎𝑥| para o teor de cobre; (e) 𝐶𝑖 para o pH, (f) |𝐿𝑚𝑎𝑥| para o pH; (g) 𝐶𝑖 para a resistência 

do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30m de profundidade; (h) |𝐿𝑚𝑎𝑥| para a resistência 
do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30m de profundidade. 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

  
(e) (f) 

  
(g) (h) 

Fonte: Os autores (2024) 

 

Considerando esse novo contexto, sem a presença de observações influentes, 

os resultados estão detalhados na Tabela 3. De acordo com os critérios de Validação 

Cruzada (FARACO et al., 2008), o Critério de Informação de Akaike – AIC (AKAIKE, 

1973) e o Critério de Informação Bayesiano – BIC (SCHWARZ, 1978), para a 



61 
 

 

produtividade da soja sem observação #85 (Prod#85), também se selecionou o 

Modelo de Wave para descrever a variabilidade espacial continua, que apresentou 

valores semelhantes para os erros padrão assintóticos. 

Além disso, há uma redução da faixa de dependência espacial em 38 metros, 

mantendo ainda uma forte dependência espacial de acordo com o Índice de 

Dependência Espacial – SDI. Dessa forma, novamente, utilizou-se o Modelo de Wave 

para as demais variáveis em estudo, sem as observações influentes, para descrever 

a variabilidade espacial continua.  

Porém, observou-se alterações nos parâmetros estimados pelo modelo. No 

caso do cobre sem observação #36 (Cu#36), os valores são semelhantes aos erros 

padrão assintóticos. Com relação ao pH sem observação #99 (pH#99), houve uma 

redução substancial de 172 metros na faixa de dependência espacial, resultando na 

transição da classificação moderada para fraca segundo o Índice de Dependência 

Espacial – SDI (NETO et al., 2020). 

Por fim, para a 𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚) sem observação #46 (𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚)#46), foi 

observada uma redução no raio de dependência espacial de 8 metros, mantendo uma 

dependência espacial moderada de acordo com a Dependência Espacial Índice – SDI 

(NETO et al., 2020). 

 

5.1.3.4 Mapa Geoestatístico 

Com base na interpolação por krigagem ordinária e nas informações do Modelo 

de Wave que melhor se ajustou a função semivariância em todas as variáveis em 

estudo, foi gerado o mapa da produtividade da soja (𝑡 ℎ𝑎−1), do teor de cobre 

(𝑚𝑔 𝑑𝑚−3), do pH do solo e da 𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚 (MPa) (Figura 5). 

Ao comparar os mapas com todas as observações (Figura 5a) com aqueles 

sem a observação considerada influente (Figura 5b), observou-se que a distribuição 

espacial da produtividade da soja no ciclo 2022/2023 foi semelhante, segundo aos 

Índices de Acurácia Kappa e Kappa Ponderado (𝐾̂𝑤 ≥ 0,75), conforme demonstrado 

na Tabela 4. 

A análise comparativa entre o mapa temático do Cu considerando todos os 

pontos amostrais (Figura 5c) e o mapa excluindo a observação influente #36 (Cu#36) 

(Figura 5 d) nota-se uma semelhança na distribuição espacial dos valores de cobre 

na área de estudo. 
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Figura 5 Mapa temático: (a) produtividade da soja com todas as observações; (b) 
produtividade da soja sem observação influente #85; (c) teor de cobre com todas as 
observações; (d) teor de cobre sem observação influente #36; (e) pH com todas as 
observações; (f) pH sem observação influente #99; (g) resistência do solo à penetração na 
camada de 0,21 a 0,30 metros de profundidade com todas as observações; (h) resistência do 
solo à penetração na camada de 0,21 a 0,30 metros de profundidade sem observação 
influente #46. 

 
Fonte: Os autoes (2024). 

 

O teor de Cu é um elemento essencial na fase reprodutiva das plantas e 

consequentemente na determinação da produtividade e qualidade das culturas, além 

de ser importante para a resistência da soja a doenças (HANSCH; MENDEL, 2009). 

Neste sentido, é crucial garantir uma análise mais eficiente da variabilidade espacial 

para que as plantas recebam uma quantidade adequada de cobre na sua dieta 

nutricional para um desenvolvimento sustentável e uma produção agrícola satisfatória. 

Ao comparar os mapas de pH considerando todos os pontos (Figura 5e) e sem 

a observação #99 (pH#99) (Figura 5f), que é considerado influente, observam-se 

diferenças nas áreas de estudo, com diminuição da área na extremidade superior da 

classe de 6,10 a 6,31. A principal alteração ocorre na redução da área correspondente 

à classe de teor de pH médio, valores abaixo de 5,50, conforme classificação de 

Santos e Silva (2001). 

Segundo Fagundes et al. (2018), para o cultivo da soja é importante que o pH 

do solo permaneça dentro da faixa ideal de 5,7 a 7,0 para garantir o bom 

desenvolvimento das plantas e uma produção satisfatória. Vale ressaltar que o pH do 

solo é influenciado por diversos fatores, como adição de fertilizante, presença de 
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matéria orgânica e tipo de solo. Neste sentido, é crucial monitorizar e ajustar o pH do 

solo para garantir uma nutrição adequada das plantas e uma elevada produtividade 

agrícola. 

Ao comparar os dois mapas para a 𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚), com todas as observações 

(Figura 5 g) e sem a observação influente #46 (𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚)#46) (Figura 5 h), nota-

se semelhança na distribuição espacial dos valores de 𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚) na área de 

estudo. A compactação do solo é um fenômeno que ocorre quando uma força externa 

é aplicada à superfície do solo, alterando sua estrutura e propriedades (KELLER et 

al., 2019; VANDERHASSELT et al., 2023).  

Neste estudo, constatou-se que a área mais afetada pela compactação do solo 

foi a região norte da propriedade, onde o terreno apresenta leve declive. Esta região 

também apresenta maior tráfego de máquinas, principalmente durante manobras de 

retorno, aumentando a pressão sobre o solo. 

 

 5.1.3.5 Comparação de Mapas  

Com a utilização das estimativas dos Índices de Acurácia Kappa (𝐾̂) e Kappa 

Ponderado (𝐾̂𝑤) adota-se uma abordagem não subjetiva para a análise comparativa 

de mapas, permitindo a quantificação das diferenças observadas visualmente nos 

mapas. Para a maioria das variáveis em estudo, observa-se uma alta similaridade 

entre os mapas que consideram todas as observações e aqueles que descartam as 

observações influentes (𝐾̂𝑤 ≥ 0.75), como demonstrado na Tabela 4. 

 

Tabela 4: Índice Kappa (𝐾̂) e Kappa Ponderado (𝐾̂𝑤) para a comparação entre os mapas 
obtidos com todos as observações e os mapas obtidos excluindo-se as observações 
influentes. 

Comparação 𝐾̂ 𝐾̂𝑤 

Prod × Prod#85 0.967 0.991 

Cu × Cu#36 0.992 0.998 

pH × pH#99 0.245 0.452 

𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚 × 𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚#46 0.980 0.996 

Classificação: 𝐾̂𝑤  ≥ 0.75 indica alta similaridade entre os mapas; 0.4 < 𝐾̂𝑤< 0.75 indica 

moderada similaridade; 𝐾̂𝑤≤ 0.4 indica baixa similaridade; Prod: produtividade da soja com 
todas as observações; Prod#85: produtividade da soja sem a observação influente #85; Cu: 
cobre com todas as observações; Cu#36: cobre sem a observação influente #36; 
𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚: resistência do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30 metros de 
profundidade com todas as observações; 𝑅𝑆𝑃0.21−0.30𝑚#46: resistência do solo à 
penetração na camada 0,21 a 0,30 metros de profundidade sem a observação influente 
#46. 

Fonte: Os autores (2024).  
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5.1.4 Conclusões 

 

O Modelo de Wave se destacou em relação aos demais modelos, sendo o mais 

adequado para caracterizar a estrutura de dependência espacial da produtividade da 

soja e dos atributos do solo para o ano-safra em estudo. Os mapas temáticos gerados 

não só permitiram a predição de variáveis em locais não amostrados dentro da área 

de estudo, bem como a criação de zonas de aplicação, considerando a produtividade 

e os atributos do solo. Essa abordagem permite a aplicação localizada de insumos, 

visando maximizar o retorno econômico e minimizar os impactos ambientais, 

resultando em um manejo agrícola eficiente. 

Além disso, a identificação e remoção de observações influentes provocaram 

alterações nas estimativas dos parâmetros que definem a estrutura de dependência 

espacial, impactando diretamente nas características dos setores dos mapas de 

produtividade da soja e atributos do solo. Ressalta-se, ainda, a importância da 

realização de estudos de diagnóstico de influência local em análises geoestatísticas 

para garantir a robustez e precisão dos resultados obtidos. 

Digno de nota é a potencial aplicabilidade da metodologia apresentada neste 

trabalho para estudar a produtividade de outras culturas e diferentes atributos do solo 

em diversas áreas e em diferentes períodos, ampliando assim seu alcance e 

relevância no contexto da Agricultura de Precisão e do manejo sustentável e racional 

de recursos naturais. 
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5.2 ARTIGO 2 – ANÁLISE DA DEPENDÊNCIA ESPACIAL DA PRODUTIVIDADE DA 

SOJA UTILIZANDO COVARIÁVEIS E O MODELO ESPACIAL LINEAR GAUSSIANO2 

 

ANÁLISE DA DEPENDÊNCIA ESPACIAL DA PRODUTIVIDADE DA SOJA 

UTILIZANDO COVARIÁVEIS E O MODELO ESPACIAL LINEAR GAUSSIANO 

 

Resumo 
A interação entre a produtividade da soja e os atributos físicos e químicos do solo é crucial 
para desenvolver estratégias que aumentem o retorno econômico, reduzam os custos e 
minimizem os impactos ambientais. Este estudo, realizado em uma área comercial de 172,03 
ha durante o ano-safra de 2022/2023, utilizou como covariáveis o teor de cálcio (Ca), cobre 
(Cu), acidez do solo (pH), potássio (K), fósforo (P) e a resistência do solo à penetração (RSP) 
para explicar a produtividade da soja (Prod). A metodologia combinou o método de 
interpolação Thin Plate Spline (TPS) para interpolar os atributos químicos e físicos do solo, 
considerados como covariáveis fixas e usados como drift no Modelo de Krigagem com drift 
externo, aplicado para interpolar a produtividade da soja. Essa integração de métodos se 
mostrou altamente eficaz para aprimorar as estimativas em áreas não amostradas, 
oferecendo uma visão espacial detalhada e precisa. Além disso, novas técnicas de 
diagnóstico de influência local foram desenvolvidas para dados espaciais utilizando o modelo 
geoestatístico Wave, que é particularmente útil quando a semivariância apresenta o efeito 
hole effect. Os resultados mostraram que a remoção de observações localmente influentes 
altera significativamente as predisões do Modelo de Wave, ressaltando a importância de 
excluir tais observações para garantir estimativas confiáveis dos parâmetros de dependência 
espacial. A significância dos parâmetros das covariáveis no modelo final de variabilidade foi 
avaliada por meio do teste de razão de verossimilhança sobre o vetor de parâmetros 

estimados (𝜷̂), permitindo identificar as covariáveis que compõem o Modelo de variabilidade 
espacial. O mapa de produtividade da soja, gerado a partir dessas covariáveis, oferece 
informações valiosas para a definição de zonas de manejo, o que não apenas potencializa a 
lucratividade ao melhorar a eficiência no uso de insumos, mas também promove uma 
agricultura mais sustentável e ambientalmente responsável. 

 
Palavras-chave: geoestatística; influência local; krigagem com drift externo; Modelo Wave; 
máxima verossimilhança; Thin Plate Spline. 

 

5.2.1 Introdução 

 

A cultura da soja (Glycine max L.) é fundamental para a agricultura global, com 

impactos econômicos e ambientais significativos (TEHULIE et al., 2021). A eficiência 

e sustentabilidade dessa cultura dependem do entendimento da variabilidade espacial 

dos atributos químicos de físicos do solo que afetam diretamente a produtividade da 

soja. Tais atributos são importantes, visto que a soja é a base para produtos 

 
2 Artigo submetido ao periódico internacional Australian Journal of Crop Science, com classificação B2 
no QUALIS/CAPES na área de Ciências Agrárias. 
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essenciais à saúde humana (CHI et al., 2021), à nutrição animal (MONTEIRO et al., 

2021) e à produção de biodiesel (ZHU et al., 2021). 

Diante da relevância estratégica da soja, pesquisas em Agricultura de Precisão 

(AP) são cruciais para otimizar ganhos econômicos e minimizar os impactos 

ambientais. A AP, como metodologia inovadora, ajusta o manejo agrícola à 

variabilidade espacial dos fatores que afetam a produção, possibilitando benefícios 

como melhoria na qualidade das colheitas, redução ecológica, fortalecimento da 

sustentabilidade, segurança alimentar, estímulo ao crescimento econômico e 

aumento da lucratividade e produtividade (ZAIN et al., 2024). 

A implementação efetiva da AP requer o uso de métodos capazes de descrever 

e modelar a variabilidade espacial dos fenômenos naturais, bem como estimar valores 

em locais não amostrados. Nesse contexto, a geoestatística emerge como um método 

científico primordial, adaptando técnicas estatísticas tradicionais para capitalizar a 

estrutura de dependência espacial presente nos dados amostrados (URIBE-OPAZO 

et al., 2021; 2023). 

A estimativa dos parâmetros relacionados à produtividade das culturas e dos 

atributos do solo são de extrema importância para a adoção de práticas de manejo 

diferenciadas em áreas heterogêneas, sendo uma componente chave no 

planejamento agrícola para a instalação e manejo eficiente das culturas (SILVA et al., 

2008). A interpolação espacial de dados é uma prática recorrente em estudos que 

correlacionam a produtividade da soja com os atributos do solo, e diversas 

publicações têm abordado essa temática (MAURO et al., 2018; DALPOSSO et al., 

2021; DANESH et al., 2022; PEREIRA et al., 2022). 

Entre as diversas técnicas de interpolação espacial, a krigagem destaca-se 

frequentemente na AP pela sua eficácia (KILIÇ et al., 2022; MAITI & MITRA, 2022). 

Originada nos trabalhos pioneiros do engenheiro de minas Daniel G. Krige (KRIGE, 

1951) e refinada pelo matemático e geólogo Georges Matheron (1962), a krigagem 

baseia-se na teoria das variáveis regionalizadas, um pilar da geoestatística. Este 

método é conhecido como o melhor estimador linear não-tendencioso de mínima 

variância (Best Linear Unbiased Estimated - BLUE) (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 

Alternativamente, os métodos de Função de Base Radial (RBF), como o Thin 

Plate Spline (TPS), desenvolvido por Duchon (1976), oferecem uma abordagem 

distinta para interpolações espaciais, gerando superfícies suaves que se assemelham 

à flexão de uma placa metálica fina sobre pontos fixos (BUNN et al., 2020). O TPS 
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tem sido aplicado em uma variedade de estudo, incluindo mapeamento de 

precipitação (KATIPOĞLU, 2022), análise das condições ambientais do ar 

(KÜÇÜKTOPCU; CEMEK, 2022) e identificação de poluentes em locais contaminados 

(QIAO et al., 2019).  

Curiosamente, o TPS é considerado um caso particular de krigagem, 

compartilhando uma estrutura computacional semelhante (HUTCHINSON, 1995), 

mas distinguindo-se em aspectos teóricos e práticos. Uma das principais diferenças 

está na independência do TPS em relação à estimativa preliminar da estrutura de 

covariância (HUTCHINSON & GESSLER, 1994). Além disso, o TPS se destaca pela 

sua flexibilidade ao não depender de uma distribuição de probabilidade específica das 

variáveis, nem de um número mínimo de amostras, uma ccaracterística especialmente 

vantajosa para dados esparsos (HE & LI, 2024). Em contraste, a krigagem tradicional 

recomenda pelo menos 30 pares de pontos para o cálculo da semivariância 

(JOURNEL; HUIJBREGTS, 1978). 

Apesar de sua comprovada eficácia em diversos campos, o uso do TPS para 

interpolação de covariáveis na Agricultura de Precisão (AP) permanece relativamente 

inexplorado. Este trabalho visa preencher essa lacuna ao demonstrar o potencial do 

TPS na estimativa de valores de covariáveis, fornecendo uma base mais detalhada e 

precisa para a geração de mapas de produtividade de soja. 

Nesse contexto, a metodologia adotada integra as vantagens do TPS e da 

krigagem com drift externo, aplicando o TPS para interpolar covariáveis químicas e 

físicas do solo, consideradas como variáveis fixas, enquanto a krigagem com drift 

externo estima a produtividade da soja. As estimativas de covariáveis obtidas pelo 

TPS para cada pixel do mapa (de 5 x 5 metros) são usadas como drift no Modelo de 

Krigagem, oferecendo uma abordagem espacial integrada. Esse método contribui 

para um manejo agrícola mais eficiente, promovendo a otimização dos recursos e a 

sustentabilidade na produção de soja. 

A combinação entre TPS e krigagem com drift externo representa um avanço 

significativo na precisão e confiabilidade dos dados espaciais, abrindo novas 

perspectivas para futuras pesquisas e práticas agrícolas mais eficientes e 

sustentáveis. 
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5.2.2 Material e Métodos 

 

5.2.2.1 Área de estudo 

Os dados de produtividade da soja (Prod) [𝑡 ℎ𝑎−1], do teor de Cálcio no solo 

(Ca) [𝑐𝑚𝑜𝑙𝑐 𝑑𝑚−3], teor de Cobre do solo (Cu) [𝑚𝑔 𝑑𝑚−3], teor de Potássio (K) 

[𝑐𝑚𝑜𝑙𝑐 𝑑𝑚−3], teor de Fósforo (P) [𝑚𝑔 𝑑𝑚−3], pH do solo (pH) e a resistência do solo 

à penetração na camada 0.21 a 0.30 m (𝑅𝑆𝑃(0.21 𝑎 0.30𝑚)) [MPa], foram selecionados 

devido à sua importância para o desenvolvimento da soja . Esses fatores são cruciais, 

pois a disponibilidade de nutrientes, o equilíbrio da acidez do solo e a resistência do 

solo à penetração podem afetar diretamente o crescimento radicular, a absorção de 

água e nutrientes, além de impactar a produtividade da cultura (HANSCH & MENDEL, 

2009; FAGUNDES et al., 2018; KELLER et al., 2019; VANDERHASSELT et al., 2023).  

Os dados foram coletados durante o ano-safra 2022/2023 em uma área 

comercial de 172,03 ha localizada na região oeste do Paraná, Brasil, no município de 

Cascavel, com coordenadas geográficas aproximadas de 24º57’18”S para latitude, 

53º34’29”W para longitude e altitude média de 750 m (Figura 1). O clima regional é 

mesotérmico e super húmido temperado, tipo climático Cfa (Köppen) e seu solo é 

classificado como Latossolo Vermelho Distroférrico típico de contextura argilosa 

(SANTOS et al., 2018). 

 

Figura 1 Localização da área monitorada e o posicionamento dos 102 pontos amostrais. 

 
Fonte: Os autores (2024). 
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Os 102 pontos amostrais foram definidos por meio de uma amostragem lattice 

plus close pairs (DIGGLE & RIBEIRO JR., 2007). Esse tipo de amostragem mescla 

uma grade regular de pontos com espaçamento Δ (141 metros), a qual são 

acrescentados 𝑚 pontos extras distribuídos aleatoriamente dentro de um círculo de 

raio 𝛿, sendo um com 75 metros e outro com 5 metros, ao redor de um ponto da grade 

também escolhidos de forma aleatória (DIGGLE & RIBEIRO JR., 2007; CHIPETA et 

al., 2017). Essa abordagem cria uma cobertura espacial mais densa e uniforme, 

atenuando o efeito pepita, o que aumenta a precisão das estimativas espaciais. Os 

dados foram coletados manualmente e georreferenciados por GPS, assegurando alta 

fidelidade nas posições amostrais. 

 

5.2.2.2 Análise Exploratória 

Realizou-se uma análise exploratória, na qual foram calculadas medidas de 

tendência central, variabilidade e assimetria. Para visualizar as distribuições e 

identificar possíveis valores discrepantes (outliers) nos dados amostrais, foram 

elaborados gráficos boxplots. Além disso, para observar o comportamento espacial 

dos pontos amostrais, foram construídos gráficos postplots. 

 As tendências direcionais, que representam uma associação linear entre os 

valores dos atributos químicos do solo e as coordenadas dos eixos X e Y, foram 

avaliadas pelo coeficiente de correlação linear de Pearson (r), considerando-se que 

valores absolutos acima de 0,30 indicam tendência direcional, conforme 

recomendação de Callegari-Jaques (2003). 

 

5.2.2.3 Análise Geoestatística 

Para modelar a estrutura de dependência espacial de uma variável 

regionalizada, considerou-se um processo estocástico 𝒁 = {𝒁(𝒔), 𝒔 ∈ 𝑺} em que 𝒔 =

(𝑥, 𝑦)⊤ representa um local específico na área de estudo 𝑺 ⊂ ℝ2, onde ℝ2 é o espaço 

euclidiano bidimensional. Supõe-se que os dados 𝒁 = (𝑍(𝒔1),… , 𝑍(𝒔𝑛))
⊤ constituem 

um processo estocástico estacionário de segunda ordem e isotrópico, coletados em 

locais conhecidos (𝒔1, … , 𝒔𝑛). 

Esse processo é modelado pelo conjunto 𝒁 = 𝝁(𝒔) + 𝜺(𝒔), onde o termo 

determinístico 𝝁(𝒔) é um vetor 𝑛 × 1 das médias do processo 𝒁(𝒔), 𝜺 =

(𝜀(𝒔1),… , 𝜀(𝒔𝑛))
⊤
 representa o vetor de erros aleatórios, 𝑛 × 1, com distribuição 
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normal n-variada, em que 𝐸[𝜀(𝒔)] = 𝟎 e matriz de covariância 𝚺, de dimensão 𝑛 × 𝑛, 

é definida como 𝚺 = 𝚺[(𝜎𝑖𝑗)] = 𝑪(𝒔𝒊, 𝒔𝒋), 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛 (URIBE-OPAZO et al., 2012; 

2023).  

O vetor de médias 𝝁(𝒔) pode ser representado por um modelo linear espacial 

da forma 𝝁(𝒔) = 𝑿𝜷, onde 𝑿 = 𝑿(𝒔) = [1, 𝑥𝑗1(𝒔),… , 𝑥𝑛𝑝(𝒔)] é uma matriz de 

dimensões 𝑛 × (𝑝 + 1) de variáveis explicativas, para 𝑗 = 1,… , 𝑛 e 𝜷 = (𝛽0, … , 𝛽𝑝)
⊤
é 

um vetor (𝑝 + 1) × 1 de parâmetros desconhecidos que necessitam ser estimados 

(URIBE-OPAZO et al., 2012; 2023), que fornecem uma base sólida para a 

compreensão da variabilidade espacial em contextos agrícolas. 

A matriz de covariância 𝚺 é simétrica e definida positiva, com elementos 𝑪(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) 

que dependem da distância Euclidiana 𝑑𝑖𝑗 = ‖𝒔𝑖 − 𝒔𝑗‖ entre os pontos 𝒔𝑖 e 𝑠𝑗, sendo 

por vezes denotado por 𝑪(𝑑𝑖𝑗) ou 𝑪(𝑑). A estrutura da matriz 𝚺 é influenciada pelos 

parâmetros 𝜑 = (𝜑1, … , 𝜑𝑠)
⊤ conforme estabelecido pela Equação 1 (URIBE-OPAZO 

et al., 2012; 2023): 

 

𝚺 = 𝜑1𝑰𝑛 + 𝜑2𝑹(𝜑3),                                                                                                                  (𝐸𝑞. 1) 

 

Em que: 𝜑1 ≥ 0 é conhecido como efeito pepita; 𝜑2 ≥ 0 como contribuição; 𝑹 =

𝑹(𝜑3) = [(𝑟𝑖𝑗)] é uma matriz simétrica 𝑛 × 𝑛, em função de 𝜑3 > 0, com elementos na 

diagonal 𝑟𝑖𝑖 = 1, 𝑗 = 1,… , 𝑛; 𝑟𝑖𝑗 = 𝜑2
−1𝑪(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) para 𝜑2 ≠ 0 e 𝑟𝑖𝑗 = 0 para 𝜑2 = 0, 𝑖 ≠

𝑗 = 1,… , 𝑛 onde 𝑟𝑖𝑗 é dependente de 𝑑𝑖𝑗; 𝜑3 é determinado pelo Modelo de  Alcance 

(𝑎 = 𝑔(𝜑3)) (URIBE-OPAZO et al., 2012; 2023). 

Para investigar a estrutura de dependência espacial, foram construídos 

semivariogramas omnidirecionais utilizando os estimadores de Função Semivariância 

de Matheron, como exposto na Equação 2 (CRESSIE, 2015). 

 

𝛾(ℎ) =
1

2𝑁(ℎ)
∑ [(𝑍(𝑠𝑖) − 𝑍(𝑠𝑖 + ℎ))

2
]

𝑁(ℎ)

𝑖=1

,                                                                           (𝐸𝑞. 2) 

 

Em que: 𝛾(ℎ) é o estimador da função semivariância de Matheron; 𝑁(ℎ) é o 

número de pares de valores amostrados em localizações separadas pela distância ℎ; 
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𝑍(𝒔𝒊 + ℎ) são os valores da variável 𝑍 nos pontos 𝒔𝒊 + ℎ; 𝑍(𝒔𝒊) são os valores da 

variável 𝑍 nos pontos 𝑠𝑖. 

O Modelo de Wave, conforme descrito por Olea (2006) e demonstrado na 

Equação 3, foi empregado para modelar as estruturas de dependência espacial, com 

os parâmetros estimados pelo método de máxima verossimilhança (ML). Além do 

Modelo de Wave, os modelos Exponencial, Gaussiano e Família Matérn, com valores 

de k = 0,7; 1,0 e 2,0, foram utilizados na análise (URIBE-OPAZO et al., 2023). Os 

melhores ajustes foram escolhidos pelos critérios de Validação Cruzada (FARACO et 

al., 2008), Critério de Informação de Akaike – AIC (AKAIKE, 1973) e Critério de 

Informação Bayesiano de Shwarz – BIC (SHWARZ, 1978). 

 

𝛾(ℎ) = {
𝜑1 + 𝜑2 (1 −

𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) ,   ℎ > 0

                              0,                        ℎ = 0

  ,                                                                  (𝐸𝑞. 3) 

 

Para o Modelo de Wave, as derivadas de primeira e segunda ordem da 

estrutura de covariância 𝚺 =  φ1𝑰𝑛 + 𝜑2 (
𝜑3

ℎ
𝑠𝑖𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) são, como exposto na Equação 

4: 

 

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
= 𝑰𝑛;  

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
= 𝑹(𝜑3); 

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
= 𝜑2 [

1

ℎ
sin (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
)] ; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1
2 = 0;

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑2
=

0; 
𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑3
= 0; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2
2 = 0; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2𝜕𝜑3
=

1

ℎ
sin (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
) ; 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑3
2 =

−
𝜑2ℎ

𝜑3
3 sin (

ℎ

𝜑3
)                                                                                                                          (𝐸𝑞. 4)  

 

5.2.2.4 Máxima Verossimilhança (ML) 

Em um contexto de modelagem geoestatística, considera-se um modelo 

𝒁~𝑁𝑛(𝑿𝜷, 𝚺) com média 𝑿𝜷 e matriz de covariância 𝚺 = 𝜑1𝑰𝑛 + 𝜑2𝑹(𝜑3), que 

depende exclusivamente do vetor de parâmetros 𝝋 (DIGGLE; RIBEIRO, 2007). O 

logaritmo da função verossimilhança, essencial para a inferência estatística em 

modelos espaciais, é definido pela Equação (5).  

O vetor de parâmetros desconhecidos 𝜽 = (𝜷⊤, 𝝋⊤) com 𝜷 = (𝛽0, … , 𝛽𝑝)
⊤
 e 𝝋 =

(𝜑1, 𝜑2, 𝜑3)
𝑇 pode ser estimado maximizando o logaritmo da função verossimilhança 
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(MARDIA; MARSHAL, 1984). Essa abordagem fornece um método robusto para a 

estimação de parâmetros em modelos geoestatísticos aplicados. 

 

ℒ(𝜽) = −(
𝑛

2
) log(2𝜋) −

1

2
log|𝚺| −

1

2
(𝒁 − 𝑿𝜷)𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝑿𝜷),                                      (𝐸𝑞. 5) 

 

As funções escores de 𝜽 = (𝜷⊤, 𝝋⊤) são: 𝑼(𝜷) =
𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝜷
= 𝑿𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝑿𝜷) e 

𝑼(𝝋) =
𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝝋
 que tem como 𝑗-ésimo elemento 

𝜕ℒ(𝜽)

𝜕𝜑𝑗
= −

1

2
𝑡𝑟 {𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
} +

1

2
𝜺𝑇𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1𝜺, 𝑗 = 1,2,3 e 𝜺 = (𝒁 − 𝑿𝜷). 

Para estimar os parâmetros 𝜷 e 𝝋 resolve-se os sistemas de equações 𝑼(𝜷) =

𝟎 e 𝑼(𝝋) = 𝟎. 

A matriz de informação observada é definida por ℒ(𝜽) = −𝑳(𝜽) e deve ser 

avaliada em 𝜽 = 𝜽̂, sua forma particionada é 𝑳(𝜽) = (
𝑳𝜷𝜷 𝑳𝜷𝝋
𝑳𝝋𝜷 𝑳𝝋𝝋

) em que, 𝑳𝜷𝜷 =

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜷𝑇
= −𝑿𝑛

𝑇𝚺−1𝑿𝑛; 𝑳𝜷𝝋 = 𝑳𝝋𝜷
𝑇 =

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝝋𝑇
, com elementos 

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜑𝑗
= −𝑿𝑇𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1𝜺, 𝑗 =

1, … , 𝑞; sendo, 𝜺 = (𝒁 − 𝑿𝜷), e 𝑳𝝋𝝋 =
𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋𝑇
, com elementos 

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
=

1

2
𝑡𝑟 {𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
−

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
)} +

1

2
𝜺𝑇𝚺−1 {

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
−

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
−

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
} 𝚺−1𝜺, 𝑖, 𝑗 =

1,2,3. 

A matriz de informação esperada é da forma 𝑲(𝜽) = 𝐸[−𝑳(𝜽)], é uma matriz 

diagonal de forma 𝑲(𝜽) = (
𝑲(𝜷) 𝟎
𝟎 𝑲(𝝋)

), em que 𝑲(𝜷) = 𝐸[−𝑳𝜷𝜷] = 𝐸 [−
𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝜷𝜕𝜷𝑇
] =

𝑿𝑛
𝑇𝚺−1𝑿𝑛 e 𝑲(𝝋) = 𝐸[−𝑳𝝋𝝋] = 𝐸 [−

𝜕2ℒ(𝜽)

𝜕𝝋𝜕𝝋𝑇
], que tem como elementos 𝑘𝑖𝑗(𝝋) =

1

2
𝑡𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
] com 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑞 (URIBE-OPAZO et al., 2012). 

Os erros padrão assintóticos podem ser calculados invertendo a matriz de 

informação 𝑲(𝜽) e calculando a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal 

𝑲(𝜽)−1 (URIBE-OPAZO et al., 2012; 2023). 

 

5.2.2.5 Thin Plate Spline – TPS 

A técnica Thin Plate Spline (TPS) oferece uma abordagem única para a 

interpolação espacial. Para descrever as propriedades matemáticas doTPS e torná-
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las mais plausíveis, analogias mecânicas são utilizadas (KELLER & BORKOWSKI, 

2019). Imagine uma placa metálica flexível e fina, fixada em pontos correspondentes 

às amostras do terreno agrícola. Ao deformar essa placa para que passe em cada 

ponto amostral, o TPS modela a superfície de maneira a minimizar a energia total de 

curvatura, resultando em uma superfície suave e contínua (BALEK & MIZERA, 2013; 

KELLER & BORKOWSKI, 2019), que captura de forma mais precisa as variações 

espaciais.  

Essa metodologia se destaca pela suavidade e robustez, sendo amplamente 

aplicada na interpolação de dados georreferenciados. O princípio básico do TPS está 

fundamentado na dependência espacial dos dados: primeiro, ajusta-se uma função 

espacial que interpola os pontos amostrais e minimiza a energia de flexão. Assim, os 

valores de qualquer ponto da superfície podem ser estimados por essa função 

ajustada (BINDHU; NARASIMHAN; SUDHEER, 2013; CHEN et al., 2014). 

Segundo Bookstein (1989), a placa metálica é representada por uma função 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) e a energia de curvatura de em um ponto de coordenadas (𝑥, 𝑦), é 

quantificada pela integral dupla expressa na Equação 6: 

 

𝐼𝑓 = ∬ [(
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
)

2

+ 2(
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ (
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
)

2

]
∞

−∞

𝑑𝑥𝑑𝑦,                                                           (𝐸𝑞. 6) 

 

A Função Spline que minimiza essa energia de curvatura é descrita pela 

Equação 7: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 +∑𝑤𝑖𝑈(𝑟)

𝑛

𝑖=1

,                                                                                      (𝐸𝑞. 7) 

 

Em que: 𝑎, 𝑏, 𝑐 são os coeficientes da Spline, que representam o plano que 

melhor se ajusta aos dados; 𝑤𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) são os pesos atribuídos a cada ponto de 

controle; e 𝑈 é a função de base radial que confere suavidade à superfície interpolada. 

A distância 𝑟 é calculada entre o ponto de interesse (𝑥, 𝑦) e cada ponto de controle. 

A essência da TPS está na função de base radial 𝑈, definida pela Equação 8: 

 

𝑈(𝑟) = 𝑟2 log(𝑟),                                                                                                                          (𝐸𝑞. 8) 
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Esta função indica que uma maior distância, resulta em um maior valor da 

função  𝑈(𝑟), e uma menor distância, menor valor de 𝑈(𝑟), por isso ocorre a 

suavização. Isto permite que o TPS ajuste a superfície interpolada de forma flexível e 

precisa às características complexas do terreno agrícola. 

Este método é usado para interpolar os atributos do solo (cálcio, cobre, 

potássio, fósforo, pH e resistência do solo à penetração) considerados neste estudo 

como covariáveis fixas da produtividade da soja. 

 

5.2.2.6 Krigagem com Drift Externo 

A krigagem com deriva externa ou krigagem com drift externo (KDE) proposta 

por Wackernagel (1995), é uma metodologia que visa obter a interpolação de mapas 

temáticos levando em consideração a presença de fatores externos que influenciam 

a variável de interesse. A principal diferença entre a KDE e a krigagem ordinária 

(krigagem comum) reside na consideração da média espacial variável. Enquanto a 

krigagem ordinária assume uma média constante, a KDE incorpora informações de 

variáveis auxiliares para modelar o processo médio. 

O modelo KDE é expresso como: 𝒀(𝒔) = 𝜷𝟏 + 𝜀(𝑠), onde: 𝒀(𝒔) representa o 

valor da variável de interesse no local 𝒔; 𝜷𝟏 é o termo de deriva externa, que varia 

espacialmente com base nas variáveis auxiliares e 𝜺(𝒔) é o termo do erro (WEBSTER 

& OLIVER, 2007).5 

Na KDE, as predições são realizadas de maneira semelhante à krigagem 

ordinária, mas com a extensão da matriz de covariância residual incorporando os 

preditores auxiliares (WEBSTER & OLIVER, 2007). De acordo com Hengl et al. (2003), 

as predições em um novo local não amostrado 𝒔𝟎 são feitos por 𝒀̂𝑲𝑬𝑫(𝒔𝟎) = 𝜹0
⊤𝒀 em 

que, 𝛿0 é o vetor dos pesos KED e 𝒀 é o vetor das 𝑛 observações iniciais. 

 

5.2.2.7 Influência Local 

De Bastiani et al. (2015) desenvolveram a perturbação Zhu generalizada na 

variável resposta, definida como 𝒁𝜔 = 𝒁 + 𝚺
1

2𝝎, em que 𝝎 é um vetor que pertence ao 

espaço de perturbações 𝛀.  

A função de log-verossimilhança perturbada para o modelo normal é expressa 

por:  
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ℒ(𝜽𝝎) = ℒ(𝜽|𝝎) = −(
𝑛

2
) log(2𝜋) −

1

2
log|𝚺| −

1

2
(𝒁𝝎 − 𝑿𝜷)

𝑇𝚺−1(𝒁𝝎 − 𝑿𝜷). 

Neste contexto, a matriz 𝚫 = (𝚫𝜷
𝑇 , 𝚫𝝋

𝑇 )
𝑇
 avaliada em 𝜽 = 𝜽̂ e em 𝝎 = 𝝎0, 

assume a forma 𝚫𝜷 = −𝑿𝑇𝚺−1𝚺
1

2; 𝚫𝝋 =
𝜕2ℒ(𝜽|𝝎)

𝜕𝝋𝜕𝝎𝑇
, que tem como elementos ∆𝜑𝒋=

𝜺𝑇 [𝚺−1
𝜕𝑨

𝜕𝜑𝑗
−𝑫𝑗𝑨], para 𝑗 = 1,… , 𝑞, em que 𝑨 = 𝚺

1

2, 𝜺 = 𝜺(𝝎0) = (𝒁 − 𝑿𝜷), e 𝑫𝑗 =

𝚺−1
𝜕𝚺

𝜕𝝋𝑗
𝚺−1 (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012). 

Considerando a matriz 𝑩 = 𝚫𝑇𝑳−1𝚫 em que, 𝑳 é a matriz de informação 

observada, o elemento 𝐶𝑖 = 2|𝑏𝑖𝑖|, para 𝑖 = 1,… , 𝑛, onde 𝑏𝑖𝑖 é o elemento da diagonal 

principal da matriz 𝑩. A partir da matriz 𝑩 pode-se utilizar o gráfico de 𝐶𝑖 em função 

de 𝑖 (ordem das observações) como técnica de diagnóstico para avaliar a existência 

de observações influentes. 

Seja 𝐿𝑚𝑎𝑥 o autovetor, normalizado, associado ao maior autovalor, em módulo, 

da matriz 𝐵. Segundo Cook (1986) o gráfico dos elementos |𝐿𝑚𝑎𝑥| em função de 𝑖 

(ordem das observações) pode revelar os elementos que, sob pequenas 

perturbações, exercem maior influência no afastamento da verossimilhança. 

 

5.2.2.8 Comparações 

A avaliação do grau de dependência espacial do modelo ajustado foi realizada 

utilizando o Índice de Dependência Espacial – SDI, conforme proposto por Seidel e 

Oliveira (2014), 𝑆𝐷𝐼 = 0.589 (
𝜑2

𝜑1+𝜑2
)min {1; (

𝑎

0.5𝑀𝐷
)} 100, em que, 𝜑1 é o efeito pepita, 

𝜑2 é a contribuição, 𝑎 é o alcance e 𝑀𝐷 é a distância máxima entre dois pontos 

amostrados. A classificação deste índice, segue a categorização apresentada por 

Neto et al. (2018), que para o Modelo de Wave é: fraca se SDI ≤ 11%; moderada se 

11% < SDI ≤ 24% e forte se SDI > 24%. Tal classificação é essencial para a 

interpretação analítica dos resultados e fundamental para a tomada de decisões 

informadas, baseadas na compreensão da dependência espacial evidenciada pelos 

modelos geoestatísticos ajustados. 

A congruência entre os mapas interpolados foi mensurada por meio dos Índices 

de Acurácia Kappa (𝐾̂) e Kappa Ponderado (𝐾̂𝑤), originários dos trabalhos de Cohen 

(1960;1968). O índice Kappa Ponderado, que incorpora pesos (𝑤𝑖𝑗) para a 

quantificação das discrepâncias entre os mapas, oferece uma métrica refinada para a 
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avaliação da similaridade. A classificação do índice Kappa Ponderado segue os 

mesmos critérios do índice Kappa, como estabelecido por Fleiss et al. (2003), se 𝐾̂𝑤 ≥

0.75 indica alta similaridade, se 0.4 < 𝐾̂𝑤 < 0.75 indica moderada similaridade e se 

𝐾̂𝑤 ≤ 0.4 indica baixa similaridade entre os mapas interpolados. 

 

5.2.2.9 Recursos Computacionais 

Todas as análises foram realizadas utilizando o software R (R CORE TEAM, 

2024). As semivariâncias foram calculadas utilizando as funções do pacote geoR, o 

qual também foi empregado para ajustar os modelos e gerar os mapas temáticos 

(RIBEIRO JR & DIGGLE, 2001). Para interpolar as covariáveis consideradas fixas 

utilizou-se o método TPS do pacote fields (FURRER et al., 2009) e para calcular o 

índice Kappa Ponderado utilizou-se o pacote vcd (MEYER et al., 2021). 

 

5.2.3 Resultados e Discussões 

 

5.2.3.1 Análise Exploratória 

Durante o período do ano-safra 2022/2023, a produtividade média da soja na 

área monitorada foi de 1,533 𝑡 ℎ𝑎−1, considerada baixa em relação à produtividade 

estadual (3,860 𝑡 ℎ𝑎−1) e nacional (3,507 𝑡 ℎ𝑎−1) no mesmo período (CONAB, 2023). 

Esses resultados são inferiores aos encontrados por Dalposso et al. (2022), para a 

safra 2021/2023, que conduziram experimentos sobre a produtividade da soja na 

mesma cidade onde o experimento foi realizado. 

Os resultados indicam que o teor médio de potássio (K) no solo foi de 0,76 

𝑐𝑚𝑜𝑙𝑐 𝑑𝑚−3 e o do fósforo foi de 19,14 𝑚𝑔 𝑑𝑚−3, ambos considerados muito altos, 

enquanto o valor médio do pH do solo (5,82) foi classificado como bom (SANTOS & 

SILVA, 2001). Esse resultado é superior ao encontrado por Dalposso et al. (2018) que 

realizaram experimentos sobre o teor do pH no solo na mesma região onde o estudo 

foi realizado. Quanto à 𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚, a média foi de 2,19 MPa, indicando um baixo 

nível de compactação do solo, havendo pouca limitação ao desenvolvimento radicular, 

conforme os critérios de Canarache (1990). 

A produtividade da soja (Prod) e teor de Cu no solo apresentaram os maiores 

valores para o coeficiente de variação (39,59% e 62,69%) respectivamente. Maltauro 
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et al. (2023) encontraram resultados semelhantes a estes em um ensaio efetuado na 

mesma região onde este experimento foi realizado. 

 

Tabela 1: Análise descritiva das variáveis resposta e explicativas. 

Estatística Prod Ca Cu K P pH RSP0,21-0,30m 

Mínimo 0,331 4,60 0 0,23 7,13 4,60 1,23 
1º Quartil 1,045 7,20 0,38 0,53 12,39 5,50 1,89 
Mediana 1,443 8,35 0,68 0,75 16,31 5,90 2,22 
Média 1,534 8,46 0,69 0,76 19,14 5,82 2,19 
3º Quartil 1,989 9,70 1,02 0,190 21,97 6,20 2,47 
Máximo 2,909 12,00 1,73 1,70 62,79 6,70 2,96 
CV(%) 39,59 19,60 62,69 37,44 57,79 7,40 17,39 

Prod: Produtividade da soja (variável resposta); Ca: teor de Cálcio; Cu: teor de Cobre; K: 
teor de Potássio; P: teor de Fósforo; pH: pH do solo; RSP: Resistência do solo à penetração 
na camada 0,21 a 0,30m de profundidade; CV: Coeficiente de Variação. 

Fonte: Os autores (2024). 

 

Para visualizar a distribuição dos valores amostrais das variáveis em estudo, 

foram elaborados gráficos boxplot (Figura 2). As variáveis explicativas teor de potássio 

(K) (Figura 2(d)) e de fósforo (P) (Figura 2(e)) apresentaram outliers, indicando 

variações extremas que merecem atenção no contexto espacial. 

 

Figura 2 Graficos boxplot para as variáveis em estudo: (a) produtividade da soja; (b) teor de 
cálcio; (c) teor de cobre; (d) teor de potássio; (e) teor de fósforo; (f) pH do solo e (g) resistência 
do solo à penetração na camada 0,21 a 0,30m de profundidade. Os valores destacados nos 
boxplots indicam os pontos amostrais identificados como outliers. 

    
(a) (b) (c) (d) 

   

 

(e) (f) (g)  
Fonte: Os autores (2024). 
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Complementando essa análise, a distribuição espacial dos valores amostrais 

foi representada por meio de Gráficos Postplot (Figura 3), permitindo observar a 

presença de agrupamentos e padrões direcionais, com valores altos tendendo a se 

agrupar ao sul e valores baixos ao norte. Essa tendência espacial é confirmada pelo 

teste de correlação de Pearson (r), com um valor em módulo de 0,54 em relação ao 

eixo Y, o que indica uma associação linear moderada na direção norte-sul. 

  

Figura 3 Gráfico postplot da produtividade da soja. 

 
Fonte: Os autores (2024). 

 

5.2.3.2 Análise Espacial 

Considerando o modelo espacial linear, a produtividade da soja (Prod) em 

função das variáveis explicativas: Ca; Cu; K; P; pH e (𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚)) é descrita como 

(Equação 9): 

 

𝑃𝑟𝑜𝑑(𝒔𝒊) = 𝛽0 + 𝛽1𝐶𝑎(𝒔𝒊) + 𝛽2𝐶𝑢(𝒔𝒊) + 𝛽3𝐾(𝒔𝒊) + 𝛽4𝑃(𝒔𝒊) + 𝛽5𝑝𝐻(𝒔𝒊)

+ 𝛽6𝑅𝑆𝑃(0,21−0,30𝑚)(𝒔𝒊) +  𝜖(𝒔𝒊)                                                                  (𝐸𝑞. 9) 

 

Com estrutura de covariância 𝚺 = 𝜑1𝑰𝑛 + 𝜑2𝑹(𝜑3). 

Para a análise da dependência espacial, considerou-se 11 defasagens até a 

distância de 880 metros (ponto de corte de 50%) como recomenda (CLARK, 1979). 

Seguindo a recomendação de Guedes et al. (2013) o semivariograma foi verificado 

nas direções 0º, 45º, 90º e 135º, confirmando que os dados são isotrópicos.  
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A análise do semivariograma experimental da produtividade da soja indicou um 

padrão oscilante nas semivariâncias, demostrando aumentos e diminuições 

alternados, o que é indicativo do hole effect (Figura 4). Esse fenômeno é conhecido 

na AP e foi observado em estudos anteriores, tais como os conduzidos por Santra et 

al. (2008), Amirinejad et al. (2011) e Dalposso et al. (2022), sendo que o Modelo 

Geoestatístico de Wave se mostrou o mais adequado para o ajuste desses dados. 

 

Figura 4 Semivariograma experimental da produtividade da soja para o ano-safra 2022/2023. 

 
Fonte: Os autores (2024). 

 

O Modelo de Wave é particularmente apropriado para dados com 

periodicidade, pois captura o “hole effect” resultante das correlações positivas e 

negativas entre regiões distantes, conforme descrito por Mahdi et al. (2020) e reiterado 

por Dalposso et al. (2022). 

Após a aplicação do Critério de nformação de Akaike – AIC (AKAIKE, 1973), 

Critério de Informação Bayesiano de Shwarz – BIC (SHWARZ, 1978) e os critérios de 

Validação Cruzada (FARACO et al., 2008), o Modelo de Wave se destacou como o 

mais eficaz na descrição da variabilidade espacial da produtividade da soja. 

O desempenho superior do Modelo de Wave deve-se à sua capacidade de 

modelar a produtividade da soja em função das seguintes variáveis explicativas: teor 

de Ca, teor de Cu, teor de P, teor de K, pH do solo e 𝑅𝑆𝑃(0,21 𝑎 0,30𝑚). 

Fundamentado nos resultados de dependência espacial do Modelo de Wave 

(Tabela 2) pode-se afirmar que a produtividade da soja em função das variáveis 
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explicativas está associada a uma forte dependência espacial entre as observações 

com SDI > 24%. 

Esses resultados (Tabela 2) fornecem informações valiosas para a 

compreensão dos padrões de variabilidade espacial da produtividade da soja e dos 

atributos do solo. As covariáveis teor de K e teor de P nesta análise não foram 

significativas a 5 % de probabilidades no modelo espacial linear segundo o teste da 

razão de verossimilhança (URIBE-OPAZO et al. 2023). 

 

Tabela 2: Parâmetros estimados por Máxima verossimilhança-ML do modelo linear 
espacial considerando a função de covariância Wave e erros padrão assintóticos 
entre parênteses. 

Estimativas 
Valor do 

parâmetro 
Estimativas 

Valor do 
parâmetro 

Estimativas 
Valor do 

parâmetro 

𝛽̂0 
3,243* 
(0,766) 

𝛽̂4 
-0,0005ns 

(0,005) 
𝜑̂2 

0,219 
(0,189) 

𝛽̂1 
0,113* 
(0,046) 

𝛽̂5 
-0,433* 
(0,156) 

𝜑̂3 
0,544 

(0,026) 

𝛽̂2 
-0,108* 
(0,138) 

𝛽̂6 
-0,032* 
(0,152) 

𝑎̂(𝑘𝑚) 1,630 

𝛽̂3 
0,144ns 

(0,194) 
𝜑̂1 

0,217 
(0,087) 

SDI 
Class 

26,56 
Forte 

𝛽̂0, 𝛽̂1, 𝛽̂2, 𝛽̂3, 𝛽̂4, 𝛽̂5 e 𝛽̂6 denotam os parâmetros do modelo espacial linear gaussiano 
associados às covariáveis em estudo; *: significativo ao nível de 5% de probabilidade; 
ns: não significativo ao nível de 5% de probabilidade; 𝜑̂1: efeito pepita; 𝜑̂2: contribuição; 
𝜑̂3: função de alcance; 𝑎̂(𝑘𝑚): alcance; 𝑆𝐷𝐼: Índice de Dependência Espacial (%); 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠: classificação. 
Fonte: Os autores (2024). 

 

5.2.3.3 Mapa Geoestatístico 

Com base na interpolação por krigagem com drift externo e nas informações 

obtidas do modelo geoestatístico Wave, que melhor se ajustou ao semivariograma, foi 

gerado o mapa da variável resposta produtividade da soja (𝑡 ℎ𝑎−1) em função das 

variáveis explicativas teor de cálcio (Ca), teor de cobre (Cu), teor de fósforo (P), teor 

de potássio (K), pH do solo (pH) e resistência do solo à penetração na camada 0,21 a 

0,30m de profundidade (𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚) (Figura 6 (a)). 

 

5.2.3.4 Diagnóstico de Influência Local 

Os resultados da análise de influência local, ilustrados na Figura 5, revela a 

observação que possui influência significativa no afastamento da verossimilhança. De 

acordo com os gráficos  𝐶𝑖 e |𝐿𝑚𝑎𝑥| em função da ordem das observações, a 

observação #74 é a que possui maior influência no afastamento da verossimilhança. 
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Leiva et al. (2020) e Uribe-Opazo et al. (2023) apontam que em estatística 

espacial um ponto influente não é necessariamente um outlier e o contrário também é 

verdadeiro. Essa distinção revela a complexidade das relações espaciais e a 

necessidade de considerar cuidadosamente a influência de pontos individuais nos 

resultados da análise. 

 

Figura 5 Gráficos (a) 𝐶𝑖 e (b) |𝐿𝑚𝑎𝑥| em função da ordem das observações 𝑖 para a 
identificação de pontos influentes. 

  
(a) (b) 
Fonte: Os autores (2024). 

 

Com o objetivo de avaliar o efeito da observação influente na análise da 

estrutura de dependência espacial e na elaboração do mapa temático, realizou-se a 

exclusão da observação influente #74 do banco de dados, seguida de uma nova 

Análise de Variabilidade Espacial. Essa abordagem metodológica permite uma 

compreensão mais aprofundada da distribuição espacial das variáveis, considerando 

adequadamente a influência de observações individuais nos resultados da análise. 

Considerando esse novo cenário, sem a presença da observação influente #74, 

foram ajustados, novamente, os modelos geoestatísticos Exponencial, Gaussiano, 

Wave e Matérn com parâmetro de suavização k=0,7, 1,0 e 2,0.  

O modelo geoestatístico Wave continua sendo o modelo que melhor descreve 

a variabilidade espacial da produtividade da soja sem a presença do ponto influente 

#74 (Prod#74) em função das variáveis explicativas Ca, Cu, P, K, pH do solo e 
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𝑅𝑆𝑃0,21−0,30𝑚 (Tabela 3). O valor da amostra retirada (ponto influente #74) foi de 0,615 

𝑡 ℎ𝑎−1.  

Embora a retirada do ponto influente não tenha alterado o modelo selecionado 

para descrever a variabilidade espacial, observa-se uma redução acentuada no raio 

de dependência espacial passando de 1,630 metros para 555 metros (redução de 

1,075 metros), havendo uma transição na classificação do Índice de Dependência 

Espacial – SDI de forte para fraco (𝑆𝐷𝐼 ≤ 11%), conforme a Tabela 3.  

 

Tabela 3: Parâmetros estimados por ML do modelo linear espacial considerando a 
função de covariância Wave sem a observação #74 considerada influente e erros 
padrão assintóticos entre parênteses. 

Estimativas 
Valor do 

parâmetro 
Estimativas 

Valor do 
parâmetro 

Estimativas 
Valor do 

parâmetro 

𝛽̂0 
3,380* 
(0,789) 

𝛽̂4 
0,0027ns 

(0,005) 
𝜑̂2 

0,029 
(0,034) 

𝛽̂1 
0,202* 
(0,040) 

𝛽̂5 
-0,531* 
(0,157) 

𝜑̂3 
0,062 

(0) 

𝛽̂2 
-0,084* 
(0,137) 

𝛽̂6 
-0,263* 
(0,143) 

𝑎̂(𝑘𝑚) 0,555 

𝛽̂3 
0,165* 
(0,202) 

𝜑̂1 
0,219 

(0,035) 
SDI 

Class 
4,38 

Fraco 

𝛽̂0, 𝛽̂1, 𝛽̂2, 𝛽̂3, 𝛽̂4, 𝛽̂5 e 𝛽̂6 denotam os parâmetros do modelo espacial linear gaussiano 
associados às covariáveis em estudo; *: significativo ao nível de 5% de probabilidade; 
ns: não significativo ao nível de 5% de probabilidade; 𝜑̂1: efeito pepita; 𝜑̂2: contribuição; 

𝜑̂3: função de alcance; 𝑎̂(𝑘𝑚): alcance; 𝑆𝐷𝐼: Índice de Dependência Espacial; 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠: 
classificação. 
Fonte: Os autores (2024) 

 

Observa-se que, após a exclusão do ponto influente #74, apenas a covariável 

teor de P não alcançou significância ao nível de 5% de probabilidade no modelo 

espacial linear, evidenciando a influência deste ponto sobre o ajuste do modelo.  

Embora o teor de P não seja estatisticamente significativo de forma isolada, ele 

demonstra significância conjunta, o que justifica sua permanência na formulação final 

do modelo espacial. Essa observação ressalta a complexidade e a interdependência 

das variáveis espaciais, ressaltando a importância de uma análise cuidadosa e 

criteriosa para assegurar a precisão e a robustez do Modelo de senvolvido. 

O teor de Ca é um dos componentes importantes para a integridade e 

funcionalidade da planta (MALAVOLTA; VITTI; OLIVEIRA, 1997); o teor de Cu no solo 

é relevante para o crescimento das plantas (CANCIAN, 2018); o teor de P é 

indispensável para o desenvolvimento vegetal (MENDES, 2007); o teor de K é 

fundamental para a capacidade de absorver água (SERAFIM, 2012); o pH é crucial 
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para o desenvolvimento da planta (NOVAES, 2007), e a RSP influencia na 

produtividade da soja e no desenvolvimento das raízes. 

 

5.2.3.5 Comparação de Mapas 

Ao comparar os mapas que incluem todas as observações (Figura 6a) com 

aquele sem a observação #74 considerada influente (Figura 6b), constatou-se que a 

distribuição espacial da produtividade da soja para o ano safra 2022/2023 é moderada 

(0,4 < 𝐾̂ ≥ 0,75) segundo o Índice de Acurácia Kappa (𝐾̂=0,49). 

 

Figura 6 Mapa temático da: (a) produtividade da soja com todas as observações e (b) 
sem a observação #74 considerada influente 

  
(a) (b) 
Fonte: Os autores (2024). . 

 

As discrepâncias observadas entre o mapa com todas as observações e o 

mapa sem o ponto #74 reforçam a ideia de que a exclusão de observações influentes 

pode alterar consideravelmente os níveis de produtividade da soja. E enfatiza-se a 

importância de avaliar a influência das observações como parte integral da análise 

geoestatística. 

 

5.2.3.6 Modelo de Predição  

Utilizando as informações do Modelo de Wave para a predição dos valores da 

produtividade em função das variáveis explicativas Ca, Cu, P, K, pH do solo e 

𝑅𝑆𝑃(0.21 𝑎 0.30𝑚), os valores indicam que o modelo espacial linear é dado por (Equação 

10): 
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𝑃𝑟𝑜𝑑̂#74(𝒔𝒊) = 3,380 + 0,202𝐶𝑎(𝒔𝒊) − 0,084𝐶𝑢(𝒔𝒊) + 0,165𝐾(𝒔𝒊) + 0,002𝑃(𝒔𝒊)

− 0,531𝑝𝐻(𝒔𝒊) − 0,263𝑅𝑆𝑃(0,21 𝑎 0,30𝑚)(𝒔𝒊)                                           (𝐸𝑞. 10) 

 

Com estrutura de covariância para o Modelo de Wave 𝚺̂ = 0,219𝐼𝑛 +

0,029𝑹(0,062), sendo 𝑹(0,062) =
0,029

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

0,062
) e alcance 𝑎 = 555m que é o raio de 

dependência espacial. 

A estrutura possui dependência espacial fraca (𝑆𝐷𝐼 ≤ 11%) e seu raio de 

dependência espacial é 66% menor que o modelo gerado com todos os pontos 

amostrais coletados. 

 

5.2.4 Conclusões 

 

O Modelo de Wave foi o mais adequado para caracterizar a estrutura de 

dependência espacial da produtividade da soja considerando as variáveis explicativas 

teor de Ca, teor de Cu, teor de P, teor de K, pH do solo e 𝑅𝑆𝑃(0,21 𝑎 0,30𝑚). O Modelo 

de predição gerou mapas que não só estimaram a produtividade da soja em locais 

não amostrados, mas também viabilizaram a criação de zonas de manejo, baseadas 

na resposta da produtividade e nas variáveis explicativas. Tal abordagem permite 

intervenções localizadas que visam maximizar o retorno econômico e minimizar os 

impactos ambientais, resultando em uma gestão agrícola mais eficiente. 

Foi constatado que a metodologia aplicada se mostrou eficaz na identificação 

de pontos influentes, cuja exclusão alterou as estimativas dos parâmetros que definem 

a estrutura de dependência espacial, impactando diretamente as características dos 

setores do mapa da produtividade da soja. Ressalta-se a importância da realização 

da metodologia de diagnóstico de influência local em análises geoestatísticas, visando 

assegurar a robustez e a precisão dos resultados. 

Destaca-se que a metodologia descrita neste estudo possui uma aplicabilidade 

ampla, não se limitando apenas à produtividade da soja. Ela pode ser empregada em 

diversas culturas agrícolas e para a análise de diferentes atributos do solo, 

independentemente da região ou período avaliado. Essa versatilidade aumenta 

consideravelmente a relevância desta pesquisa no contexto da AP e do manejo 

sustentável de recursos naturais. 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Com base nas análises realizadas, o Modelo de Wave se destacou em relação 

aos demais modelos na caracterização da estrutura de dependência espacial da 

produtividade da soja e dos atributos químicos e físicos do solo para o ano-safra em 

estudo.  

Os mapas gerados por esse modelo não apenas permitiram a predição das 

variáveis em locais não amostrados dentro da área de estudo, mas também 

viabilizaram a criação de zonas de manejo, considerando tanto a produtividade da 

soja quanto os atributos do solo. Essa abordagem possibilita a aplicação de insumos 

de forma localizada, visando maximizar o retorno econômico e minimizar os impactos 

ambientais, resultando em um manejo agrícola eficiente. 

Além disso, a identificação e remoção de observações influentes tiveram um 

impacto direto nas estimativas dos parâmetros que definem a estrutura de 

dependência espacial. A realização de estudos de diagnóstico de influência local em 

análises geoestatísticas é essencial para garantir a robustez e precisão dos resultados 

obtidos. 

É importante ressaltar que a metodologia proposta neste estudo pode ser 

aplicada não apenas à produtividade da soja, mas também à outras culturas agrícolas 

e diferentes atributos do solo, em diferentes regiões e períodos. Essa abrangência 

aumenta a relevância da pesquisa no contexto da Agricultura de Precisão e do manejo 

sustentável de recursos naturais. 
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APÊNDICE A 

MODELO DE WAVE 

 

Função semivariância 

𝛾(ℎ) = {
𝜑1 + 𝜑2 (1 −

𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) ,   ℎ > 0

                           0                   ,   ℎ = 0

 

Função de covariância  

𝐶(ℎ) = {

𝜑1 + 𝜑2        ,   ℎ = 0

𝜑2𝑠𝑒𝑛 (
ℎ

𝜑3
) ,   ℎ > 0

 

Para processo estacionário 𝛾(ℎ) = 𝐶(0) − 𝐶(ℎ). 

Seja 𝚺 = 𝜑1𝐼𝑛 + 𝜑2𝑅(𝜑3) a matriz de covariância. 𝚺 = [(𝜎𝑖𝑗)] =

𝐶𝑜𝑣[𝑧(𝒔𝑖), 𝑧(𝒔𝑗)] = 𝐶(ℎ𝑖𝑗) em que, ℎ𝑖𝑗 é a distância euclidiana entre 𝑍(𝒔𝑖) e 𝑍(𝒔𝑗) onde, 

𝒔𝑖 , 𝒔𝑗 ∈ 𝑺 ⊂ ℝ
2. 

𝑹[(𝑟𝑖𝑗)] é uma matriz simétrica cujos elementos 

𝑟𝑖𝑗 = {

          1            , ℎ𝑖𝑖 = 0

𝜑3
ℎ𝑖𝑗

𝑠𝑒𝑛 (
ℎ𝑖𝑗

𝜑3
) , ℎ𝑖𝑗 > 0 

 

𝑟𝑖𝑗 = 𝑟(𝜑3) é uma função de 𝜑3. 

As derivadas de primeira e segunda ordem de 𝚺 em relação a 𝜑𝑖 são: 

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
= 𝑰𝑛 

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
= 𝑹(𝜑3) =

𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) 

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
= 𝜑2

𝜕𝑹(𝜑3)

𝜕𝜑3
= [𝜑2 (

1

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑_
 ))] 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1
2 =

𝜕

𝜕𝜑1
(𝑰𝑛) = 0 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2
2 =

𝜕

𝜕𝜑2
(
𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) = 0 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑3
2 = −

𝜑2ℎ

𝜑3
3 𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) 
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𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑2
=

𝜕

𝜕𝜑1
(
𝜑3
ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
)) = 0 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑1𝜕𝜑3
=

𝜕

𝜕𝜑1
(𝜑2 (

1

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑_
 ))) = 0 

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2𝜕𝜑3
=

𝜕

𝜕𝜑2
(𝜑2 (

1

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
 )))

= 𝜑2 [(
1

ℎ
)
𝜕

𝜕𝜑3
(
ℎ

𝜑3
) 𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
) −

𝜕

𝜕𝜑3
(
1

𝜑3
) 𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
) − (

1

𝜑3
)
𝜕

𝜕𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑3
)] 
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APÊNDICE B  

 

MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA 

 

Seja 𝑍 = (𝑍(𝒔1), 𝑍(𝒔2),… , 𝑍(𝒔𝑛))
𝑇
 um processo estocástico gaussiano 

𝑍~𝑁𝑛(𝜇, 𝚺) em que Ε(𝑍) = 𝜇 = 𝛽𝟏𝑛, 1𝑛 é vetor de uns e 𝑉𝑎𝑟(𝑍) =  𝚺 = 𝜑1𝑰𝑛 +

𝜑2𝑹(𝜑3). Como se tem um ensaio de tamanho 𝑛 a função densidade de probabilidade 

é a função verossimilhança, dada por: 

𝑙(𝜽) = 𝑓𝑧(𝑍(𝒔1),… , 𝑍(𝒔𝑛)) = (
𝑙

2𝜋
)

𝑛
2 1

|𝚺|
1
2

𝑒−
1
2
(𝒁−𝛽𝟏𝑛)

𝑇𝚺−1(𝒁−𝛽𝟏𝑛) 

O logaritmo da função verossimilhança é dado por: 

𝐿(𝜽) = −
𝑛

2
log(2𝜋) −

1

2
𝑙𝑜𝑔|𝚺| −

1

2
(𝒁 − 𝛽𝟏𝑛)

𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝛽𝟏𝑛) 

em que o parâmetro 𝜽 = (𝛽, 𝜑1, 𝜑2𝜑3)
𝑇 são desconhecidos a serem estimados. 

A Função Escore de 𝜽 é 𝑈(𝜽) em que, 𝑈(𝜽) = (𝑈(𝛽),𝑈(𝝋))
𝑇
. 

𝑈(𝛽) =
𝜕𝐿(𝜽)

𝜕𝛽
= 𝟏𝑛

𝑇𝚺−1(𝒁 − 𝛽𝟏𝑛) 

𝑈(𝝋) =
𝜕𝐿(𝜽)

𝜕𝜑
= (𝑈(𝜑1), 𝑈(𝜑2), 𝑈(𝜑3))

𝑇
 

De forma geral 

𝑈(𝜑𝑖) = −
1

2
{𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
) − 𝜺𝑇𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
) 𝚺−1𝜺} 

sendo 𝜺 = (𝒁 − 𝛽𝟏𝑛), para 𝑖 = 1, 2, 3. 

Assim, para o caso do Modelo de  Wave 

𝑈(𝜑1) = −
1

2
{𝑇𝑟(𝚺−1) − 𝜺𝑇𝚺−1𝚺−1𝜺} 

𝑈(𝜑2) = −
1

2
{𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) − 𝜺𝑇𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1𝜺} 

𝑈(𝜑3) = −
1

2
{𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − 𝜺𝑇𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) 𝚺−1𝜺} 

em que, 
𝜕𝚺

𝜕𝜑2
=

𝜑3

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) e 

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
= [𝜑2 (

1

ℎ
𝑠𝑒𝑛 (

ℎ

𝜑3
) −

1

𝜑3
𝑐𝑜𝑠 (

ℎ

𝜑_
 ))]. 

A Matriz de Informação Observada (Hensiana) é:  

𝐿 = (
𝐿𝛽𝛽 𝐿𝛽𝜑
𝐿𝜑𝛽 𝐿𝜑𝜑

) 
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em que: 

𝐿𝛽𝛽 =
𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝛽
= −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1𝟏𝑛 

e 

𝐿𝛽𝜑 =
𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑
= (

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑1
,
𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑2
,
𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑3
)

𝑇

 

com 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑1
=
𝜕

𝜕𝛽
[−
1

2
{𝑇𝑟(𝚺−1) − 𝜺𝑇𝚺−1𝚺−1𝜺}] =

𝜕

𝜕𝛽
(𝑈(𝜑1)) = −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1𝚺−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑2
=
𝜕

𝜕𝛽
[−
1

2
{𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) − 𝜺𝑇𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1𝜺}] = 

𝜕

𝜕𝛽
(𝑈(𝜑2)) = −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1
𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝛽𝜕𝜑3
=
𝜕

𝜕𝛽
[−
1

2
{𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − 𝜺𝑇𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) 𝚺−1𝜺}] = 

𝜕

𝜕𝛽
(𝑈(𝜑3)) = −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1
𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1𝜺 

𝐿𝜑𝜑 =
𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑𝜕𝜑𝑇
= [(

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
)]
3×3

 

cujos elementos são: 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
) −

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
]

+
1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [

𝜕2𝚺

𝜕𝜑𝑖𝜕𝜑𝑗
− (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
) (

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
)] 𝚺−1𝜺 

Deste modo, simplificando com os resultados obtidos acima, tem-se para o 

Modelo de  Wave: 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑1𝜕𝜑1
=
1

2
𝑇𝑟[𝚺−1𝚺−1] −

1

2
𝜺𝑇𝚺−1[𝚺−1 + 𝑰𝑛]𝚺

−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑1𝜕𝜑2
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
)] −

1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) + (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
)] 𝚺−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑1𝜕𝜑3
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
)] +

1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [−𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
)] 𝚺−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑2𝜕𝜑2
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
)]

−
1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [(

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) + (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
)] 𝚺−1𝜺 
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𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑2𝜕𝜑3
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
)]

+
1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [(

𝜕2𝚺

𝜕𝜑2𝜕𝜑3
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
)] 𝚺−1𝜺 

𝜕2𝐿(𝜽)

𝜕𝜑3𝜕𝜑3
=
1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − (

𝜕2𝚺

𝜕𝜑3𝜕𝜑3
)]

+
1

2
𝜺𝑇𝚺−1 [(

𝜕2𝚺

𝜕𝜑3𝜕𝜑3
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) 𝚺−1 (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) − (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) (

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
)] 𝚺−1𝜺 

 

A Matriz de Informação Esperada de Fisher é 

𝑲(𝜽) = 𝐸[𝐿] = [
−𝐸[𝐿𝛽𝛽] −𝐸[𝐿𝛽𝜑]

−𝐸[𝐿𝜑𝛽] −𝐸[𝐿𝜑𝜑]
] 

𝐸[𝐿𝛽𝛽] = 𝐸[−𝟏
𝑇𝚺−1𝟏𝑛] = −𝟏𝑛

𝑇𝚺−1𝟏𝑛 

𝐸[𝐿𝛽𝜑] = 𝐸

[
 
 
 
 
 
 
𝜕2𝐿(𝜃)

𝜕𝛽𝜕𝜑1
𝜕2𝐿(𝜃)

𝜕𝛽𝜕𝜑2
𝜕2𝐿(𝜃)

𝜕𝛽𝜕𝜑3 ]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

𝐸[−1𝑛
𝑇Σ−1Σ−1𝜀]

𝐸 [−1𝑛
𝑇Σ−1

𝜕Σ

𝜕𝜑2
Σ−1𝜀]

𝐸 [−1𝑛
𝑇Σ−1

𝜕Σ

𝜕𝜑3
Σ−1𝜀]

]
 
 
 
 
 

= [
0
0
0
] 

𝐸[𝐿𝛽𝜑] = (0,0,0)
𝑇 = 𝐸[𝐿𝜑𝛽] 

𝐸[𝐿𝜑𝜑] = [−
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
)] = [𝑘𝑖𝑗(𝜑)] 

Assim,  

𝑲(𝜽) = (
𝑘(𝛽) 0
0 𝑘(𝝋)

) 

𝑘(𝛽) = 𝟏𝑛
𝑇𝚺−1𝟏𝑛 

𝑘(𝜑) = [(𝑘𝑖𝑗(𝜑))] 

𝑘𝑖𝑗(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑖
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑𝑗
) 

𝑘11(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟(𝚺−1𝚺−1) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
] 

𝑘12(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
] 

𝑘13(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
] 
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𝑘21(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1] 

𝑘22(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
] 

𝑘23(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
] 

𝑘31(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑1
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1] 

𝑘32(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑2
] 

𝑘33(𝜑) =
1

2
𝑇𝑟 (𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
) =

1

2
𝑇𝑟 [𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
𝚺−1

𝜕𝚺

𝜕𝜑3
] 


