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RESUMO

Esta pesquisa, fundamentada na Teoria dos Campos Conceituais, idealizada por
Gérard Vergnaud, considera que a construcado de um conceito pelo sujeito pode ser
observada pelos invariantes operatérios mobilizados por ele em diferentes situacdes.
Dentre estas situacdes sdo citados os problemas mistos, que envolvem relacdes
aditivas e multiplicativas no mesmo problema. Com essa perspectiva, a presente
pesquisa foi desenvolvida com o objetivo de analisar invariantes operatorios
associados ao conceito de fungcdo mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino
Fundamental, na resolucdo de problemas mistos do tipo proporcdo simples e
transformacao de medidas. Para o desenvolvimento da investigacéo, foram propostos
guatro problemas mistos para serem resolvidos individualmente por 12 alunos do 5°
ano do Ensino Fundamental de diferentes escolas publicas do interior do Parana, por
meio do aplicativo Google Meet. Os problemas mistos elaborados pertencem as
subclasses diferentes da classe proporgéo simples e transformacao de medidas. Para
as andlises foram consideradas as resolucfes escritas dos alunos, bem como os
dialogos entre alunos e pesquisadora, possibilitando as andlises de esquemas e de
invariantes operatorios que foram modelados na forma de teoremas em acgdo e
explicitados como conceitos em acdo. A andlise dos esquemas dos alunos permitiu
indicar a mobilizacdo de quinze (15) teoremas em acdo verdadeiros e dois (2)
teoremas em acéo falsos; associados a eles, foram identificados dezesseis (16)
conceitos em acdo. A maioria dos indicios de teoremas em acdo mobilizados pelos
alunos é composta por propriedades isomorficas da fungéo linear. Foi constatado que
0 mesmo teorema em acéo pode ser manifestado em esquemas diferentes da mesma
classe de problemas ou de classe diferente. Dentre 0s conceitos em ac¢ao, destaca-
se a mobilizacdo pelos alunos das ideias-base de fungdo: correspondéncia,
dependéncia, variavel, regularidade e da ideia de proporcionalidade. A mobilizacdo
das ideias-base de funcao varia de acordo com a subclasse de problema e com o
esquema utilizado pelo aluno com vista a resolver o problema. Os resultados apontam
ainda que os alunos do 5° ano trazem em seus esquemas invariantes operatorios
implicitos associados ao conceito de funcdo. Por consequéncia, ressalta-se a
importancia de o professor estar ciente dos invariantes operatorios implicitos
associados ao conceito de funcédo, possiveis de serem manifestados pelos alunos em
situacdes envolvendo a propor¢ao simples e transformacéo de medidas para que seja
possivel potencializar o pensamento funcional de seus alunos. Isto permite indicar que
€ preciso considerar o desenvolvimento do conceito de fungédo ao logo do processo
escolar.

Palavras-chave: Anos Iniciais; Didatica da Matematica; Funcéo; Problemas mistos;
Teoria dos Campos Conceituais.
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ABSTRACT

This research, based on the Conceptual Fields Theory, idealized by Gérard Vergnaud,
considers that the construction of a concept by the subject may be observed through
operative invariants mobilized by him/her in different situations. Among these
situations, mixed problems are mentioned, which involve additive and multiplicative
relationships in the same problem. By this perspective, this research was carried out
with the aim at analyzing operative invariants associated with the conceptual field of
functions mobilized by the Elementary School 5" grade students to solve mixed
problems type simple proportion and measurement transformation. To develop the
investigation, four mixed problems were proposed to be individually solved by 12 5t
grade students from different public schools in the State of Parana countryside,
through the Google Meet app. Mixed problems elaborated belong to the subclasses
different from the simple proportion and measurement transformation classes. To
perform the analysis, solutions written by the students were considered, and dialogues
among students and the researcher as well, enabling analyses of schemas and
operative invariants which were modeled as theorems in action and made explicit as
concepts in action. Analyses of students’ schemes enabled indicate mobilization of
fifteen (15) true theorems in action and two (2) false theorems in action; associated to
them, sixteen (16) concepts in action belonging to the conceptual field of functions
were identified. Most theorems in action mobilized by students are composed by linear
function isomorphic properties. It was verified that even theorem in action might be
manifested in different schemes from the same class of problems, or different ones.
Among the concepts in action, mobilization of the basic ideas of function by students
is highlighted: variable, correspondence, dependence, regularity, and the idea of
proportionality. The mobilization of basic function ideas varies according to the problem
subclass and with the scheme used by the student to solve the problem. Results still
point that 5" grade students bring their operational invariant schemes implicitly,
associated with the concept of function. Consequently, the importance of teacher being
awareness on the implicit invariant operatory associated to the concept of function is
highlighted because they are possible potentialize the function thoughts of the
students. This allows us to indicate that it is necessary to consider the development of
the concept of function along the schooling process.

Keywords: Early Years; Didactics of Mathematics; Function; Mixed problems;
Conceptual Fields Theory.
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INTRODUCAO

O interesse em pesquisar invariantes operatérios em problemas mistos surgiu
da minha! experiéncia como professora de Matematica nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, e em decorréncia dos estudos realizados acerca da Teoria dos Campos
Conceituais (TCC), durante o Mestrado, nas disciplinas cursadas e no grupo de
pesquisa do qual participo GEPeDiMa? - Grupo de Estudos e Pesquisas em Didatica
da Matemética.

Conclui o curso de Formacdo de Docentes na modalidade Normal, em nivel
Médio, no ano de 2010, e por isso sou habilitada para exercer profissdo de docente
na Educacéo Infantil e nos anos iniciais do Ensino Fundamental, cargo que exercgo
desde 2012 em escolas municipais do interior do Parana.

Em 2011 ingressei no Curso de Pedagogia na Universidade Cesumar
(Unicesumar) e, em paralelo, no Curso de Licenciatura em Mateméatica na
Universidade Estadual do Parana (Unespar). Durante a graduacdo em Matematica,
participei do Programa de Iniciagdo Cientifica (PIC), momento em que tive a
oportunidade de realizar as minhas primeiras pesquisas. Naquele momento, elas
estavam associadas as apreensdes operatérias manifestadas por licenciandos dos 3°
e 4° anos de Matematica, a partir de uma tarefa de Geometria, com base na teoria dos
Registros de Representacdo Semiética, idealizada por Raymond Duval.

Ainda na graduacdo em Matemaética, participei do Programa Institucional de
Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (PIBID), periodo em que tive a oportunidade de estudar,
debater com colegas e professores sobre o ensino de Matemaética, experimentar
tarefas em sala de aula e escrever um capitulo de livro e artigos acerca das tendéncias
metodolégicas Resolucdo de Problemas e Investigagcdo Matemética, que foram
publicados em Anais de Eventos.

Apos finalizar as graduacfes, em 2017 realizei um Curso de Especializacéo
Lato Sensu em Neuropsicopedagogia, e cursei como aluna néo regular a disciplina de
Didéatica da Matematica pelo Programa de Pés-Graduagcdo em Educacdo em Ciéncias
e Matematica (PPGECEM) da Universidade Estadual do Oeste do Parana (Unioeste).

1 O inicio da introducdo deste texto esta escrito na primeira pessoa do singular porque apresenta a
experiéncia profissional e académica da pesquisadora.
2 Endereco do site do GEPeDiMa: http://prpgem.unespar.edu.br/gepedima.
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No ano de 2019, participei da selegcéo e fui aprovada como aluna regular no
Curso de Mestrado do PPGECEM/Unioeste, que me conduziu a participacédo no Grupo
de Estudos e Pesquisa em Didatica da Matematica - GEPeDiMa que tem se dedicado
ao desenvolvimento de pesquisas com vistas ao mapeamento do Campo Conceitual
da Funcéo afim, na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais.

O conceito de funcéo é considerado um conceito fundamental para Matematica
(CARACA, 1998), e seu estudo deve perpassar os diferentes niveis escolares
(BRASIL, 2018). Pesquisas (TRINDADE,1996; OLIVEIRA, 1997; BIANCHINI; PUGA,
2006; ROSSINI, 2006; SILVA, 2008; SANTOS, 2013; REZENDE, NOGUEIRA, 2014;
PIRES, 2016; BERNARDINO et al., 2019; CALADO, NOGUEIRA, REZENDE, 2020)
mostram dificuldades de alunos de diferentes niveis de ensino, incluindo alunos do
Ensino Superior e até mesmo professores na compreensédo do conceito de funcéo.

O documento que direciona atualmente os curriculos brasileiros da Educacéo
Basica, a Base Nacional Curricular Comum - BNCC (BRASIL, 2018), recomenda que
alguns aspectos da Algebra devem se fazer presentes desde os anos iniciais do
Ensino Fundamental, como as ideias de regularidade, generalizacdo de padrbes e
propriedades da igualdade e, ainda, que a nocéo intuitiva de funcdo pode ser
explorada “[...] por meio da resolugdo de problemas envolvendo a variagcéo
proporcional direta entre duas grandezas (sem utilizar a regra de trés)”. Porém, a
formalizacdo do conceito de funcédo deve acontecer a partir do 9° ano do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2018, p. 270).

Com base na Teoria dos Campos Conceituais, partimos do pressuposto que
um conceito se desenvolve pelo aluno ao longo do processo escolar, em decorréncia
das diferentes situacfes experimentadas. Isto ocorre porque situacdes variadas
possibilitam o desenvolvimento de diferentes esquemas pelos alunos, ao mesmo
tempo em que envolvem varios conceitos, invariantes operatoérios e representacdes
simbdlicas associadas a um conceito unico (VERGNAUD, 1983; 1996a).

Na Teoria dos Campos Conceituais, o termo situacdes® apresenta o sentido de
tarefa, sendo elas que permitem o desenvolvimento de esquemas. Vergnaud (1996a,
p. 157) considera como esquema “[...] a organizagao invariante da conduta para uma
dada classe de situacgéo [...]", e nele devem ser pesquisados 0s conhecimentos em

acao do sujeito.

3 As situacbes propostas aos alunos séo problemas, sendo denominadas de situagdes-problema.
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Segundo Vergnaud (1993, 2009b), os conhecimentos presentes nos esquemas
de um sujeito formados por um conjunto de objetos, teoremas, propriedades e
relacdes sdo denominados invariantes operatérios, e sao diferenciados em dois tipos:
conceitos em acao e teoremas em ac¢do. “Um conceito em agdo é um conceito
considerado pertinente na acdo. Um teorema em acao é uma proposi¢ao tida como
verdadeira na agao” (VERGNAUD, 2009b, p. 23) pelo aluno, mas que pode ser falsa
do ponto de vista cientifico.

Esses conhecimentos podem ser explicitaveis ou ndo, conscientes ou ndo. Por
exemplo, o algoritmo da divisdo € um esquema que envolve diferentes invariantes
operatérios, mas que geralmente os alunos ndo conseguem explicita-los. As
representacdes simbdlicas sdo essenciais para retratar os esquemas e transformar os
invariantes operatérios implicitos em explicitos (VERGNAUD, 1993).

Vergnaud (1996a) defende a importancia de reconhecer os conhecimentos
implicitos manifestados pelos alunos em determinadas situacdes, sejam eles
pertinentes ou ndo para a situacao proposta, para propor boas tarefas que possibilitem
a reflexdo e a possivel desestabilizacdo de conhecimentos equivocados.

Com o propésito de direcionar o aluno para a compreensdo do conceito do
funcdo no decorrer do processo escolar, e minimizar suas dificuldades no processo
de construcao deste conceito, consideramos que diferentes situacdes envolvendo as
ideias-base de funcdo, tais como variavel, correspondéncia, dependéncia,
regularidade e generalizacdo (TINOCO, 2002; PAVAN, 2010, NOGUEIRA, 2014,
REZENDE, NOGUEIRA, CALADO, 2020), e a ideia de proporcionalidade (BRASIL,
2018) sejam desenvolvidas pelos alunos desde os anos iniciais.

Dentre 0s campos conceituais associados a conceitos matematicos
estabelecidos por Vergnaud (1996a; 2009a), tomamos como base para o
desenvolvimento desta pesquisa dois deles, quais sejam: o campo conceitual das
estruturas aditivas e o campo conceitual das estruturas multiplicativas.

Para os problemas de estruturas aditivas, Vergnaud (1996a; 2009a) apresenta
seis tipos de relacbes: composicdo de medidas; transformacdo de medidas;
comparacao de medidas; composicéo de duas transformacdes; transformacéo de uma
relacdo e composicdo de duas relacbes. Para os problemas de estruturas
multiplicativas, o pesquisador estabeleceu cinco tipos de relagbes, elas séo

(re)apresentas por Gitirana et al. (2014) com as seguintes nomenclaturas:
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comparacao multiplicativa; produto de medidas; propor¢cao simples; proporcionalidade
multipla e funcéo bilinear.

Problema que envolve relacbes aditiva e multiplicativa simultaneamente é
nomeado por Vergnaud (2009a) como problema misto. Com a intengao de identificar
a presenca (ou ndo) desse tipo de problemas em livros didaticos dos anos iniciais,
consideramos a colecdo de livros didaticos Apis Matematica dos anos iniciais do
Ensino Fundamental, utilizadas em diferentes escolas municipais do interior do
Parana, e identificamos 46 problemas mistos, sendo 5 no livro do 2° ano, 7 no livro do
3° ano, 12 no livro do 4° ano e 22 no livro do 5° ano. Desse modo, nota-se que o livro
didatico Apis Matematica do 5° ano contém a maior quantidade e variedade de
problemas mistos (RODRIGUES; REZENDE, 2021).

Vergnaud (2009a) define os problemas mistos, mas ndo apresenta uma
classificacdo para tais situacdes. No entanto, Miranda (2019), também participante do
GEPeDiMa, estabeleceu a priori 30 possibilidades de classes para os problemas
mistos, com base nas classes de problemas dos campos aditivo e multiplicativo
estabelecidas por Vergnaud (1993; 2009a). Ainda identificou algumas classes de
problemas mistos em livros didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do
Ensino Médio, associando-as ao conceito de fungdo afim. Dentre elas, a classe
proporcao simples e transformacao de medidas, tipologia adotada para os problemas
gue compdem o instrumento de pesquisa da presente investigacao.

A escolha da classe de problemas mistos proporcdo simples e transformacgao
de medidas para compor o instrumento de pesquisa aconteceu com base nos Critérios:
ser a classe mais simples para elaborar diferentes problemas mistos, pois as
grandezas envolvidas nesses problemas podem ter suas medidas transformadas
(aumentadas ou diminuidas); a nocao de funcao ser introduzida a partir de situacdes
envolvendo a proporcionalidade (BRASIL, 2018); esta intrinsecamente relacionada as
pesquisas do GEPeDiMa, porque permite a modelacdo dos problemas mistos na
forma analitica da fungéo afim b + ax =y, com a e b reais positivos (MIRANDA,
2019); a vasta possibilidade de subclasses, que podem gerar maior variedade de
invariantes operatorios; estar presente nos problemas mistos de livros didaticos do 9°
ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio (MIRANDA, 2019), e nos
problemas mistos dos livros didaticos Apis de Matematica elaborados para 0s anos
iniciais do Ensino Fundamental (RODRIGUES; REZENDE, 2021).

19



Com o intuito de identificar a existéncia de pesquisas que envolvem invariantes
operatorios, no ano de 2021 realizamos uma pesquisa no banco de dados Catalogo
de Teses e DissertacOes da Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES), por teses e dissertacdes em que constassem, em seus titulos,
palavras-chave e/ou objetivos com o termo invariantes operatdrios. Nessa referida
busca, encontramos apenas 44 pesquisas, sendo 23 dissertacdes e 11 teses. Nossos
estudos indicaram que nenhuma dessas pesquisas teve como objetivo investigar
invariantes operatérios associados ao conceito de funcado com alunos dos anos iniciais
do Ensino Fundamental.

Considerando, com base na Teoria dos Campos Conceituais, que a construcao
de um conceito pelo sujeito pode ser observada pelos invariantes operatorios
mobilizados por ele em diferentes situacfes, a presente pesquisa € norteada pela
seguinte questdo: Que invariantes operatoérios associados ao conceito de fung¢édo sao
mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino Fundamental na resolucéo de problemas
mistos do tipo propor¢cao simples e transformacédo de medidas?

Buscando responder a essa questdo de pesquisa, estabelecemos como
objetivo geral: analisar invariantes operatorios associados ao conceito de funcdo
mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino Fundamental na resolucao de problemas
mistos do tipo propor¢cao simples e transformacédo de medidas.

Para atingir esse objetivo, elaboramos quatro problemas mistos, considerando
as subclasses da classe propor¢cao simples e transformacéo de medidas, que foram
resolvidos por doze alunos do 5° ano do Ensino Fundamental, sendo trés estudantes
de cada escola. Ao todo participaram desta pesquisa quatro escolas publicas,
localizadas em diferentes regides de uma cidade do interior do Parana.

A escolha pelo 5° ano do Ensino Fundamental se deu pelo fato de os alunos
estarem frequentando o Ultimo nivel de escolaridade dos anos iniciais e ja
apresentarem algumas competéncias referentes aos campos conceituais aditivo e
multiplicativo, conforme constatado nas pesquisas de Pavan (2010), Rezende e
Rodrigues (2019), Silva (2021), e previsto pela BNCC (BRASIL, 2018). Porém, tais
competéncias podem néo ter sido desenvolvido conforme previstas pela BNCC, pois
devido a pandemia da Covid-19, do dia 23 de margo de 2020 ao dia 26 de julho de

2021, as aulas presenciais foram suspensas e os alunos tiveram aulas remotas®.

4 Trata-se do contetdo disponibilizado online.
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A resolucéo dos problemas mistos pelos alunos aconteceu individualmente, em
um unico encontro entre aluno e pesquisadora, por meio do aplicativo Google Meet,
momento em que foi apresentando um problema de cada vez para o aluno resolver.
ApGs as resolugdes dos quatro problemas mistos, cada aluno enviou fotos de suas
resolugbes para a pesquisadora pelo WhatsApp, e ela, diante das fotos com as
resolucdes, solicitou ao aluno que falasse como pensou para resolver cada problema.

Para as andlises, foram consideradas as resolu¢cdes escritas dos alunos e as
transcricbes do dialogo final com a pesquisadora. Contribuiram para as andlises
diversas pesquisas (PAVAN, 2010; FERRAZ, 2016; BECK, 2018; MAGINA, PORTO,
2018; CALADO, 2020) que identificaram invariantes operatorios associados ao
conceito de funcédo em situacdes multiplicativas.

A Teoria dos Campos Conceituais respaldou a construcdo desta pesquisa
porque se trata de uma teoria cognitivista que permite ao professor/pesquisador
compreender o funcionamento e o desenvolvimento dos conceitos pelos alunos,
mediante as diferentes situacfes, no decorrer do processo escolar (VERGNAUD,
1996a). Especificamente, a TCC respaldou a fundamentacéo tedrica, a constituicao
das classes/subclasses de problemas mistos, e as analises dos esquemas e dos
possiveis invariantes operatdrios manifestados pelos alunos.

No que se refere a estrutura desta pesquisa, ela esta dividida em seis partes:
Introducéo, os quatro capitulos e as consideracgdes finais, seguidas das referéncias e
apéndices. No capitulo 1 apresentamos aspectos do conceito de funcao, as ideias
associadas ao conceito de fungdo, e a articulacéo tedrica de pesquisas envolvendo
invariantes operatorios associados a funcéo.

No capitulo 2 descrevemos o0s principais elementos que compdem a TCC,
apresentamos a classe de transformacdes de medidas do Campo Aditivo e a classe
de proporcédo simples do Campo Multiplicativo e, por fim, explicitamos problemas
mistos e a classe proporc¢éo simples e transformacao de medidas.

J4, no capitulo 3 descrevemos os procedimentos metodolégicos assumidos
para a pesquisa de forma detalhada.

No capitulo 4 apresentamos as analises dos esquemas dos alunos, buscando
desvendar indicativos de invariantes operatorios associados ao conceito de fungao.

O texto encerra-se com as consideragdes finais da pesquisa, apresentando

resposta a questdo de norteadora e sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 1

ESTUDO DO CONCEITO DE FUNCAO

Neste capitulo apresentamos brevemente os estudos realizados sobre o
conceito de funcéo: a evolucao, as definicdes, as representacdes, as orientacdes da
BNCC, as dificuldades de aprendizagem pelos alunos, bem como a ideia
proporcionalidade e as ideias-base de funcdo variavel, correspondéncia,
dependéncia, regularidade e generalizacdo, possiveis de serem manifestadas desde
0s anos iniciais. Por fim, apresentamos pesquisas envolvendo invariantes operatorios

associados ao conceito de fungao.

1.1 O conceito de funcéo

Segundo Caraca (1998), o conceito de funcao é considerado um dos conceitos
fundamentais de toda Matematica, “[...] ndo s6 pelo seu papel central e unificador
nesta area do conhecimento, como também pela sua aplicacdo a outros ramos do
conhecimento humano. Neste sentido, seu aprendizado € um dos objetivos mais
importantes a ser alcangado [...]" ao logo do processo escolar pelos alunos
(TRINDADE, 1996, p. 104).

Esse conceito originou-se da tentativa de cientistas e filosofos desenvolverem
um instrumento matematico que contribuisse para analisar e dominar os fenémenos
naturais (0 movimento dos corpos, a vaporizagdo da 4gua, a passagem de uma
corrente elétrica num condutor, a germinacdo de uma semente, entre outros),
descrever regularidades, interpretar interdependéncias de variaveis e generaliza-las
(CARACA, 1998). Atualmente, as funcdes ja ndo sdo apenas previsdes dos
fendbmenos que acontecem com regularidade, o grau de generalizagdo das funcdes
supera o real e exige que a abstracdo seja fundamental no entendimento desse
conceito (NOGUEIRA, 2014).

De acordo com Pires (2016), o conceito de funcdo demorou para ser
formalizado pela humanidade, cujos primeiros indicios datam 2.000 anos a.C. com a
civilizacdo babilénica, até a formalizacdo, que aconteceu somente no século XX,

organizada pelo grupo Bourbaki. Durante esse periodo surgiram diferentes
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concepcgdes de fungdo, que “[...] respaldadas no pensamento cientifico e filosofico,
contribuiu com a evolugdo do conceito desse objeto matematico, desencadeando as
definicbes que temos nos dias atuais” (PIRES, 2016, p. 10).

Em 1939, um grupo de matematicos que utilizava o pseuddénimo de Nicolas
Bourbaki publicou o primeiro livro da colecdo Théorie des Ensembles, que contém a
seguinte definicdo de funcao:

Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relacédo entre uma variavel
x de E e uma variavel y de F é dita relagéo funcional em y se, qualquer que
seja x € E, existe um elemento y de F e um s, que esteja na relacao
considerada com x. Da-se o nome de fun¢éo a operagao que associa, assim,
a todo elemento x € E 0 elemento y € F que se encontra na relacdo dada com
x; diz-se que y € o valor da funcdo para o elemento x e que a funcéo é

determinada pela relacdo funcional considerada (BOURBAKI, 1970, E.R.5,
grifos original apud RIBEIRO; CURY, 2015, p. 44).

Pires (2016) menciona que essa definicdo faz uma distincdo entre relagao
funcional e funcéo. A relacao funcional é uma relacdo de variacao entre os elementos
de dois conjuntos, e a funcédo determina a operagcédo que associa os elementos de x
de um conjunto com os elementos de y de outro conjunto. “Uma fungéo € determinada
pela relacao funcional estabelecida entre os elementos” (PIRES, 2016, p. 10).

Caraca (1998) apresenta a definicdo mais atual do conceito de funcéo:

[...] sejam x e y variaveis representativas de conjunto de nimeros; diz-se que
vy € funcdo de x e escreve-se y = f(x), se entre as duas variaveis existe uma
correspondéncia univoca no sentido de x — y. A x chama-se variavel

independente e a y variavel dependente (CARACA, 1998, p. 121, grifos
NOsSSOS).

Para estabelecer a correspondéncia entre duas variaveis, utiliza-se a
expressao analitica, constituindo a lei matematica y = expressao analitica. A
expressao analitica “[...] consiste em um conjunto de opera¢cdes de modo tal que, por
meio delas, se possa fazer corresponder a cada valor a de x um valor b de y”, por
exemplo, a funcéo y(x), cuja definicdo analitica € y = 5x + 3 (CARACA, 1998, p. 122).

Segundo Caraca (1998), a representacdo geométrica da funcéo
y(x) corresponde a um conjunto de pontos no plano cartesiano, em que para cada
valor a da variavel x corresponde um valor b da variavel y, permitindo a construcéo

do ponto M(a, b), como podemos observar na Figura 1.
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Figura 1: Representacdo geométrica da funcéo
Fonte: Caraga (1998, p. 127).

Para Oliveira (1997), podemos utilizar, para representar uma fungdo, uma
tabela, um grafico, um diagrama de flechas ou uma expressdo algébrica,
representacdes essas que constituem parte do conjunto de representacbes
simbolicas, segundo a teoria de Vergnaud. Desta forma, “[...] a flexibilidade na
passagem de uma representacdo a outra e 0 emprego constante da representacédo
verbal (em linguagem corrente, oral ou escrita) sdo fundamentais para a construgao
do conceito de funcdo” (TRINDADE, 1996, p. 107).

O documento que direciona o ensino de Matematica no Brasil, a Base Nacional
Comum Curricular — BNCC, recomenda o desenvolvimento do pensamento algébrico
com o estudo das ideias de regularidade, generalizacao de padrdes, propriedades da
igualdade e das nocdes de funcdo desde os anos iniciais do Ensino Fundamental.
Essas ideias e no¢cBes podem ser exploradas por meio da resolucédo de problemas
envolvendo proporcionalidade direta, mas sem o uso de letras para expressar
regularidades (BRASIL, 2018).

A BNCC recomenda, ainda, que essas ideias previstas para serem
desenvolvidas nos anos iniciais do Ensino Fundamental sejam retomadas,
aprofundadas e ampliadas nos anos finais da mesma etapa de ensino. Também prevé
para os alunos o desenvolvimento de outras ideias essenciais para que o conceito de
funcéo seja construido, como as ideias de equivaléncia, variagdo, interdependéncia,
proporcionalidade, a regularidade e a generalizacdo, fazendo o uso de linguagem
Matematica. Tais ideias contribuem para a formalizacdo do conceito de funcéo e de
suas representacdes numérica, algébrica e grafica no 9° ano do Ensino Fundamental
e na 12 série do Ensino Médio (BRASIL, 2018).

Em relacdo a compreensdo do conceito de funcdo, diversas pesquisas
(TRINDADE,1996; OLIVEIRA, 1997; BIANCHINI; PUGA, 2006; ROSSINI, 2006;
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SILVA, 2008; SANTOS, 2013; REZENDE, NOGUEIRA, 2014; PIRES, 2016;
BERNARDINO et al.,, 2019; CALADO, NOGUEIRA, REZENDE, 2020) mostram
dificuldades dos alunos de diferentes niveis de ensino, incluindo alunos do Ensino
Superior e até mesmo professores. As principais dificuldades dos alunos relacionadas
ao ensino e aprendizagem do conceito de funcdo mencionadas nessas pesquisas
advém da ndo compreensdo das variaveis envolvidas, da dependéncia entre elas, e
da associacao entre as diferentes formas de representacdo simbdlica envolvida.

As dificuldades podem estar relacionadas ao ensino de fungdo ofertado ao
aluno, pois “[...] frequentemente a atencdo do aluno é focada na montagem da
equacdo, ndo havendo nenhuma mencado nem questionamento quanto a variacao e a
relacdo de dependéncia das grandezas envolvidas” (BRAGA, 2006, p. 82-83).

Para Leal (1990 apud TRINDADE, 1996, p. 107), “[...] a falta de uma preparacéao
dos alunos para a construcao do conceito de funcéo, ao longo dos primeiros sete anos
de escolaridade é uma das principais responsaveis pelas dificuldades de
aprendizagem desse tépico”.

Segundo Tinoco (2002), para minimizar as dificuldades no processo de
construcdo desse conceito e acontecer a aprendizagem, o professor precisa propor
aos alunos situacdes que, além de trabalhar o conteddo especifico de cada situacéo,
permita explorar a ideia principal do conceito de funcédo: uma variavel é perfeitamente
determinada a partir do conhecimento de outra. Apés um longo periodo no Ensino
Fundamental explorando situacdes envolvendo essa ideia, que € possivel apresentar
e formalizar o conceito de funcgéo.

Com base na Teoria dos Campos Conceituais, inferimos que, para a
compreensao do conceito de funcéo, € necessario que, desde 0s anos iniciais, o aluno
vivencie um conjunto de situacdes envolvendo a relacdo funcional, além das
diferentes representagdes linguisticas e simbdlicas pertencentes a esse conceito,
permitindo-lhe mobilizar invariantes operatorios.

Entre as situacfes que envolvem a relacédo funcional, citam-se os problemas
multiplicativos e os problemas mistos (aditivo e multiplicativo), como identificado em
véarias pesquisas (PAVAN, 2010; TEIXEIRA, 2016; MAGINA; PORTO, 2018; BECK,
2018; CERON, 2019; MIRANDA, 2019; CALADO, 2020). Isso é possivel porque a
ideia de proporcionalidade presente em situacées multiplicativas € um caso especifico
de relacéo funcional (TINOCO, 2002).
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As situacdes multiplicativas envolvendo a relagéo funcional levam o aluno a
mobilizar diferentes conceitos que fazem parte do Campo Conceitual das Funcdes,
entre eles os conceitos de “[...] relacdo entre conjuntos, variacdo, dependéncia,
correspondéncia, variavel dependente e independente, entre outros conceitos”
(OLIVEIRA, 1997, p. 8).

Campiteli e Campiteli (2006) consideram importantes para a constituicdo do
conceito de funcdo as ideias de: proporcionalidade, dependéncia, continuidade,
descontinuidade, relagéo, variavel, regularidade, correspondéncia e generalizagao. “O
desenvolvimento dessas ideias pode ser feito por meio de atividades ligadas ao dia-
a-dia [sic] dos alunos, mediante as quais eles se familiarizam também com as formas
de representar funcoes [...]” (CAMPITELI; CAMPITELI, 2006, p. 37).

De acordo com Miranda (2019), cada tipo de funcdo apresenta suas préprias
ideias-base. Assim, as ideias-base de funcé&o sugeridas por Campiteli e Campiteli
(2006) aplicam-se a determinados tipos de funcéo e a outros néo; por exemplo, a ideia
de proporcionalidade aplica-se a funcbes lineares. Desta forma, “[...] para
compreender o Campo Conceitual das Funcgdes € preciso compreender/estabelecer o
Campo Conceitual de cada tipo de fungao” (MIRANDA, 2019, p. 21).

Considerando os aspectos historicos e epistemoldgicos para a construgdo do
conceito de funcao e respaldado em Caraca (1998), Tinoco (2002), Pavan (2010) e
Nogueira (2014), o Grupo de Estudos e Pesquisas em Didatica da Matematica
(GEPeDiMa) vem defendendo que ideias-base de funcdo sdo todas aquelas que
servem para todas as func¢des, e isSso ocorre com as ideias de correspondéncia,
variavel, dependéncia, regularidade e generalizacao.

A seguir apresentamos, de forma sucinta, as ideias-base de funcéo e a ideia
de proporcionalidade, pois segundo a BNCC, ela permite o desenvolvimento da nogéo
intuitiva de funcdo desde os anos iniciais (BRASIL, 2018), e constitui a classe de

problema utilizada nesta pesquisa.

1.2 Ideias associadas ao conceito de funcao

Tomando como base os autores Caraca (1998), Trindade e Moretti (2000);
Tinoco (2002); Campiteli; Campiteli (2006), Pavan (2010), Nogueira (2014), Calado,

Nogueira e Rezende (2020), nesta pesquisa assumimos que as ideias-base funcéo
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variavel, correspondéncia, dependéncia, regularidade e generalizacdo, e a ideia de
proporcionalidade associada ao conceito de funcédo, podem ser desenvolvidas pelos
alunos desde os anos iniciais por meio de situacdes-problema.

A seguir, apresentamos uma descricao breve de cada uma dessas ideias
relacionadas ao conceito de funcéo, seguindo a sequéncia légica das ideias-base de
funcdo apresentada por Ciani, Nogueira e Berns (2019): variavel, correspondéncia,
dependéncia, regularidade e generalizacdo e, por fim, apresentamos a ideia de
proporcionalidade.

Caraca (1998, p. 120), ao explicitar a respeito do conceito de funcgéo, introduz
0 conceito de variavel da seguinte forma: “Seja E um conjunto qualquer de nimeros,
[...], € convencionemos representar qualquer dos seus elementos por um simbolo, por
ex.. x. A este simbolo representativo de qualquer dos elementos do conjunto E
chamamos de variavel’. Sem essa representacdo simbdlica para os conjuntos, ndo
obteriamos uma generalidade conveniente para expressar a correspondéncia entre
dois conjuntos.

Queiroz (2008) apresenta trés usos da variavel, dependendo da situacéo a ser
explorada, sendo elas: como termo desconhecido - encontrar um valor ou valores que
tornem a sentenca verdadeira; nUmero genérico - quando x pode assumir qualquer
valor em expressoes, parametros ou equacdes expressas de forma generalizada; e
relacionamento funcional - quando ocorre a variagdo simultanea entre as variaveis,
em que é possivel determinar o valor de uma das variaveis quando a outra é
conhecida.

Segundo Nogueira (2014), a variavel como termo desconhecido, mas
especifico, apresenta 0 mesmo sentido da variavel como incégnita. Para exemplificar
a ideia variavel com significado de termo desconhecido, consideramos a seguinte
situacdo: “Escreva uma equacdo que expresse a multiplicacgdo de um numero
desconhecido por trés e que adicionado a dois, resulte em onze” (QUEIROZ, 2008, p.
43).

Um exemplo de variavel como numero genérico é dado por Nogueira (2014),
ao multiplicar o namero 1 por outros numeros, por exemplo: 1X0 = 0; 1X5 = 5;
1X23 = 23; 1X(—8) = —8; e 1X146 = 146, 0 produto do nimero 1 por outro nimero
qualquer apresenta como resultado esse outro numero. Como iSso acontece sempre,

pode-se usar uma expressao algébrica 1 - x = x para indicar esse fato.
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De acordo com Queiroz (2008), as situagcdes envolvendo um relacionamento
funcional podem ser representadas em tabelas, graficos, expressfes analiticas ou
problemas verbais. Como exemplo de problema verbal, o autor cita que “determinada
escola [...], efetua o pagamento de seus professores através do seguinte sistema: um
valor fixo de R$ 3,00 por més mais a quantidade de aulas dadas multiplicada por 2.
Determine uma férmula que fornega o valor deste salario” (QUEIROZ, 2008, p. 44).
“Pela situagdo expressa acima, atribuindo a x o numero de aulas dadas em
determinado més e chamando de y o salario a ser recebido, podemos representar o
relacionamento descrito por: y = 2x + 3” (QUEIROZ, 2008, p. 45).

A ideia de correspondéncia € muito importante para compreensdo do conceito
de funcdo (CARACA, 1998). Ainda, segundo o autor, a lei de correspondéncia entre
dois elementos refere-se a maneira pela qual pensar no antecedente desperta o
pensar no consequente. Por exemplo, a correspondéncia entre 0 objeto (antecedente)
e 0 numero (consequente): “[...] apontar para um dos objetos e dizer um, apontar para
outro e dizer dois, e vai procedendo assim até esgotar os objetos da cole¢éo; se o
ultimo numero pronunciado for oito, dizemos que a colegdo tem oito objetos”

(CARACA, 1998, p. 6), como podemos visualizar na Figura 2.

ONONONONONONONS
SEREREE

Figura 2: Correspondéncias entre objetos e niUmeros
Fonte: Adaptado de Caraca (1998).

A definicdo de funcéo contempla uma correspondéncia univoca no sentido de
X =y, ou seja, cada elemento a do conjunto A corresponde com apenas um
elemento b do conjunto B. Também podemos falar em correspondéncia entre
conjuntos quando, por exemplo, o conjunto A corresponde ao conjunto B; ou ainda,
na correspondéncia entre a expressao analitica e os lugares geométricos.

A ideia de dependéncia entre as grandezas variaveis proporciona a Matematica
um carater dinamico, e isso torna o conceito de funcdo importante para toda a
Matematica (CARACA, 1998). Segundo Tinoco (2002), a ideia de dependéncia numa
relacd@o funcional consiste na determinacéo de uma grandeza (variavel dependente) a

partir variacdo da outra grandeza (variavel independente).
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Para explorar a ideia de dependéncia entre duas grandezas variaveis, Pavan
(2010) sugere apresentar aos alunos situacGes-problema que envolvam duas
variaveis, nas quais se peca a determinacéao do valor de uma variavel em funcéo da
outra, por exemplo: “O prego que se tem de pagar por certa mercadoria é feito de
acordo com a quantidade de mercadoria que se compra. Assim, 0 preco depende da
quantidade (peso), logo o precgo é fungado da quantidade” (PAVAN, 2010, p. 25).

A ideia de dependéncia ndo é simples de ser construida pelo aluno e, portanto,
uma estratégia que pode auxiliar no desenvolvimento dessa ideia é utilizar situacées
gue fazem parte do contexto do aluno (PAVAN, 2010).

A ideia de regularidade surgiu a partir de observacdes e estudos de fenbmenos
naturais, com o propoésito de descobrir suas causas e consequéncias. Os cientistas
descobriram que alguns fendmenos naturais apresentam regularidades, isto €,
comportamentos idénticos, com as mesmas condi¢des iniciais, 0 que permite fazer
repeticoes e previsdes (CARACA, 1998). Com isso, a ideia de regularidade tornou-se
“[...] um dos elementos mais determinantes da natureza” (CAMPITELI; CAMPITELI,
2006, p. 21).

Trindade e Moretti (2000) consideram essencial para a constru¢cdo do conceito
de funcdo a identificagdo de regularidades em situagBes reais, em sequéncias
numéricas ou padrées geométricos. Para auxiliar na evolucéo dessa ideia, Trindade e
Moretti (2000) sugerem tarefas com tabelas, que também contribuem para o
desenvolvimento de outras ideias base de fun¢éo, como a ideia de dependéncia.

Segundo Nogueira (2014), a ideia de regularidade pode ser desenvolvida desde
a Educacao Infantil, por exemplo, com o padrdo de repeticdo de uma sequéncia por
meio de desenhos; e com as criangas maiores ao apresentar sequéncias numéricas
do tipo: 5, 10, 15, 20, ... e pedir que adivinhem o numero seguinte. Para isso, as
criangas precisam perceber que a sequéncia esta aumentando de 5 em 5, e entéo,
para adivinhar o nUmero seguinte, elas precisam somar 5 ao niUmero anterior.

Para Campiteli e Campiteli (2006), é importante propor aos alunos situacdes
em que ndo ha regularidade, com a finalidade de que eles percebam que nem todos
os fendmenos obedecem a uma regularidade e, portanto, ndo ha funcdo que o
descreva.

A ideia de generalizacdo advém da observacdo dos fendbmenos que ocorrem

com regularidade, uma vez que, ao perceber uma regularidade, € possivel estabelecer
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uma generalizacéo, e esta capacidade de generalizagédo envolve abstragcéo (TINOCO,
2002).

As tarefas que envolvem a generalizacao “[...] consistem em gerar, a partir dos
casos particulares dados, novos casos particulares ou a expressao do termo geral.
Para isso, é necessario gerar um padrdo ou padréo de comportamento dos elementos
conhecidos” (MERINO; CANADAS; MOLINA; 2013, p. 27)

Tinoco (2002) menciona a importancia de analisar a validade da lei para
gualquer caso, registrando-a ndo somente para casos particulares, por exemplo, na
sequéncia numérica: 0, 5, 10, 15, 20, ..., podemos generalizar essa regularidade por
meio da linguagem natural, ao afirmar que os numeros sao todos multiplos de cinco.
Também ¢é importante que os alunos, em ano escolar oportuno, desenvolvam a
capacidade de generalizar na linguagem matematica algébrica, nesse caso, y = 5 x.

Pesquisas, tais como de Bernardino et al (2019), Calado, Nogueira e Rezende
(2020) e Tinoco (2002), mostram que, dentre as ideias-base de funcéo, a ideia de
generalizacdo é a mais dificil de ser compreendida pelos alunos. Para que essas
dificuldades sejam superadas ou minimizadas, essas pesquisas defendem que
situacdes envolvendo as ideias-base de fungao devem ser proporcionadas aos alunos
desde os anos Iniciais.

Segundo Vergnaud (2007), a proporcionalidade ¢ um dos conhecimentos
matematicos mais utilizado todos os dias e em diferentes profissdes, pois ela “[...] € 0
culminar da aritmética elementar e o alicerce de tudo o que se segue [...]" (LESH;
POST; BEHR, 1998, p. 96)

Para Lesh, Post e Behr (1998, p. 93), o raciocinio proporcional “[...] envolve o
sentido de co-variancia [sic] e multiplas comparacfes, assim como a aptidao para
reunir e processar mentalmente diversos conjuntos de informagao”. Além disso, 0
raciocinio proporcional envolve a relacéo entre duas grandezas a partir dos conceitos

de taxa, razao, quociente e fracéo, e pode ser representado na linguagem natural (se
P ~ . . ~ A C
x esta para y, entdo t esta para z) pelo esquema sagital, ou pela equacao =3

Para Lesh, Post e Behr (1998, p. 121), Piaget, ao estudar o raciocinio
proporcional, concluiu que ele se desenvolve “[...] a partir (1) de uma estratégia
compensatoria global (frequentemente de natureza aditiva) passando por (2) uma
estratégia multiplicativa sem generalizacdo a todos os casos, até (3) a estruturacao

final da lei das proporgdes”.
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Lima et al. (2016) mencionam que uma propor¢do é uma fungéo f: R — R, tal
gue, para quaisquer nameros reais c, x, tem-se a proporc¢ao direta f(cx) = cf(x), ou

a proporcgao inversa f(cx) = %x) se ¢ # 0. Isto porque, “[..] escrevendo a = f(1),

tem-se f(c) =f(c-1)=c-f(1) =ca, ou seja, f(c) =ac para todo ¢ € R. Numa
notacdo mais adequada, temos f(x) = ax paratodo x € R, logo f é uma funcéo linear”
(LIMA et al., 2016, p. 96).

Consideramos que a ideia de proporcionalidade esta implicita no esquema do
aluno, quando a proporcdo entre as grandezas permanece igual. Segundo Tinoco
(2002), a ideia de proporcionalidade pode ser explorada quando se conhece uma
grandeza e pode-se obter o valor correspondente da outra, ao multiplicar o valor da
grandeza conhecida por uma constante (taxa). Por exemplo, se um litro de leite custa
a reais, entao x litros custam y = ax reais.

As ideias apresentadas sao essenciais a constru¢do do conceito de funcao e
devem ser introduzidas aos poucos e gradativamente, a medida que os conteddos
desenvolvidos com alunos oferecem oportunidades (TINOCO, 2002).

Na proxima secdo, apresentamos pesquisas envolvendo invariantes

operatérios associados ao conceito de fungédo em situagdes-problema.
1.3 Pesquisas envolvendo invariantes operatorios associados a funcao

Considerando que o campo conceitual multiplicativo envolve o conceito de
funcdo (VERGNAUD, 1996a), e o raciocinio funcional pode ser definido como a
capacidade de estabelecer a relacdo entre grandezas (TEIXEIRA; MAGINA; MERLINI,
2016), procuramos evidenciar pesquisas (PAVAN, 2010; FERRAZ 2016; BECK, 2018;
MAGINA; PORTO, 2018; CALADO, 2020) que identificaram invariantes operatorios
associados ao conceito de funcdo em situacdes multiplicativas.

Tais pesquisas foram encontradas de modo diversificado: os trabalhos de
Calado (2020), Magina e Porto (2018) e Pavan (2010) foram estudadas no ambito do
GEPeDiMa; e as pesquisas de Ferraz (2016) e Beck (2018) foram encontradas ao
realizar uma busca no Catdlogo de Teses e Dissertacbes da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior, pelo termo invariantes operatorios.

Pavan (2010), ao desenvolver sua pesquisa de mestrado, investigou se as

criancas da 42 série (atual 5° ano) do Ensino Fundamental reconhecem e mobilizam
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as ideias-base de funcéo - variavel, dependéncia, correspondéncia, regularidade e
generalizacdo - na resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa ou estruturas
aditiva e multiplicativa, simultaneamente. Para essa investigacao, realizou a aplicacao
de problemas para 10 alunos de uma Escola Municipal do interior do Paran& por meio
de entrevistas individuais, seguindo as orientac6es do Método Clinico Piagetiano.

As situacOes-problema propostas aos alunos pertencem as classes de
problemas multiplicativos estabelecidas por Vergnaud (1983; 2009a). Elas foram
divididas em cinco baterias, e em cada uma delas explorou-se uma ideia-base de
funcdo. Como exemplo, a ideia de dependéncia € explorada no problema: Pedro
chegou a cidade de Sao Paulo. Para ir até a casa de seu primo, ele chamou um taxi.
O taxi cobra uma taxa fixa de R$ 4,00, mais R$ 1,20 por quilometro rodado. Se a casa
do primo de Pedro fica a 15 quildbmetros de onde ele esta, quanto ele pagara para o
motorista? Isto porque o preco a pagar pela corrida de taxi ndo dependia apenas dos
qguildmetros rodados, mas de uma taxa fixa também, que deveria ser adicionada para
encontrar o valor total. Segundo a autora, essa ideia ficou clara para as criancas.

Pavan (2010), além de investigar as ideias-base de funcao, indicou esquemas
e teoremas em acéo manifestados pelos alunos em situacdes-problema (Quadro 1).

Esquemas Teoremas em acao
AdicBes sucessivas. Iteracéo aditiva.
Correlacdo entre um dedo e 10 (dezena). Bijecao.
Algoritmo da multiplicagéo. f(x) = ax.
Algoritmo da multiplicagédo e da soma. f(x) = ax + b.
Algoritmo da multiplicacéo. Sea-b=c,entdoa-n-b=n-c.
Divisdo de m por n. Divisdo por nimeros inteiros.
Algoritmo da multiplicac&o. Tabuadaa-x= b

Quadro 1: Esquemas e teoremas em acao
Fonte: Adaptado de Pavan (2010).

A autora concluiu, em sua pesquisa, que os alunos do 5° ano reconhecem e
mobilizam de modo intuitivo as ideias-base envolvidas no conceito de funcéo, ao
resolverem situacdes-problema envolvendo estruturas aditiva e multiplicativa
(problemas mistos) ou estrutura multiplicativa.

Ferraz (2016), em sua pesquisa, teve como objetivos identificar os
conhecimentos dos alunos do 6° ano sobre as diferentes nocées que envolvem o

campo multiplicativo, e investigar a mobilizacdo de conhecimentos acerca do campo
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multiplicativo ao longo do desenvolvimento das tarefas propostas aos alunos. Para
atingir esses objetivos, foram organizados encontros para aplicacdo dos problemas
das classes de proporcéo simples e produto de medidas, discussao das estratégias
de resolucéo e realizagao das entrevistas com os alunos. A resolugéo dos problemas
aconteceu tanto de forma individual quanto em grupo.

Para as analises, Ferraz (2016) considerou as resolucfes de quatro alunos,
gue apresentaram trajetorias distintas. A analise aconteceu por classe de problemas,
destacando estratégias, teoremas em ac¢ao e principais dificuldades dos alunos.

No Quadro 2, apresentamos as estratégias e teoremas em agdo mobilizados

pelos alunos nas situacdes de propor¢éo simples.

Estratégias Teorema em acao

Contagem. Se x unidades custam y, entdo z unidades custam % . Z.
Algoritmo da diviséo.

Se x é o dobro (triplo, metade, ...) de y, entdo t (valor a descobrir) seri o

A'go.“t.m" d~a dobro (triplo, metade, ...) de z.

multiplicacéo.

Algoritmo da divisdo | Se o valor da unidade corresponde a X, entdo y unidades correspondem a x
acompanhado de vezesy.

uma multiplicacéo. . ~ .
plicag Se x unidades custam y, entdo z unidades custam y - z. (falso para a classe

Tentativa e erro. de quarta-proporcional).
Adicdes sucessivas.

Se x representa o todo e y representa o tamanho das partes (quota), entédo

Multiplicacdes o nimero de partes em que o todo foi dividido sera igual a x dividido por y.
sucessivas.
Propriedade linear a-x=b

da proporcionalidade

. Se x representa o total de partes e y o total de partes a serem distribuidas,
(estratégia escalar).

entéo x dividido por y é igual ao valor correspondente a unidade.

A multiplicacdo sempre aumenta e a divisdo diminui (valido para os nimeros
decimais).

Quadro 2: Estratégias e teoremas em acéo
Fonte: Autora com base em Ferraz (2016).

A partir das analises, a pesquisadora concluiu que os alunos do 6° ano ja
possuiam alguns conhecimentos relacionados as classes de propor¢cdo simples um
para muitos, cota e particdo; construiram e adaptaram esquemas relacionados as
situacbes envolvendo quarta proporcional, bem como ampliaram e ressignificaram
compreensao acerca das operacdes de multiplicacéo e divisdo (FERRAZ, 2016).

Beck (2018), em sua pesquisa, teve como objetivo descrever e analisar os
invariantes operatorios utilizados por 24 estudantes do terceiro ano do Ensino
Fundamental em situacdes que envolvem pensamento algébrico. Para isso,

fundamentou-se na TCC, na Epistemologia Genética e nos conceitos algébricos.
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Para coleta e andlise dos dados, baseou-se no Método Clinico de Piaget. A
aplicacdo do Método Clinico aconteceu por meio de quatro situacdes envolvendo o
pensamento algébrico: 1) problema da balanca; 2) copos comutativos; 3) algebra das
mesas; e 4) problemas das balas. O pesquisador, ao analisar as estratégias de
resolucdo dos alunos na situacdo 3, identificou o0s invariantes operatorios

apresentados no Quadro 3.

Conceito em acéo Teorema em acao
Uma medida para cada objeto. Multiplicagédo das balas por um fator.
Uma medida para mais de um objeto. Relacionar proporcionalmente duas grandezas.
Relagédo biunivoca entre as grandezas. Regra de associar acrescentando um.
Relagédo proporcional entre quaisquer Regra de dobrar as quantidades.
grandezas.

Quadro 3: Conceitos em acéo e teoremas em acao
Fonte: Adaptado de Beck (2018).

Com essa pesquisa, Beck (2018, p. 122) conclui que

[...] é possivel o desenvolvimento de intervengBes pedagdgicas que
mobilizem o pensamento algébrico desde os anos iniciais, porém é preciso
ter em vista que as representacbes sdo muito particulares e que as
expressodes utilizadas pelas criancas revelam o nivel das estratégias mentais
gue elas sado capazes de alcancar para diferentes tipos de no¢des algébricas.

Magina e Porto (2018) analisaram as estratégias utilizadas por 80 estudantes
do 5° ano do Ensino Fundamental ao resolverem trés situagOes-problema que
envolvem o conceito de funcdo. Para andlise das estratégias, as autoras contaram
com contribuicdes da Teoria dos Campos Conceituais e dos estudos pautados na
investigacdo sobre early algebra®.

Para as autoras, o raciocinio funcional esta presente em algumas situagcdes
aritméticas e algébricas, por exemplo, em situag¢des aritméticas, como “[...] sabendo
gue 1 carro tem 4 rodas, quantas rodas tém 5 carros?”; e em situagdes algébricas:
f(x) = 4x, em que a quantidade de rodas depende da quantidade de carros.

Magina e Porto (2018) apresentam os teoremas em acao identificados a partir
das estratégias de resolucéo, sustentadas por operacoes de divisdo e multiplicacéo,

como observa-se no Quadro 4, na proxima pagina.

5 Segundo Magina e Porto (2018), o trabalho com a algebra nos anos iniciais esta presente no
curriculo em vérios paises do mundo, sendo denominda early algebra.
34



Estratégias Teoremas em acéo
00 L 10 — 2
11 ° X —= 3
.6
') 4 f(3) = 5+1+1+1
- A f{2}= S+]1+1
S, 09 130, 0,0 f(6)= 5+1+1+1+1+1+]
F 3= f(3)=5 +3.1
b -3 f(2) = 5+2.1
2 3 f(6)=5+ 6.1

Quadro 4: Estratégias e teoremas em acao
Fonte: Adaptado de Magina e Porto (2018).

Os resultados dessa pesquisa apontam que os estudantes do 5° ano do Ensino
Fundamental “[...] trazem em seu repertdrio competéncias necessarias a formacao do
raciocinio funcional ancorado em operacgdes basicas da adicdo”, e que é possivel a
formacéao conceitual da funcdo nessa etapa escolar, desde que o professor conheca
os teoremas em acao mobilizados pelos alunos, de modo que possa transforméa-los
em conhecimentos explicitos (MAGINA; PORTO, 2018, p. 11).

Calado® (2020), em sua pesquisa de mestrado, investigou os conhecimentos
relacionados a generalizacdo mobilizados por 32 estudantes do 9° ano do Ensino
Fundamental ao resolverem situacbes envolvendo funcdo afim. Para essa
investigacdo, fundamentou-se na TCC, elaborou uma sequéncia didatica nos moldes
da Engenharia Didatica, e implementou a referida sequéncia respaldada na Teoria
das Situacbes Didaticas. No momento da implementacdo, os alunos foram
organizados em grupos (duplas e/ou trios).

Os resultados dessa investigacdo apontam, a partir das estratégias de
resolucdo dos alunos, doze teoremas em acgdo implicitos, sendo sete relativos a
conhecimentos verdadeiros e cinco a conhecimentos equivocados, como podemos

observar na proxima pagina (Quadro 5).

¢ Integrante do GEPeDiMa.
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Indicios do TAV

Teoremas em acdao verdadeiros e falsos

Para situagdes na quais as variaveis sao
diretamente proporcionais, ao calcular f(n), para
qualguer nimero n natual, determina f(1) e
multiplica por n.

TAVL: f(n) = f(nx1) =nXx f(1), n€N.

Para situagdes na quais as variaveis sao
diretamente proporcionais, ao calcular f(x), para
qualquer x natural, realiza sucessivas somas de

fQD.

TAV2: fx+x+x+-+x)=f(x)+ flx) +
fG)+-+ f(x), x€€N.

Utiliza uma letra para representar qualquer
guantidade.

TAV3: Uma quantidade qualquer é
representada por uma letra.

Para situacdes que matematicamente sdo
representadas por f(kx) + c, para qualquer k

natural, multiplica k por f(x) e soma a constante c.

TAVA: f(kx)+c=kXxf(x)+c, keNece
R.

Ao desenvolver a representacao gréfica da funcéo
afim, localiza pontos no plano cartesiano e traca
uma reta unindo esses pontos.

TAV5: E possivel desenhar os pontos no
gréfico e uni-los usando uma linha reta.

Utiliza a representacao grafica da funcéo afim
para determinar as coordenadas de pontos que
pertencem ao grafico.

TAVG6: A representacédo gréafica da funcao afim
associa cada grandeza do eixo x a uma Unica
grandeza do eixo y.

Para situacdes que matematicamente sdo
representadas por f(kx) + c, para qualquer k
natural, soma k parcelas de f(1) e a constante c.

TAVT: fkx) +c=f(x)+fx) + -+ f(x)+c
keNeceR

Escolhe uma quantidade especifica para
representar uma quantidade qualquer.

TAF1: Uma quantidade qualquer é
identificada como uma quantidade especifica.

Para situac6es que matematicamente séo
representadas por f(kx) + ¢, para qualquer k
natural, soma f(x) com a constante c.

TAF2: f(kx)+c=f(x)+c, keNeceR.

Para situac6es que matematicamente séo
representadas por f(kx) + c, para qualquer k
natural, multiplica k por f(x).

TAF3: f(kx) +c=kx f(x), keNec€eR.

Para situac6es que matematicamente séo
representadas por f(kx) + ¢, para qualquer k
natural, realiza a soma de k com a constante c e
multiplica por x.

TAF4: f(kx) +c=(k+c)x,keNeceR

Para a situacdo na qual as variaveis nao sédo
diretamente proporcionais, ao calcular f(n), para
qualquer n natural, determina f(1) e multiplica por
n.

TAF5: f(n) =nx f(1),n € N.

Quadro 5: Teoremas em acao verdadeiros e falsos
Fonte: Calado (2020, p. 175).

De acordo com a pesquisadora, tais teoremas em acéo verdadeiros e falsos

contribuem com a preparagdo dos professores, ao trabalharem com o conteudo de

funcdo, pois indicam as possibilidades de equivocos e de acertos que os alunos

podem manifestar durante o ensino de funcao afim.
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Calado (2020) identificou as ideias-base de fungédo mobilizadas pelos alunos
nas estratégias de resolucéo das situacdes propostas. As ideias de correspondéncia,
dependéncia e regularidade foram mobilizadas “[...] ao estabelecerem relagdes de
correspondéncia e dependéncia entre as variaveis envolvidas em cada situagdo no
desenvolvimento de casos particulares. A ideia base de variavel foi manifestada [...]
no desenvolvimento das generalizagdes algébricas” (CALADO, 2020, p. 178).

Essas pesquisas mostram que, desde o0s anos iniciais, os alunos podem
manifestar ideias associados ao conceito de funcdo tais como variavel,
correspondéncia, dependéncia, regularidade, generalizacdo e proporcionalidade;
diferentes representacdes, tais como: numérica, pictérica e verbal (linguagem natural);
diferentes esquemas - contagem, adicbes e subtracfes sucessivas, algoritmos da
divisdo e da multiplicacao - e diferentes invariantes operatorios, desde que sejam
propostas a esses alunos tarefas organizadas previamente com essa finalidade.

Na sequéncia apresentamos 0s principais aspectos que justificam o

desenvolvimento desta pesquisa.

Sintese e justificativa para o desenvolvimento desta investigagao:

Com base no exposto até aqui, justificamos o desenvolvimento desta pesquisa
a partir dos seguintes aspectos:

v" O conceito de funcéo é considerado um dos conhecimentos fundamentais na
Matematica (CARACA,1998);

v" O longo periodo que a humanidade percorreu para chegar na formalizacéo do
conceito de funcéo indica a importancia de trabalhar este conceito no decorrer
do processo escolar, e ndo diretamente com sua formalizagcédo, no 9° ano do
Ensino Fundamental;

v Um conceito se desenvolve pelo aluno ao longo do processo escolar e em
decorréncia das diferentes situacdes vivenciadas (VERGNAUD, 1993);

v' Pesquisas (TRINDADE,1996; OLIVEIRA, 1997; BIANCHINI; PUGA, 2006;
ROSSINI, 2006; SILVA, 2008; SANTOS, 2013; REZENDE, NOGUEIRA, 2014;
PIRES, 2016; BERNARDINO et al., 2019; CALADO, NOGUEIRA, REZENDE,
2020) mostram dificuldades de alunos de diferentes niveis de ensino, incluindo

alunos do Ensino Superior e até mesmo professores, a respeito do conceito de
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funcao;

v" A BNCC (BRASIL, 2018) recomenda que a nocao intuitiva de funcdo seja
desenvolvida por meio da resolucdo de problemas envolvendo a variacao
proporcional direta entre duas grandezas, desde 0s anos iniciais;

v Além da proporcionalidade, as ideias-base de fung¢do - correspondéncia,
dependéncia, regularidade, variavel e generalizacdo também podem ser
manifestadas e exploradas pelos alunos desde os anos iniciais (TINOCO, 2002;
PAVAN, 2010; NOGUEIRA, 2014; REZENDE; NOGUEIRA; CALADO, 2020);

v' Existem pelo menos 30 classes de problemas mistos (MIRANDA, 2019), e cada
uma delas admite diferentes subclasses;

v' Dentre as possiveis classes de problemas mistos, a classe proporcao simples
e transformacédo de medidas foi estabelecida e identificada nos livros didaticos
dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio (MIRANDA, 2019),
também identificada na colecdo Apis Matematica do anos iniciais (DANTE,
2017; RODRIGUES; REZENDE, 2021); e

v Invariantes operatérios sao modelos preciosos associados aos conhecimentos
possiveis de serem manifestados pelos sujeitos durante a acdo (VERGNAUD,
1996a).

Sendo assim, o principal objetivo desta pesquisa é: analisar invariantes
operatorios associados ao conceito de funcdo mobilizados por alunos do 5° ano do
Ensino Fundamental na resolucéo de problemas mistos do tipo proporcéo simples e
transformacao de medidas. O objetivo geral e o conjunto de aspectos elencados acima
justificam o desenvolvimento da presente pesquisa, especialmente por assegurar seu
diferencial perante as demais investigacdes ja realizadas e identificadas pela autora
desta dissertacao, acerca de conhecimentos de funcdo manifestados por alunos dos
anos iniciais.

A partir dessa justificativa e desse objetivo geral, consideramos essencial para
o desenvolvimento desta pesquisa o referencial tedrico alicercado nos pressupostos

da Teoria dos Campos Conceituais, apresentado a seguir, no capitulo 2.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos os principais elementos da Teoria dos Campos
Conceituais que dao sustentacdo para o desenvolvimento desta investigacao,
incluindo o Campo Conceitual das estruturas aditivas, contemplando os problemas da
classe de transformacdo de medidas; e o Campo Conceitual das estruturas
multiplicativas, considerando os problemas da classe de proporcdo simples. Além
disso, explicitamos os problemas mistos trazendo subclasses, esquemas relacionais

e exemplos da classe de proporcao simples e transformacao de medidas.

2.1 Teoriados Campos Conceituais

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC), idealizada por Gérard Vergnaud na
década de 80, e formalmente apresentada em 1990, € uma teoria cognitivista que visa
a fornecer uma estrutura que permite, ao professor e/ou pesquisador, compreender o
desenvolvimento de conceitos pelo sujeito ao longo do processo escolar,
possibilitando-lhe tracar as filiagbes e rupturas entre conhecimentos. Pelo fato de
fornecer uma estrutura para compreensao dos conhecimentos dos alunos em
situacdes de aprendizagem, apresenta contribuicdes para a Didatica da Matematica
(VERGNAUD, 19964, 2017).

A Teoria dos Campos Conceituais “[...] comecou a ser elaborada a fim de
explicar o processo de conceitualizacdo progressiva das estruturas aditivas, das
estruturas multiplicativas, das relagées numeros-espaco e da algebra” (VERGNAUD,
1996a, p. 155). Logo, por ser uma teoria que permite compreender 0S processos
cognitivos, ela pode ser utilizada em diversas areas, tais como na Fisica, na Biologia,
entre outras. Dentre as possibilidades de campos conceituais estudados na Fisica,
por exemplo, citamos os campos conceituais da Mecéanica, da Eletricidade e da
Termodinamica, investigados por Moreira (2002).

Para a elaboragdo da Teoria dos Campos Conceituais, Vergnaud (2009a)

esclarece ter recebido varias influéncias teoricas, entre elas as dos psicélogos Jean
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Piaget e Lev Semyonovich Vygotsky. Vergnaud (1996b; 2007) reconhece,
especialmente para a TCC, a importancia do conceito de esquema e dos invariantes
operatorios, elementos presentes na teoria de Piaget, bem como do papel da
linguagem e das formas simbdlicas presentes na teoria de Vygotsky.

Vergnaud (1996a) considera necesséria a formacédo de um Campo Conceitual,
pois compreende que um conceito ndo se forma em uma Unica classe de situacdes; e
uma situacdo, por mais simples que seja, envolve varios conceitos.

A partir dessas consideracdes, Vergnaud (1996a; 2009b) estabelece que um
conceito é formado por uma terna de conjuntos (S, I, L), sendo “S” o conjunto de

uI” /4

situagoes; 0 conjunto dos invariantes operatorios; e “L” € o conjunto das
representacdes linguisticas e simbdlicas. Em geral, ndo ha correspondéncia biunivoca
entre eles, o que significa que nenhum dos conjuntos pode ser excluido, para que
ocorra a aprendizagem de um conceito.

Na Teoria dos Campos Conceituais, o termo situacdo tem o sentido de tarefa,
as situacdes complexas podem ser consideradas um conjunto de subtarefas a serem
realizadas pelos sujeitos, e a natureza e as dificuldades especificas devem ser
conhecidas pelos professores (VERGNAUD, 1993).

O conjunto de situacdes € considerado porta de entrada para formacdo de um
Campo Conceitual e envolve duas ideias principais: a de variedade e a de histéria. A
primeira refere-se a existéncia de varias situagcdes associadas a um mesmo Campo
Conceitual, sendo possivel estabelecer o conjunto das classes de problemas
associados a um conceito; e a segunda refere-se aos conhecimentos dos sujeitos
elaborados mediante experiéncias em situa¢des variadas.

No entanto, ndo basta que o aluno realize um calculo numérico adequado para
a situacao proposta, € preciso que ele compreenda e experimente diferentes situacdes
relacionadas ao conceito em questédo, de modo a expandir seus conhecimentos. Para
isso, é preciso que o professor conheca diferentes classes de situacdes relacionadas
a um determinado Campo Conceitual, para propor aos alunos situacbes que
possibilitem o desenvolvimento de esquemas e, assim, nédo ficar propondo situacdes
em que o aluno utilize o mesmo esquema (GITIRANA et al., 2014).

Vergnaud (1996a, p. 157) denomina esquema “[...] a organizacao invariante da

conduta para uma dada classe de situagdes [...]". Compreendemos que 0 esquema €
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a forma como o aluno organiza seus conhecimentos para resolver o problema de

determinada classe de situacoes.

[...] O carater invariante, é posto de maneira que um esquema pode ser
organizado de formas diferenciadas, no entanto, existem elementos que séo
de fundamental importancia para a sua organizacao e que o individuo pode
ndo variar, usando sempre a mesma organizacdo para aquela classe de
situacBes. Quando isso ocorre, afirma-se que esse é o esquema do estudante
para aquela classe de situactes (OLIVEIRA; SANTANA,; SILVA, 2018, p. 94).

Considerando o conceito de esquema, Vergnaud (1993, 1996a) distingue as
situacbes em duas classes: na primeira classe de situacdes, 0s procedimentos sé&o
automatizados e organizados por um esquema; e na segunda classe de situacoes,
varios esquemas sao acionados, analisados e possivelmente acomodados, a fim de
atingir a solucéo desejada.

Para Vergnaud (1993, p. 3), “[...] os esquemas séo, em geral, eficazes, mas
nem sempre efetivos. Quando uma crianca utiliza um esquema ineficaz para
determinada situacéo, a experiéncia a leva, seja a mudar de esquema, seja a modificar
0 esquema”. A partir de novos esquemas, 0s estudantes tornam-se capazes de
enfrentar situagdes cada vez mais complexas.

Partindo dos esquemas manifestados diante de uma diversidade de situagdes,
0 sujeito atribui sentido ao conceito. Por exemplo: o sentido da adicdo para um sujeito
pode ser adquirido a partir dos esquemas e suas representacdes manifestadas para
resolver varias situacdes associadas a ideia de adicdo (VERGNAUD, 1996a).

Santana et al. (2007) mencionam que o aluno resolve uma situagdo com maior
ou menor competéncia dependendo da quantidade de esquemas que possui em seu
repertorio. Essa diversidade de esquemas que 0 sujeito possui € adquirida pela
experiéncia em situagdes variadas (VERGNAUD,1993).

Segundo Vergnaud (1998, p. 172), “[...] ha esquemas perceptivo-gestuais como
o de contar objetos, ou de fazer um grafico ou um diagrama, mas ha também
esquemas verbais, como o de fazer um discurso, e esquemas sociais, como o de
seduzir outra pessoa ou o de gerenciar um conflito”.

Nas situagdes-problema do campo aditivo (adigao e subtragdo) observa-se, por
exemplo, que estdo presentes esquemas de juntar, separar e colocar em
correspondéncia um a um. Ja no campo multiplicativo (multiplicacéo e divisédo), os
esquemas podem ser os de correspondéncia um para muitos e de distribuicdo

(VERGNAUD,1993).
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Os algoritmos, por exemplo, sdo esquemas, mas nem todos 0s esquemas sao
algoritmos. “Um algoritmo € uma regra (ou uma conjuncdo de regras) que permite,
diante de todo problema ou de uma classe dada de antemé&o, de conduzir a sua
solugao” (VERGNAUD, 2009a, p. 309). Para Vergnaud (1996a), é dificil as criancas
explicitarem as regras pertencentes ao algoritmo da adicdo, embora sejam capazes
de executar a sequéncia das regras nha operacao; por isso ha sempre muito
conhecimento implicito nos esquemas.

Segundo Vergnaud (1996a, 2009b), um esquema é formado por quatro
componentes: antecipacdes do objetivo que se refere aos procedimentos tracados ao
iniciar a resolucédo das situacdes e aos efeitos que sdo de se esperar; regras de acao
sao do tipo se ... entdo, que constituem as acdes do sujeito; invariantes operatorios
gue contém os conhecimentos implicitos ou explicitos; e inferéncias que permitem
calcular as regras e antecipacdes a partir das informacdes e dos invariantes
operatdrios de que dispde o sujeito.

Os objetivos sao a parte intencional do esquema, organizados sequencialmente
e hierarquicamente. Ja as regras sdo condicionadas pela representacéo dos objetivos
e pelas conceitualizagbes que permitem desenvolver um conjunto linear de agoes,
utilizando condi¢gbes do tipo se ... entdo, expressas e analisadas por meio dos
invariantes operatorios (VERGNAUD, 2009b). Em outras palavras, “[...] as regras tém
a funcéo tedrica de expressar o carater generativo do esquema. Sao as regras que
permitem compreender a maneira que a atividade é gerada pouco a pouco”
(VERGNAUD, 2007, p. 5)".

Segundo Vergnaud (1993), os invariantes operatdrios sdo conhecimentos
implicitos ou explicitos, conscientes ou ndo, presentes nos esquemas do sujeito em
uma situacado de aprendizagem. Eles sdo formados por um conjunto de objetos,
teoremas, propriedades e relacdes, denominado significado.

Os invariantes operatorios sao diferenciados em trés tipos l6gicos: invariantes
do tipo proposicdo, funcbes proposicionais e invariantes do tipo argumento
(VERGNAUD, 1996a).
¢ Invariantes do tipo proposicdes sdo suscetiveis de ser verdadeiros ou falsos. Os

teoremas em acao sao invariantes deste tipo (VERGNAUD, 1996a).

 Las reglas, tienen la funcion tedrica de expresar el caracter generativo del esquema. Son las reglas
las que permiten asir la manera en que la actividad es generada poco a poco (VERGNAUD, 2007, p.
5).
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Um exemplo de teorema em acdo associado ao conceito de funcdo é
mencionado por Vergnaud (1996a): Entre os 8 e 10 anos, as criancas compreendem
gue, se uma quantidade de objetos a venda for multiplicada por 2, por 3, por 4, por 5,
por 100, ou por qualquer outro nimero, seu preco sera 2, 3, 4, 5, 10 ou 100 vezes
superior. Pode-se exprimir este conhecimento por meio de um teorema em acéo
verdadeiro: Se n, x € N, entdo f(nx) = nf(x), sendo x a quantidade de objetos, n um
namero qualquer, e f a relacdo entre objetos e o nimero.

Vergnaud (2017) esclarece que um teorema em acao pode ser universal ou
local. Um teorema em acdo € local quando é verdadeiro para uma determinada
situacdo matematica, mas é falso em outra situacdo matematica. Por exemplo, ao
considerar que, na multiplicacdo entre nimeros naturais, a multiplicacdo entre dois
nameros aumenta, ou seja, o resultado € maior que as partes; e a divisdo entre dois
nameros diminui, isto €, o resultado € menor que as partes. “Trata-se de um teorema
em acdo [...] verdadeiro para os numeros naturais, mas falso para os numeros
racionais” (VERGNAUD, 2017, p. 55).

O aluno, ao utilizar um teorema em acéo falso, acredita que ele é verdadeiro
para aquela situacdo, em outras palavras, a manifestacdo de um teorema em acgao
falso significa um conhecimento verdadeiro para o aluno que o mobiliza. Com o intuito
de superar alguns equivocos cometidos pelos alunos, Vergnaud (1996a) defende a
importancia de reconhecer os conhecimentos implicitos manifestados pelos alunos,
sejam eles falsos ou verdadeiros, para propor boas tarefas que possibilitem a reflexdo
e a possivel desestabilizacdo desses conhecimentos equivocados.

Para Nogueira e Rezende (2014, p. 52), “[...] ao desestabilizar conhecimentos
falsos mobilizados pelos alunos, ao vivenciarem momentos de desequilibrios,
hesitacbes e conflitos, entendemos que os alunos passam de um nivel de
conhecimento para outro mais elaborado [...]", ou seja, a desestabilizacdo de
conhecimentos falsos pelos alunos auxilia na aprendizagem do conceito em questéo.

Segundo Vergnaud (1998), os alunos geralmente sé&o incapazes de explicar,
ou mesmo expressar em linguagem natural os teoremas em agéo. Entdo, € necessario
analisar com cautela suas ac¢des e resolucfes matematicas para tentar desvendar tais
conhecimentos implicitos manifestados pelos sujeitos.
¢ Invariantes do tipo funcéo proposicional ndo sdo suscetiveis de serem verdadeiras

ou falsas, mas sao indispenséaveis para construcao das proposi¢cées. Os conceitos
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em acdo sdo invariantes deste tipo. Por exemplo, € indispensavel a
conceitualizacdo das estruturas multiplicativas, o conceito de proporcionalidade.

O conceito em acao trata-se de um conceito pertinente na agao, que permite
identificar os objetos, as propriedades e relacbes associadas aos teoremas em acao.
Por objeto, o pesquisador considera os

[...] objetos materialmente perceptiveis e objetos construidos pela cultura,
pela ciéncia, pela técnica, ou pelo proprio sujeito individual”. Por propriedades
e relagado o pesquisador considera os “predicados observaveis e predicados

gue podem ser inferidos a partir dos observaveis, mas que séo eles proprios,
construgdes culturais e individuais (VERGNAUD, 2009b, p. 21).

Vergnaud (1996a, p. 164) considera o0s seguintes tipos de funcdes
proposicionais:

v" Fungbes com um argumento, as propriedades. Por exemplo: “x € uma constante”.

v Funcgbes com dois argumentos, as relagdes binarias. Por exemplo: “x corresponde
ay’.

v Fungdes com trés argumentos, as relacdes ternarias. Por exemplo: "y € igual a x
mais z”.

v' Func¢Ges com quatro argumentos, as relacées quaternarias e fungcdes com mais de
quatro argumentos. Por exemplo: “x esta para y assim como v esté para z.

Segundo Vergnaud (19964, p. 164), existe uma relacao dialética entre funcao
proposicional e proposicao: “[...] ndo existe funcdo proposicional sem proposicédo e
néo existe proposi¢cdo sem funcdo proposicional. Da mesma maneira, conceitos em
acao e teoremas em agao se constroem em estreita interagéo”.

e Invariantes do tipo argumento sdo 0s conhecimentos explicitos que surgem dos
conhecimentos implicitos (funcéo proposicional e proposi¢cdo). Em matematica, os
argumentos podem ser numeros (6 + 4 = 10), objetos materiais (a bola esta a direita
de Carlos), personagens (Jodo é mais baixo que Paulo), relagdes (maior que € uma
relacéo assimétrica), e mesmo proposi¢cdes (4 é um divisor de 8 é a reciproca de 8
€ um multiplo de 4) (VERGNAUD, 1996a).

“As concepcodes prévias dos alunos contém teoremas e conceitos-em-acao que
nao sdo verdadeiros teoremas e conceitos cientificos, mas que podem evoluir para
eles” (MOREIRA, 2002, p. 20). Para auxiliar nesse processo as “[...] palavras e outros
simbolos, sentencas e outras expressfes simbdlicas, sao instrumentos cognitivos
indispensaveis [...]" (VERGNAUD 1990, p. 20 apud MOREIRA, 2002, p. 22).
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Os significantes séo constituidos pelo “[...] conjunto das representagdes
linguisticas e simbdlicas (algébrica, graficas...) que permitem representar os conceitos
e suas relacdes e, consequentemente, as situacdes e 0s esquemas que elas evocam”
(VERGNAUD, 2009b, p. 29).

Na Teoria dos Campos Conceituais, a representacdo tem uma funcgao tripla:
“[...] ajudar a identificagao dos invariantes: objetos, propriedades, relacfes, teoremas;
ajudar ao raciocinio e a inferéncia; ajudar a antecipacao dos efeitos e dos objetivos, a
planificagcdo e ao controle da agdo” (VERGNAUD, 1996a, p. 180). Isso significa que a
representacao contribui para o desenvolvimento do pensamento matematico.

Para Vergnaud (2009a), a nocdo de representacdo ndo se reduz ao uso
adequado de simbolos ou de signos, ela representa a interacdo entre o significado (1)
e o significante (R). “Um exemplo para diferenciar representagao (significado,
significante) e a realidade pode ser retirado dos niameros naturais. [...] V ou 5, temos
dois signos (dois significantes) para representar uma mesma ideia (um significado) do
nuamero cinco” (MAGINA et al., 2008, p. 9).

As formas de representacdo mais frequentes de uma situacdo, segundo
Vergnaud (2009a), sdo: linguagem natural, esquema sagital, escrita algébrica, tabela
cartesiana, correspondéncia entre conjuntos, e esquema de Euler-Venn (para
conjuntos). Essas formas de representacdo “[...] foram desenvolvidas pelas
sociedades humanas ao longo da historia, para representar os conhecimentos tidos
como verdadeiros, comunicar suas intencdes e sustentar seus processos de
pensamento” (VERGNAUD, 2009b, p. 26). Porém, nem sempre o aluno consegue
expressar todo o seu conhecimento explicitamente por meio dessas representacoes,
ou seja, existe muito de implicito no pensamento e na acao dos sujeitos.

As diversas formas de representacdo podem contribuir para identificacdo do
significado. Por exemplo, é possivel representar o mesmo teorema referente as
estruturas aditivas de diversas maneiras, conforme Vergnaud (1996a).

a) na linguagem natural: o estado inicial € o estado final ao qual se acrescenta aquilo
gue foi gasto ou perdido, e a que se subtrai aquilo que se recebeu ou se ganhou;
b) escrita algébrica: F = T(I) » I = T71(F);

c) esquema sagital (Figura 3):
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Figura 3: Esquema sagital
Fonte: Vergnaud (19964, p. 187).

Nesse sentido, Vergnaud (2009a, p. 174) menciona a importancia de o sujeito
coordenar diversas formas de representacdo de um conceito: “[...] nada é mais
fecundo, no plano pedagadgico, do que exercicios de passagem de um material a outro,
ou de uma representacao a outra”.

A seguir, apresentamos 0s campos conceituais aditivo e multiplicativo, que séo
base para a constituicdo dos problemas mistos. Para os referidos campos conceituais,
Vergnaud estabelece a classificacdo dos problemas considerando a estrutura

matematica associada.

2.2 Campo conceitual das estruturas aditivas

Vergnaud (1993) estabelece como campo conceitual das estruturas aditivas o
conjunto das situagdes que envolvem uma ou varias adigdes e subtracdes, além do
conjunto dos conceitos e teoremas interligados a estas situagdes. As situagoes
aditivas envolvem diferentes conceitos, entre os quais citamos: cardinal, medida,
inversao, transformagao temporal, comparacdo, composicao binaria, composicao de
transformagdes e de relacdes, operacdo unaria, numero natural e relativo, entre
outros.

Os conceitos de comparagao, adicao e subtragao, de acordo com Vergnaud
(1996a), sao explorados desde os seis anos pelas criangas, a partir de situagoes
cotidianas, como: comprar bombons, pdr objetos a mesa, contar pessoas, jogar
bolinhas, entre outras que favorecem o desenvolvimento da conceitualizagdo de
Matematica. Corroborando com essa afirmacéo, um dos objetivos de aprendizagem
presentes na BNCC (BRASIL, 2018) para criangas a partir de quatro anos é

estabelecer relagbes de comparagao entre objetos, observando suas propriedades.
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Os problemas de estruturas aditivas séo classificados por Vergnaud (1993,
2009a) em seis tipos, sendo esses: composi¢cao de medidas; transformagao de
medidas; comparagdo de medidas; composicdo de duas transformacoes;
transformagdo de uma relacdo; e composi¢cao de duas relagbes. Essas classes de
problemas aditivos sédo relagdes ternarias que ligam trés elementos entre si, por
exemplo,4 + 3 = 7.

Essa classificacdo dos problemas é resultado de consideracdes matematicas e
psicologicas, pois os alunos apresentam dificuldades distintas na resolugdo dos
problemas de estruturas diferentes, mesmo que sejam resolvidos pela mesma
operacao numérica (VERGNAUD, 1993).

Magina et al. (2008) oferecem uma classificacdo a respeito da complexidade
exigida do aluno na resolugéo de problemas. Os problemas cuja resolu¢cdo demanda
situacGes mais simples sdo chamados de prototipos, e conforme aumenta a nivel de
complexidade, os problemas sdo chamados de 12 extenséo, 22 extensao, 32 extensao
e 42 extenséo.

Para auxiliar na compreenséo das diferencas entre as classes de problemas,
Vergnaud (2009a) utiliza o esquema relacional e as equagdes equivalentes ao
esquema. Os esquemas relacionais sé@o elaborados baseando-se no codigo

estabelecido por Vergnaud (2009a), conforme o Quadro 6.

Nomenclatura Simbolo Significado

Retangulo I:I namero natural
Circulo Q ndmero relativo

Chave vertical } composicédo de elementos
de mesma natureza

Chave horizontal ——

Fecha horizontal — > uma transformacao ou
uma relacéo, quer dizer a

h ical composicdo de elementos
Fecha vertica de natureza diferente

Quadro 6: Simbolos que comp&em os célculos relacionais
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

As equacdes equivalentes aos esquemas relacionais sao representadas pelos

simbolos apresentados no Quadro 7.
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Simbolo Significado
N Um ndmero natural
(+n)ou(-n) Um numero relativo
+ A adicéo de dois numeros naturais
+ A adi¢do de um namero natural e um namero
relativo.
+ A adicéo de dois nimeros relativos.

Quadro 7: Simbolos que comp&em as equacdes
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

Os numeros naturais ndo sdo positivos e nem negativos; ja 0s numeros
relativos podem ser positivos ou negativos. “Os numeros naturais representam
medidas dos conjuntos de objetos isolaveis. Os nameros relativos representam as
transformagdes que essas medidas sofrem” (VERGNAUD, 2009a, p. 199).

Nesta pesquisa, utilizamos problemas do tipo transformacéo de medidas, e por
ISS0, a seguir, discorremos somente a respeito desta tipologia de problemas.

Problemas do tipo transformacdo de medidas

Problemas do tipo transformagéo de medidas consistem na transformacao de
uma gquantidade inicial (estado inicial) em uma quantidade final (estado final), na qual
a ideia temporal esta sempre envolvida (MAGINA et al., 2008).

Segundo Magina et al. (2008), os problemas do tipo transformacgao apresentam
trés niveis diferentes de complexidade: problemas de transformacdo com o estado
final desconhecido sdo denominados protétipos; problemas de transformacdo com a
transformacdo desconhecida sdo considerados de 12 extensdo; e problemas de
transformacao com o estado inicial desconhecido séo considerados de 42 extensao.

Esses problemas podem ser representados na forma de esquemas sagitais e

equagdes associadas a esse esquema (Quadro 8).

Esguema sagital Equacao

[

Quadro 8: Representacdes da classe transformacéo de medidas
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).
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Segundo Vergnaud (2009a), a lei de composi¢cdo + corresponde a aplicacao

de uma transformacé&o sobre uma medida, isto €, a adicdo de um numero natural (a)
e um numero relativo (b). Essa relacdo de transformacdo de medidas pode ser
explicitada ou permanecer mental.

Para os problemas de que envolvem a relagao de transformacéo de medidas,
Vergnaud (2009a) distinguiu seis classes, que foram elaboradas a partir da
transformacao b ser positiva ou negativa, e a pergunta do problema referir-se ao termo
desconhecido: o estado final ¢ (conhecendo a e b), a transformacao b (conhecendo a
e ¢), o estado inicial a (conhecendo b e c).

A seguir, apresentamos exemplos das seis classes de problemas envolvendo

a relacéo de transformacéo de medidas.

Classe 1: Transformagé&o positiva com o estado final desconhecido

Nessa classe, conhecendo o estado inicial (a) e a transformacgéao positiva (b),
obtemos o estado final (c).

Exemplo 1: “Havia 17 pessoas dentro de um Onibus, subiram 4. Quantas
pessoas estao ali dentro, agora?” (VERGNAUD, 2009a, p. 207).

Esquema sagital Equacao

@ 17+ (+4) =c
21=c
17 | ———»| ¢

Quadro 9: Representacdes da classe transformacao positiva, com o estado final desconhecido
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

Classe 2: Transformacéo negativa com o estado final desconhecido

Nessa classe, conhecendo o estado inicial (a) e uma transformacéo negativa
(b), obtemos um estado final (c).

Exemplo 2: “Jodo tem 9 balas. Ele deu 4 para sua irmédzinha. Com quantas ele
ficou?” (VERGNAUD, 2009a, p. 208).
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Esquema sagital Equacao

9+ (—4)=c
c=5
][

Quadro 10: Representacfes da classe transformacéo negativa, com o estado final desconhecido
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

Vergnaud (2009a) esclarece que o célculo relacional® que implica na resolucéo
dos exemplos 1 e 2 € o mais simples, porque se refere a aplicacdo de uma
transformacdao direta ao estado inicial para obter o estado final. Entretanto, quando o
estado inicial € um valor menor que a transformacdo negativa, sua aplicacdo nédo €
possivel; por exemplo, ndo se pode dar 4 bombons quem somente tem 3 bombons.

Os resultados da pesquisa realizada por Magina et al. (2008) com 782 criancas
dos anos iniciais do Ensino Fundamental, em escolas da rede Estadual de S&o Paulo,
comprovam gue desde a 12 série 0os alunos jA dominam os problemas que buscam
pelo estado final, pois problemas como esses sédo abordados no dia a dia da criangca

antes de ela iniciar sua vida escolar.

Classe 3: Transformacgé&o positiva com a transformacao desconhecida

Nessa classe, conhecendo o estado inicial (a) e o estado final (c), obtemos uma
transformacéo positiva (b). Como o estado final (¢) € maior que o estado inicial (a), a
transformacéao (b) é positiva.

Exemplo 3: “Um paulistano viaja de carro em férias. Ao sair de Sdo Paulo seu
velocimetro marca 63.809 km; na volta marca 67.351 km. Quantos quildbmetros ele

percorreu durante as férias?” (VERGNAUD, 2009a, p. 208).

Esquema sagital Equacao
N 63.809 + (+b) = 67.351
[ +b )
N b= 67.351 - 63.809

| 63.809 67.351 b = 3.542

Quadro 11: Representacdes da classe transformacao positiva, com a transformacéo desconhecida
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

8 Conforme Verganud, o célculo relacional refere-se as operacfes do pensamento necessarias para
gue haja a manipulacdo das rela¢gbes envolvidas (MAGINA et al., 2008).
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Classe 4: Transformagé&o negativa com a transformacgéo desconhecida

Nessa classe, conhecendo o estado inicial (a) e o estado final (c), obtemos uma
transformacéao negativa (b). Como o estado final (¢) € menor que o estado inicial (a), a
transformacéo (b) é negativa.

Exemplo 4: “Paulo acabou agora um jogo de bolinhas de gude. Ele tinha 41
bolinhas antes de jogar. E agora ele tem 29. Quantas bolinhas ele perdeu?”
(VERGNAUD, 2009a, p. 208).

Esquema sagital Equacao
N 41+ (=b) = 29
{ —-b |
N b = 41—29

Quadro 12: Representa¢fes da classe transformacéo negativa, com a transformacéo desconhecida
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

41

Conforme Vergnaud (2009a), o célculo relacional que implica na resolucdo dos
problemas dos exemplos 3 e 4 € mais complexo, porque sdo dados os estados inicial
e final e busca-se pelas transformacdes. Para a resolucao desses problemas ha dois
principais procedimentos, sendo eles: o procedimento de complemento® e o
procedimento de diferenca?®.

O procedimento de complemento consiste em buscar a transformacdo sem
fazer a subtracdo, o que € preciso acrescentar ou retirar do estado inicial para chegar
ao estado final. Esse procedimento s6 é possivel com ndmeros pequenos, aqueles
gue se prestam a um calculo mental e quando a transformacao é positiva.

Vergnaud (1996a) apresenta um teorema em acéo referente ao conjunto
complementar: se B esta contido em A, entdo o cardinal de B é menor ou igual ao
cardinal de A.

Santana (2010), ao analisar os esquemas de resolucéo das situacbes-problema

de composicéo de medidas e transformacdo de medidas de 98 estudantes do 3° ano

9 lezzi e Murakami (1985, p. 33) definem o conjunto complementar do seguinte modo: “Dados dois
conjuntos A e B, tais que B C A, chama-se complementar de B em relagdo a A o conjunto A — B, isto
€, o conjunto dos elementos de A que ndo pertencem a B.
10 Os mesmos autores definem a diferenca entre conjuntos da seguinte forma: “Dados dois conjuntos
A e B, chama-se diferenca entre A e B o conjunto formado pelos elementos de A que ndo pertencem a
B” (IEZZI; MURAKAMI, 1985, p. 33).
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do Ensino fundamental, identificou que 20 estudantes mobilizaram invariantes
operatorios relacionados ao conjunto complementar, sendo o conceito em acéo o
conjunto complementar e o teorema em agao “[...] o complementar B em relagéo a A
unido a B é igual a A [...]" (SANTANA, 2010, p. 258).

O procedimento de diferenca consiste em buscar, pela subtragcdo entre os
estados final e inicial, o valor da transformacé&o. O procedimento de diferenca permite
ao aluno raciocinar sobre a transformacéao nas relacées que unem estado final e inicial,
e calcular a subtrac&o entre os estados final e inicial.

O valor absoluto da transformac¢éo nao é obtido da mesma maneira quando a
transformacdao é positiva e negativa. No exemplo 3, a transformacao positiva pode ser
obtida pela equacgédo | b | = ¢ — a, enquanto no exemplo 4, a transformacao negativa

pode ser obtida pela equacédo | b| = a — c.

Classe 5: Transformagé&o positiva com o estado inicial desconhecido

Nessa classe, conhecendo o estado final (c¢) e a transformacéo positiva (b),
obtemos o estado inicial (a).

Exemplo 5: “Henrique acaba de achar R$ 2,60 na calgada. Ele os colocou no
seu moedeiro. Ele tem agora, em tudo R$ 3,90. Quanto dinheiro ele tinha em seu
moedeiro antes do achado?” (VERGNAUD, 2009a, p. 208).

Esquema sagital Equacao
I/;E 6:'.:!\ a+ (+2,60) = 3,90
\;/ . a=390- 2,60

a ‘ 3,90 a= 130

Quadro 13: Representacdes classe transformacédo positiva, com o estado inicial desconhecido
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

Classe 6: Transformagé&o negativa com o estado inicial desconhecido

Nessa classe, conhecendo o estado final (c) e a transformacgéao negativa (b),
obtemos o estado inicial (a).

Exemplo 6: “Em 1974, a populacao de Paris era de 2.844.000 habitantes; em
cinco anos a cidade havia perdido 187.000 habitantes. Quantos habitantes Paris tinha

em 1969?” (VERGNAUD, 2009a, p. 209).
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Esqguema sagital Equacéo

([ =187 n;;\‘u a +(—187.000) = 2.844.000

Iy a = 2.844.000 + 187.000

S

Quadro 14: Representa¢des classe transformacao negativa, com o estado inicial desconhecido
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

O célculo relacional que implica na solugéo dos problemas dos exemplos 5 e 6
€ considerado, por Vergnaud, ainda mais complexo, porque a solugdo canbnica
implica na inversa da transformacéo direta. Assim, ao estado final é aplicado uma
transformacdao inversa, portanto, € preciso aplicar —b a c para encontrar a. Explicando
de outra maneira, se uma diminui¢do faz passar do estado inicial ao estado final, entdo
um aumento faz passar do estado final ao estado inicial. Vergnaud (2007, p. 7)
apresenta esse teorema em acéo da seguinte forma: Se F = T (I),entdo I = T~ (F).

Ainda, para resolucéo dos problemas dos exemplos 5 e 6, pode-se utilizar o
procedimento de complemento e o procedimento de estado inicial hipotético, que
consiste em formular uma hipotese sobre determinado estado inicial, aplicar-lhe uma
transformacéo direta para resultar no estado final, e corrigir a hipétese, caso néo
chegue ao estado final dado no problema.

A pesquisa realizada por Magina et al. (2008), com 782 crian¢as, mostra que
mais de 80% dos alunos da 42 série (atual 5° ano) tém sucesso com problemas de
transformacéo, com o estado inicial desconhecido.

Segundo Magina et al. (2008, 2010), nos problemas de transformacdo de
medidas, as palavras-chave (ganhar, perder, doar, receber etc.) conduzem o aluno a
escolher qual operacdo ele deve utilizar para resolver a situacdo. Assim, essas
palavras podem tanto facilitar quanto dificultar a resolucéo, pois as acdes de ganhar
nem sempre significam adi¢éo, e de perder nem sempre significam subtracéo.

Magina et al. (2008; 2010) mostram que as crian¢cas tém menos sucesso ao
resolver os problemas de transformacéo, quando no enunciado tem a palavra-chave
gue conduz a operacdo contraria ao que se espera na resolucéo. Logo, o uso da
palavra-chave ndo pode ser enfatizado na escola como critério para escolha da
operacéo a ser utilizada para resolucdo do problema, em vez da interpretacdo da

situacao.
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2.3 Campo conceitual das estruturas multiplicativas

O Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas, segundo Vergnaud (1993),
refere-se a um conjunto de situagdes que envolvem uma multiplicacdo, uma diviséo
ou uma combinacdo entre elas, o conjunto de conceitos e teoremas associados a
multiplicacdo/divisdo. Dentre os conceitos envolvidos nas situacfes multiplicativas,
citamos: “[...] fracdo, funcéo linear, bilinear e ndo linear, composicdo de funcdes
lineares, razdo, taxa, proporcdo, andlise dimensional, combinacdo, produto
cartesiano, area, volume, isomorfismo, entre outros” (GITIRANA et al., 2014, p. 24).

Segundo Vergnaud (2009a, p. 260), “Numerosas classes de problemas podem
ser identificadas segundo a forma da relacdo multiplicativa, segundo o caréater discreto
ou continuo das quantidades em jogo, segundo as propriedades dos numeros
utilizados etc.”.

Para os problemas de estruturas multiplicativas, Vergnaud (1983; 1996a;
2009a) estabeleceu cinco tipos de relacdes: Unico espaco de medida, produto de
medidas, isomorfismo de medidas, propor¢cdo multipla e funcdo n-linear. Esses tipos
de relagbes multiplicativas séo apresentas por Gitirana et al. (2014) com as seguintes
nomenclaturas: comparagcdo multiplicativa, produto cartesiano, proporcdo simples,
proporcionalidade multipla e funcéo bilinear.

As situacoes-problema de comparacdo multiplicativa e produto cartesiano sao
relacdes ternarias que ligam trés elementos entre si; e as situacdes-problema de
propor¢cdo simples, proporcionalidade multipla e funcdo bilinear sdo relacdes
guaternarias que ligam quatro elementos entre si.

Para esta pesquisa, utilizamos as situacfes-problema envolvendo a relacéo
guaternaria de proporcédo simples ou isomorfismo de medidas, por isso selecionamos

discorrer, em seguida, somente a respeito desta tipologia de problemas.

Problemas do tipo proporcéo simples

Os problemas do tipo proporgéo simples envolvem uma relacédo entre quatro
guantidades: duas a duas de mesma natureza, sendo trés quantidades conhecidas e
uma desconhecida. A relacdo de propor¢ao simples descreve um grande numero de

situacfes na vida comum e técnica, pois 0s elementos colocados em relacdo podem
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ser de naturezas diferentes, por exemplo: pessoas e objetos, bens e custos, duracbes
e distancias (VERGNAUD, 1983; 2009a).

Essa relacéo quaternaria permite gerar quatro classes de problemas: proporcéao
simples um para muitos; propor¢ao simples particdo; propor¢gdo simples cota; e
proporcdo simples quarta proporcional, que variam de acordo com a quantidade
desconhecida. Nos problemas de propor¢édo simples um para muitos, particdo e cota,
uma dessas quantidades é igual a um.

Para distinguir essas classes de problemas, Vergnaud (1983, 1996a) propde
0S seguintes esquemas sagitais: M; e M, representam quantidades/medidas de
grandezas distintas; x representa a quantidade desconhecida (incognita); a, b,

¢ representam as quantidades conhecidas e distintas.

um para muitos particio

M, M, M, M,

1 —7>»a 1 —» «x

b ——» «x a —>» b

cota quarta proporcional

M, M, M, M,

1 ——» a a —» b

x —1+—» b c —» X

Quadro 15: Esquemas sagitais das classes de proporcéo simples
Fonte: Adaptado de Vergnaud (1996a).

Vergnaud (1996a) define as classes de problemas de acordo com a posicéo da
guantidade/medida desconhecida, porque conforme a posicdo da medida
desconhecida, a solu¢cdo do problema pede uma multiplicacdo ou divisdo. Logo, a
solugcéo dos problemas das classes de proporcao simples um para muitos e quarta
proporcional pede uma multiplicacdo, e a solu¢cdo dos problemas das classes de
particdo e cota pede uma divisao.

Gitirana et al. (2014), a partir de estudos respaldados pela TCC e de resultado
de pesquisa realizadas com alunos, realizaram uma releitura das classes de
estruturas multiplicativas, classificando-as de acordo com o nivel de complexidade. As
situacGes multiplicativas foram classificadas em prototipo e extensdes, assim como as

situacdes aditivas também foram classificadas deste modo por Magina et al. (2008).
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Nos problemas de propor¢éo simples, os niveis de complexidade variam de trés
maneiras diferentes: os problemas de proporcdo simples um para muitos e particao
sao classificados como prototipos; os problemas de proporcdo simples do tipo cota
sdo caracterizados como de 12 extensao; e os problemas de propor¢cao simples do
tipo quarta proporcional séo classificados como 22 extensado (GITIRANA et al., 2014).

Para Gitirana et al. (2014), essa classificacdo busca contribuir com os
professores para que tenham expectativas mais reais do nivel de complexidade
exigido dos alunos na resolucéo de problema e, assim, saber quais situagdes trabalhar
e 0 que esperar dos estudantes ao longo dos anos de escolaridade.

A seguir, para cada classe de problemas de proporcédo simples, apresentamos

sua descricdo, um exemplo e suas representacfes na forma de esquema e equacao.

Classe 1: Proporgéao simples do tipo um para muitos

Nessa classe, o valor unitario € conhecido e deseja-se saber o valor da segunda
grandeza da mesma natureza.

Exemplo 1: “Tenho 3 pacotes de iogurte. H4 4 iogurtes em cada pacote.
Quantos iogurtes eu tenho?” (VERGNAUD, 2009a, p. 239).

Esquema sagital Equacao
pacotes iogurtes 3X4=x
1——» 4 12 =x
3—» x

Quadro 16: Representagdes da classe de proporgéo simples do tipo um para muitos
Fonte: Adaptado de Vergnaud (1983).

Segundo Gitirana et al. (2014), quando o aluno resolve esse tipo de problema
por multiplicagéo 3 X 4 ou pela soma repetida de 4 + 4 + 4, utiliza o teorema em agao

que corresponde a “propriedade linear da proporcionalidade”, aplicando a razéo entre

3 pacotes __
1pacote

as medidas da mesma grandeza. A razao € obtida dividindo

E, considerando que f(3), uma relagdo entre a quantidade de pacotes e a
guantidade de iogurtes, é obtida ao multiplicar a razéo pela quantidade de iogurtes em
um pacote. No caso particular: f(3) = f(3 X 1) =3 X f(1) =3 X 4 = 12. Portanto,
tem-se 0 seguinte teorema matematico referente a propriedade linear da
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proporcionalidade: f(kx) = kf(x), sendo f(x) a relagdo entre duas grandezas, e k
um numero sem dimenséao (um escalar). (VERGNAUD,1983, 1996a, 2007).

Classe 2: Proporcéo simples do tipo particdo

Nessa classe, conhece-se 0 valor de muitos e deseja-se descobrir o valor
unitario.

Exemplo 2: “Paguei R$ 12,00 por 3 garrafas de vinho. Quanto custa cada
garrafa?” (VERGNAUD, 2009a, p. 239).

Esquema sagital Equacéo
garrafas reais 3Xa =12
1— »a 12
“=73
3 —» 12
a =4

Quadro 17: Representacdes da classe de proporcéo simples do tipo particdo
Fonte: Adaptado de Vergnaud (1983).

O procedimento para a resolugao desse problema envolve “[...] considerar que
0 quociente a ser obtido refere-se ao tamanho das partes, que o dividendo &
representado pelo todo (valor/quantidade a ser dividida) e que o divisor refere-se [sic]
ao numero de partes em que o todo € dividido” (LAUTERT; SPINILLO, 2002, p. 238).

Classe 3: Proporcéo simples do tipo cota

Nessa classe, tanto o valor de muitos, quanto o valor unitario sdo conhecidos e
de mesma natureza; e deseja-se conhecer uma nova grandeza de outra natureza.

Exemplo 3: “Pedro tem R$ 12,00 e quer comprar pacotes de bala a R$ 4,00 o
pacote. Quantos pacotes ele pode comprar?” (VERGNAUD, 2009a, p. 240).

Esquema sagital Equacéo
pacotes reais xX4 =12
1 —+» 4 _ 12
Y=
x — 1 » 12
x =3

Quadro 18: Representacfes da classe de propor¢éo simples do tipo cota
Fonte: Adaptado de Vergnaud (1983).
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Segundo Gitirana et al. (2014), muitos alunos, mesmo antes de conhecer a
multiplicacdo ou a divisdo, realizam agrupamentos com as subtracdes sucessivas
para resolver esse tipo de problema.

Outro procedimento utilizado para resolver esse tipo de problema é pela
operacdo de divisao, em que “[...] o quociente a ser obtido refere-se ao numero de
partes em que o todo foi dividido, que o dividendo é representado pelo todo e o divisor
refere-se ao tamanho das partes (quota)” (LAUTERT; SPINILLO, 2002. p. 238).

Classe 4: Proporcéao simples do tipo quarta proporcional

Nessa classe, 0 que se deseja saber € o valor da segunda grandeza de mesma
natureza, mas o valor correspondente a unidade ndo é informado e nem solicitado.

Exemplo 4: “Dona Benta usa 15 ovos para fazer 3 bolos. Quantos ovos ela
precisa para fazer 6 bolos? (GITIRANA et al. 2014, p. 239).

Esquema sagital Equacao
bolos o0vos 3Xx = 6X15
3 —1» 15 90

X = ?
6 —1» x
x =30

Quadro 19: Representacfes da classe de proporgéo simples do tipo quarta proporcional
Fonte: Adaptado de Vergnaud (1983).

A situacédo torna-se complexa quando as medidas das duas grandezas
conhecidas ndo sdo multiplas. Nesse caso, € comum 0 aluno encontrar o valor da
unidade, como se resolvesse um problema de particdo, e com a posse do valor da
unidade, ele resolve o problema como se fosse uma situacdo de um para muitos
(GITIRANA et al., 2014).

Para resolucao de problemas da classe quarta proporcional, pode-se utilizar a
regra de trés, que consiste em aplicar uma propriedade de proporcionalidade: o
produto dos meios é igual ao produto dos extremos. A BNCC (BRASIL, 2018)
recomenda que essa regra nao seja trabalhada nos anos iniciais.

Gitirana et al. (2014), ao aplicar um instrumento diagndéstico com 782 alunos
dos anos iniciais do Ensino Fundamental, concluiram que a partir do 4° ano os alunos

ja tém competéncia para solucionar problemas do tipo quarta proporcional.
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Analises vertical e horizontal de um problema de proporgéo simples

Segundo Vergnaud (2009a), para problemas de proporgcéo simples, ha dois
tipos de analises que contribuiem para a resolu¢do do problema, a analise vertical
(escalar) e a analise horizontal (funcdo). Retornemos ao exemplo 1 para mostrar
essas analises.

A andlise vertical esta centrada na nocéo operador escalar!! (sem dimenséao),

a qual permite passar de uma linha a outra em elementos de mesma natureza.

pacotes  iogurtes
®( Y®
3 x )
Figura 4: Andlise vertical (escalar) da classe propor¢éo simples
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

Os numeros 1 e 3 representam as quantidades de pacotes, e 0s nimeros 4 e
x representam as quantidades de iogurtes. Ambos sdo medidas, mas de natureza
diferente. “[...] Os operadores verticais (x 3) sdo operadores sem dimensdes, ou
escalares, que permitem passar de uma linha a outra na mesma categoria de
medidas” (VERGNAUD, 2009a, p. 244).

A andlise horizontal esta centrada na nocéo de operador funcédo?!?, que permite

relacionar elementos de naturezas diferentes.

pacotes iogurtes

1 > 4
[ logurte/ pacote x 4 ]

3 Ll s

[ logurte/ pacote x 4 ]

Figura 5: Andlise horizontal (func&o) da classe proporgéo simples
Fonte: Adaptado de Vergnaud (2009a).

11 Nesta pesquisa, optamos em utilizar o termo razéo em vez de operador escalar.
12 Nesta pesquisa, optamos em utilizar o termo taxa em vez de operador funcao.
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O operador funcdo (x 4), que faz passar de 1 pacote a 4 iogurtes, € 0 mesmo
gue faz passar de 3 pacotes a x iogurtes. Segundo Vergnaud (2009a), esses
operadores horizontais representam funcfes e expressam a passagem de uma
categoria de medidas a outra, de onde o emprego de uma forma verbal expressa uma
relacdo: iogurte por pacote = iogurte/pacote.

Para verificar a analise vertical e horizontal, Vergnaud (2009a) utiliza outra
andlise propria da relacdo quaternaria, denominada analise dimensional.

Na andlise vertical, temos que x iogurtes estdo para 4 iogurtes, assim como 3
pacotes estdo para 1 pacote.

A equacao correspondente é€:

x logurtes 3 pacotes

4iogurtes 1 pacote
Multiplicando os dois membros da equacdo por 4 iogurtes e simplificando as

dimensodes, temos:

x logurtes = X 4 iogurtes

1 pacote
Eliminamos o denominador igual a 1.
x logurtes = 3 X 4iogurtes
Assim, obtemos a primeira forma empregada para encontrar o valor de x.
Na analise horizontal, temos que x iogurtes estdo para 3 pacotes, assim como
4 iogurtes estao para 1 pacote.
A equacdo correspondente é:

x logurtes  4iogurtes

3 pacotes 1 pacote
Multiplicando os dois membros da equacao por 3 pacotes, e simplificando as
dimensoes, temos:

4 iogurtes

) _ rlogurtes.
x iogurtes 1 3 pacotes

Eliminamos o denominador igual a 1.
x iogurtes = 3 X 4iogurtes
Logo, obtemos outra forma empregada para encontrar o valor de x.
A andlise horizontal é mais complexa, pois implica ndo somente na nocéo de
relacdo numérica, mas também aquela de quociente de dimensdes, nesse caso,

iogurtes por pacote.
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Teoremas em acgdo associados as propriedades isomorficas da fungéo linear

Na resolu¢éo de problemas do tipo proporgéao simples, os alunos manifestam
naturalmente teoremas em acgdo associados as seguintes propriedades isomorficas
da funcéo linear:

fOo+x")=f)+ f(x)
flx—x)=fx)—f(x")
f (kx) = kf(x)
flkx + kx") = kf (x) + kf(x")

Ainda, os alunos mobilizam como teorema em acdo a propriedade padrdo do

coeficiente de proporcionalidade (VERGNAUD, 1983; 1996a; 2007):
f (x) =ax
- f®

a
Lima et al. (2016, p. 95) apresentam as propriedades isomorficas da funcéo
linear ao mencionarem o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, cujo enunciado
é:
Seja f:R—R uma funcdo crescente. As seguintes afirmacdes séo
equivalentes:
(1) f(nx)=nf(x)paratodon € Z e todo x € R.
(2) Pondoa = f(1),tem-se f(x) = ax paratodox € R.
(B) fx+y) = f(x) + f(Q) para quaisquer x,y € R.
Esses teoremas em acdo formados pelas propriedades isomorficas da funcao
linear, apresentados por Vergnaud (1983; 1996a; 2007) deram respaldo para o
desenvolvimento da andlise desta pesquisa, no que se refere aos possiveis teoremas
em acgao mobilizados pelos alunos do 5° ano do Ensino Fundamental na resolucéo de
problemas mistos.
A seguir, apresentamos uma discussédo a respeito dos problemas mistos que

serviu de base para a organizacao do instrumento desta pesquisa.
2.4 Problemas mistos

Para Vergnaud (2009a), os problemas complexos sédo problemas aritméticos
constituidos por varias relacdes e varios elementos, entre eles, os problemas que

comportam somente relagbes aditivas; 0os problemas que comportam somente
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relacbes multiplicativas; e os problemas mistos, que envolvem relacées de tipo
multiplicativo (multiplicacdo e divisdo) e relacdes de tipo aditivo (adicdo e subtracdo)
simultaneamente.

Os problemas mistos carecem de interpretacbes para que os alunos
identifiguem as relagOes existentes entre os elementos do campo multiplicativo e do
campo aditivo e, assim, possam desenvolver esquemas que possibilitem a resolucéo
da situacéo proposta.

O pesquisador estabeleceu algumas informagcdes que devem guiar a acao do
professor para que o ensino por meio de problemas complexos seja eficaz: fazer a
crianca formular as perguntas que tenham sentido em relacdo ao enunciado; separar
as informac0es Uteis e inlteis; representar varios caminhos para encontrar a solucao
e fazer estabelecer elos entre elas; em caso de insucesso, recorrer a uma
reconstrucdo material e gesticulada da situacdo dada no enunciado (VERGNAUD,
2009a). Além disso, Vergnaud (2009a) recomenda o trabalho coletivo, para que
esquemas sejam elaborados de forma colaborativa entre professores e alunos.

Identificamos algumas pesquisas que contemplam problemas mistos nos anos
iniciais (PAVAN, 2010; TEIXEIRA, 2016; MAGINA; PORTO, 2018; CERON, 2019),
embora ndo deixem explicito o termo problemas mistos. A Base Nacional Curricular
Comum (BRASIL, 2018) menciona o trabalho a ser realizado com problemas aditivos
e multiplicativos nos anos iniciais. Os livros didaticos Apis Matematica, propostos aos
anos iniciais do Ensino Fundamental, apresentam problemas mistos para os alunos
resolverem (DANTE, 2017; RODRIGUES; REZENDE, 2019; 2021).

Em uma investigacao preliminar (RODRIGUES; REZENDE, 2019), foi proposto
que quatro problemas mistos, retirados da colec&o de livros didaticos Apis Matematica
dos anos iniciais do Ensino Fundamental, fossem resolvidos por 22 alunos do 5° ano
do Ensino Fundamental de uma escola publica. Identificamos que os alunos
apresentam conhecimentos aritméticos que possibilitam resolvé-los, mas mostraram
gue ndo estavam habituados com esse tipo de problema, ao apresentarem
dificuldades para estabelecer relacdes entre os dados do enunciado, o que implicou
em calculos e resultados equivocados.

Na pesquisa de Miranda (2019) foram estabelecidas, a priori, 30 possibilidades
de classes para os problemas mistos, com base nas classes de problemas dos

Campos Aditivo e Multiplicativo propostos por Vergnaud (2009a). A autora também
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analisou os problemas propostos em livros didaticos de Matematica, sendo dois do 9°
ano do Ensino Fundamental e dois do 1° ano do Ensino Médio, com a finalidade de
identificar algumas dessas classes, e concluiu que as situacdes-problema
relacionadas ao conceito de funcéo afim séo passiveis de serem analisadas segundo
problemas mistos e problemas multiplicativos. Para cada classe de problema
identificada nos livros didaticos de Matematica, a autora apresenta uma expressao

analitica da funcéo correspondente, como apresentado no Quadro 20.

Categoria Expresséo analitica
Proporcéo simples y=ax
Produtos de medidas Y =ax
Composi¢céo de medidas y=axouy==dax+bh
Proporcao simples e composi¢do de medidas y=ax +b
Proporcao simples e transformacéo de medidas y=b +ax
Comparacgdo multiplicativa e composi¢cdo de medidas y=ax +b
Comparacgdo multiplicativa e transformacdo de medidas y=ax
Proporcgéo simples, composic¢éo de transformagfes e y=ax +b
transformacao de medidas
Comparacgdo multiplicativa e proporcdo simples y=ax

Quadro 20: Expressao analitica resultante do tipo de relacédo
Fonte: Miranda (2019, p.148).

Dentre as classes de problemas mistos estabelecidas e identificadas por
Miranda (2019) e por Rodrigues e Rezende (2021), descrevemos a seguir a classe de
proporcao simples e transformacéo de medidas, tipologia adotada para os problemas

gue compdem o instrumento de pesquisa da presente investigagao.

Classe: Proporcéo simples e transformacao de medidas

A classe de problema misto do tipo propor¢gdo simples e transformacdo de
medidas é formada por uma relacdo quaternaria de proporcao simples, do campo
multiplicativo, e por uma relacao ternaria de transformacdo de medidas, do campo
aditivo.

Miranda (2019) estabeleceu e identificou essa classe nos livros didaticos dos
anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio; e Rodrigues e Rezende (2021),
na colecdo Apis Matematica dos anos iniciais (DANTE, 2017).

Para estabelecer as possibilidades de subclasses para problemas mistos do
tipo proporcao simples e transformagdo de medidas, foram consideradas as quatro

variacoes da classe propor¢cao simples combinadas com as seis variagcdes da classe
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transformacao de medidas, o que possibilitou a formagao de 24 subclasses, conforme

apresentado no Quadro 21.

Campo multiplicativo Campo aditivo

Proporcao simples um para muitos. | Transformacao positiva, com o estado inicial desconhecido.

Transformacao positiva, com a transformacao desconhecida.

Proporcéo simples particéo. Transformac&o positiva, com o estado final desconhecido.

Transformacao negativa, com o estado inicial desconhecido.

Proporcéo simples cota. . ] . ]
Transformacao negativa, com a transformacao desconhecida.

o Transformacado negativa, com o estado final desconhecido.
Proporgéo simples quarta

proporcional.

Quadro 21: Subclasses de problemas mistos do tipo propor¢éo simples e transformacgéo
Fonte: Autora.
Na sequéncia, apresentamos a analise de um problema misto pertencente a
subclasse proporcéo simples um para muitos e transformacao negativa com o estado
final desconhecido, que foi extraido do livro didatico Apis Matematica proposto para o

4° ano do Ensino Fundamental (Quadro 22).

Em seis caixas ha 300 clipes. Marcelo comprou 3 caixas de clipes e ja usou 30

clipes. Quantos clipes ele ainda tem?

Quadro 22: Problema misto do tipo proporcdo simples e transformacéo de medidas
Fonte: Dante (2017, p. 198).

Para analisar as relacdes estabelecidas entre as medidas do enunciado desse
problema, foi organizada uma tabela para representar as informacdes dadas no
enunciado, assim como a pergunta final (designada por a), como sugerido por
Vergnaud (2009a, p. 289).

Tabela 1: Correspondéncia entre os dados do enunciado do problema misto

clipes clipes clipes
caixas clipes comprados utilizados restantes
6 300 c 30 y

3 c

Fonte: A autora.

7

Para resolver esse problema, primeiramente é necessario determinar a

guantidade de clipes em 3 caixas. Para isso, considera-se a relacdo quaternaria de
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proporcao simples do tipo quarta proporcional. Assim, 6 caixas estdo relacionadas a
300 clipes e 3 caixas estao relacionadas a c clipes. Diante do resultado da quantidade
de clipes em 3 caixas, podemos encontrar a quantidade de clipes restantes por meio
de uma relacgéo ternéria de transformacao de medidas, cujo estado inicial corresponde
a quantidade de clipes em 3 caixas; a transformacéao diz respeito a 30 clipes utilizados;
e deseja-se descobrir 0 estado final, a quantidade de clipes restantes. Para
representar essas relacbes propde-se 0 seguinte esquema sagital e equagdao,
baseado nos esquemas propostos por Vergnaud (2009a) para os campos aditivo e

multiplicativo e na pesquisa de Miranda (2019).

Esquema sagital Equacao
clipes clipes clipes
caixas clipes comprados utilizados restantes 300
3IX— =c¢
6 ——» 300 R 6
¢ > Y 150 =

6 —1—» 300

v
<

150 —30 =y
120=y

Quadro 23: Representa¢fes da classe de proporcéo simples e transformacdo de medidas
Fonte: Autora.

A equacdao correspondente ao problema proposto é: 3 X % —30 =y.

Nossas andlises mostram que essa classe possibilita a maior variedade de
subclasses que podem ser modeladas por uma equacédo, considerando o contexto
dos anos iniciais. Portanto, essa classe possibilita a proposicdo de problemas com
estruturas diferentes entre si, permitindo aos alunos a manifestacdo de diferentes
esquemas, conceitos e teoremas em acdo e maneiras de representa-los.

Como “a relacdo de proporcionalidade € um caso especifico da relacéo
funcional” (TINOCO, 2002, p. 45), naresolucao de problemas mistos do tipo proporcéo
simples e transformacéo de medidas, os alunos podem mobilizar conceitos em acéo
e teoremas em agao associados ao conceito de fun¢gdo, mesmo que implicitamente.

No préoximo capitulo, apresentamos os procedimentos metodolégicos adotados
para o desenvolvimento desta pesquisa, bem como o problema, objetivo geral e o

instrumento de pesquisa.
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CAPITULO 3

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo sdo descritos os procedimentos metodoldgicos adotados para o
desenvolvimento desta investigacdo. Apresentam-se o0 problema de pesquisa, 0s
objetivos, a abordagem de pesquisa, 0s sujeitos colaboradores e as respectivas
instituicbes de ensino. Também se demonstram a producédo de dados, uma sintese
da analise de livros didaticos, o estudo piloto, os critérios para a elaboracdo do
instrumento de pesquisa, a analise do instrumento de pesquisa e 0S pressupostos

estabelecidos para as analises das resolucdes dos alunos.

3.1 Problema de pesquisa

A partir das justificativas e da fundamentacdo tedrica apresentadas nos
capitulos precedentes, a presente pesquisa foi norteada pela seguinte questdo: Que
invariantes operatérios associados ao conceito de funcdo sdo mobilizados por alunos
do 5° ano do Ensino Fundamental na resolucéo de problemas mistos do tipo proporgéo

simples e transformacéao de medidas?

3.2 Objetivos

Objetivo geral

Com o intuito de responder ao problema de pesquisa, estabeleceu-se como
objetivo geral analisar invariantes operatérios associados ao conceito de funcéo
mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino Fundamental na resolucao de problemas

mistos do tipo propor¢ao simples e transformacéo de medidas.

Objetivos especificos
Para alcancar o objetivo geral, trés objetivos especificos foram constituidos:
v’ estabelecer as subclasses da classe proporgéo simples e transformacgéo

de medidas para problemas mistos;
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v' analisar os esquemas desenvolvidos pelos sujeitos da pesquisa na
resolucdo de problemas mistos; e

v investigar a mobilizacdo das ideias-base de funcgao.

3.3 Abordagem de pesquisa

Procurando atingir os objetivos propostos, foi realizada uma pesquisa
qualitativa, de caréater interpretativo, permitindo que o problema de pesquisa fosse
investigado de forma ndo s6 a descrever os invariantes operatorios, mas interpreta-
los e analisa-los.

Bogdan e Biklen (1994) identificam cinco caracteristicas fundamentais na
investigacdo qualitativa: o contato do investigador com o ambiente natural contribui
para compreensdo dos dados?'3; é descritiva, 0 que permite o registro dos dados e a
disseminacao dos resultados; o investigador interessa-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados; os dados s&o analisados de forma indutiva; e o
sentido que os participantes atribuem a suas experiéncias tem importancia
fundamental.

Assim, podemos considerar que o estudo das resoluc¢des escritas dos alunos e
das transcricbes do didlogo final com a pesquisadora contém uma interpretacdo
subjetiva por parte do pesquisador, que juntamente com a fundamentacéo tedrica
permite estabelecer uma compreensao mais esclarecedora do objeto de estudo.

3.4 Os sujeitos colaboradores da pesquisa

Devido ao objetivo geral desta pesquisa, 0s sujeitos colaboradores, incluindo
aqueles que participaram do estudo piloto, foram 18 alunos de escolas publicas
brasileiras que frequentavam o 5° ano do Ensino Fundamental. Nesse nivel de ensino,
os alunos possuem a idade entre 10 e 11 anos.

Para o estudo principal participaram 12 alunos, que foram convidados pelos
seus professores dentre aqueles de desempenho mediano em Matematica, ou seja,

nem com alto e nem com baixo desempenho.

13 “Os dados incluem transcrigdes de entrevistas, notas de campo, fotografias, videos, documentos
pessoais, memorandos e outros registos oficiais” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 48).
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A escolha pelo 5° ano do Ensino Fundamental se deu pelo fato de os alunos
estarem frequentando o Ultimo nivel de escolaridade dos anos iniciais e em fase de
consolidacdo de conhecimentos referentes aos Campos Conceituais aditivo e
multiplicativo, conforme constatado nas pesquisas de Silva (2021), Rezende e
Rodrigues (2019), Pavan (2010), e com o previsto pela BNCC (BRASIL, 2018).

Conforme mencionado na BNCC (BRASIL, 2018), a expectativa € que, no 5°
ano, os alunos resolvam problemas com diferentes ideias da adicéo e da multiplicacao
e envolvendo nimeros naturais e numeros racionais, cuja representacédo decimal é
finita. Contudo, essa competéncia e outras competéncias previstas pela BNCC podem
nao ter sido desenvolvidas pelos alunos, pois devido a pandemia da Covid-19, do dia
23 de marco de 2020 a 26 de julho de 2021, as aulas presenciais foram suspensas e
os alunos tiveram aulas de modo remoto. A resolucao pelos alunos do instrumento de

pesquisa ocorreu nesse periodo, no més de junho de 2021.

3.5 As instituicdes de ensino

Com o objetivo de realizar uma pesquisa que nao representasse
especificamente uma realidade escolar, fez-se a opcéo por diversificar as escolas em
gue os sujeitos colaboradores estédo vinculados. Participaram desta pesquisa alunos
de quatro escolas publicas, localizadas em diferentes regides de uma cidade do
interior do Parand, sendo trés alunos por escola. Na Figura 6 mostra-se a localizacéao
de cada escola participante da pesquisa, representadas pelos simbolos de localizacao

em vermelho, com um chapéu branco ao meio.

)

[a57)

Figura 6: Localizagdo das quatro escolas publicas brasileiras
Fonte: Google Maps.
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No ano de 2020, os alunos dessas quatro escolas ficaram em ensino remoto
por causa da pandemia de Covid-19. Eles foram atendidos por meio do conteudo
disponibilizado online, por meio de videos, tendo como principal recurso tecnologico
o celular; e pedagdgico, o livro didatico e as atividades impressas buscadas por seus
pais na escola. No primeiro semestre do ano de 2021, ainda no ensino remoto, foram
acrescentadas as aulas via Google Meet para os alunos que tinham acesso a internet,
mas com o tempo de aula reduzido. A partir do dia 26 de julho de 2021, essas escolas
aderiram ao ensino hibrido, que consiste numa aprendizagem presencial e remota,
permitindo que o aluno estude uma semana na escola e uma semana em casa.

Porém, os pais dos alunos podiam optar entre o ensino remoto e hibrido.

3.6 A producéo dos dados

Em conformidade com o Comité de Etica em Pesquisa (CEP) da Universidade
Estadual do Oeste do Parana, duas copias do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (APENDICE A) e do Termo de Assentimento (APENDICE B), foram
entregues aos responsaveis pelos alunos e aos alunos, respectivamente, solicitando
suas assinaturas, para depois realizarmos a producdo de dados. Esses termos
contém as explicacdes éticas, a finalidade da pesquisa e os procedimentos que foram
realizados com as criancas, incluindo a necessidade das gravacdes de video.

No periodo da producdo de dados, no més de junho de 2021, devido a
pandemia de Covid-19, as instituicbes de ensino estavam fechadas para atendimento
presencial. Neste contexto, a pesquisadora entrou em contato com a direcdo e as
professoras das escolas pelo celular, e conversou a respeito da pesquisa. Essas
professoras aceitaram colaborar com a pesquisa e prontamente entraram em contato
com os pais dos alunos, que se disponibilizaram a participar desta pesquisa. Na
sequéncia, as professoras passaram o numero do celular do responsavel por cada
aluno para a pesquisadora.

A pesquisadora entrou em contato pelo celular com cada responsavel pelo
aluno, explicou a respeito da pesquisa e marcou o dia e o horéario para levar os termos
de consentimento e assentimento e as folhas com os espacos para a resolugao de
cada problema misto (APENDICE E). No dia marcado, a pesquisadora foi de méascara

até a frente da residéncia de cada aluno, tomando os cuidados necessarios de
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prevencéo do Covid-19, entregou uma pasta com os termos e as folhas para anotar
as resolucdes, explicou ao aluno como seria 0 momento de resolucao das situacoes
e agendou o dia e o horario.

Os dados foram produzidos a partir da resolucdo pelos alunos de quatro
problemas mistos, que aconteceu em um Unico encontro, no més de junho de 2021,
para 12 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental. Os encontros entre pesquisadora
e cada aluno (individualmente) aconteceram por meio do aplicativo Google Meet, que
€ gratuito, da Google, que oferece chamadas de video pelo celular ou computador. O
link do Google Meet foi enviado no celular dos pais e/ou responsavel pelo aluno por
meio de mensagem pelo WhatsApp. Os pais e os alunos ja conheciam o aplicativo
Google Meet, pois os alunos estavam tendo aulas online por meio dele.

Para auxiliar as analises da pesquisa, optou-se por gravar 0S encontros em
video por meio de uma extensdo gratuita do Google Chrome chamada de
Screencastify, que possibilitou a pesquisadora analisar as reacfes dos alunos durante
a resolucédo de cada problema e transcrever o dialogo final com o aluno.

No momento dos encontros, foi solicitado aos alunos que pegassem a folha de
papel entregue, borracha, 14pis ou caneta para realizarem a resolucao de cada
situacéao e, ainda, foi explicado que eles poderiam resolver os problemas do modo que
considerassem mais viavel e pertinente, mas a pesquisadora ndo poderia ajuda-los.

Durante os encontros, os problemas mistos foram apresentados na seguinte
ordem: fixamos o primeiro problema, sendo esse o mais fécil, conforme constatado no
estudo piloto, e alternamos os outros trés problemas mistos de seis modos diferentes,
0 que possibilitou a formacao de 6 ordens diferentes, permitindo que cada 2 alunos
resolvessem o problema em uma mesma ordem.

Cada situacéo-problema foi apresentada individualmente ao aluno na tela do
celular ou computador por meio do aplicativo Google Meet. Diante da situagéo-
problema, o aluno tentou resolvé-la. Apds a resolucédo de uma situagédo-problema, o
aluno informava que tinha concluido e entdo passavamos para a proxima situacao-
problema, até finalizacdo da aplicacao dos quatro problemas mistos.

Ao término da resolucédo, a pesquisadora pedia as fotos das resolucfes de cada
situacao-problema, que foram enviadas pelo WhatsApp para a pesquisadora, assim
garantindo que eles néo fizessem alteragcdes em suas resolugdes para nao interferir

nos dados a serem analisados.
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Na sequéncia, diante das resolu¢gbes dos problemas mistos, foi realizado um
didlogo entre o aluno e a pesquisadora, com o intuito de auxiliar as analises e realiza-
las do modo mais fiel possivel. Nesse momento foi solicitado ao aluno que falasse
como pensou para resolver cada situacdo-problema proposta, o que permitiu a
pesquisadora acompanhar o raciocinio do aluno, sem corrigir as respostas dadas.
Como sao 12 alunos participantes, as transcricdes dos diadlogos foram realizadas na
integra (APENDICE G).

A principio, ndo se almejava realizar a producao de dados com 0s sujeitos
colaboradores da pesquisa por meio do aplicativo Google Meet, mas nas escolas
publicas, com aproximadamente 60 alunos e sem a parte do dialogo final. Entretanto,
devido a pandemia do Covid-19, ndo se tinha previsdo do retorno das aulas

presenciais, entdo optou-se em realizar a producao dos dados de maneira online.

3.7 Sintese da andlise dos problemas mistos em livros didaticos de Matematica

Considerando que o livro didatico é o instrumento pedagdgico mais utilizado
pelos professores na conducdo do ensino e todos os alunos das escolas publicas
brasileiras tem o direto de recebé-lo (MELO; LOPES; OLIVEIRA, 2017), fizemos uma
analise da colecao de cinco livros didaticos Apis Matematica (DANTE, 2017) destinada
aos anos iniciais do Ensino Fundamental e adotado pelas escolas participantes desta
pesquisa, com o intuito de identificar quais classes de problemas mistos (aditivos e
multiplicativos) sdo contempladas nessa colecao.

Para identificar cada problema misto, analisamos as relacdes aditivas e as
relacbes multiplicativas presentes no enunciado, representamos essas relacoes na
forma de esquema sagital e equacdo, baseado em Vergnaud (1996a, 2009a) e
Miranda (2019) para, entao, apresentar a classificagao para o referido problema.

Essa investigagdo mostrou a presenca de quarenta e seis (46) problemas
mistos, pertencentes a sete classes distintas, na colecdo Apis Matematica (DANTE,
2017). No Quadro 24, na proxima pagina, apresentamos cada classe de problema
misto identificada na colecéo, a quantidade de problemas mistos em cada ano escolar
relacionadas a determinada classe, a quantidade total de problemas mistos por

classe, e a quantidade total de problemas mistos por ano escolar.
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Classificacao 2°ano | 3°ano | 4°ano | 5°ano Total

Proporcéo simples e composi¢éo de medidas. 3 > 7 7 19
Proporc¢éo simples e transformacéo de medidas. 0 1 3 3 7
Proporg¢éo simples, composicéo e transformacéo de

s 2 2 0 2 6
medidas
Com_para(;ao multiplicativa e transformacéo de 0 0 0 5 5
medidas.
Com_paragao multiplicativa e composicao de 0 5 5 0 4
medidas.
Proporgéo simples, composi¢édo e comparacao 0 0 0 3 3
aditiva.
Produto de medidas e composi¢do de medidas. 0 0 0 5 5
Total 5 7 12 22 46

Quadro 24: Classes e quantidade de problemas mistos presentes na cole¢éo Apis Matematica (2017)
Fonte: Rodrigues e Rezende (2021, p. 285).

As informacées do Quadro 24 mostram que, no livro Apis Matematica destinado
ao 5° ano, foi identificada a maior quantidade e variedade de problemas mistos. Tal
fato pode ocorrer por uma escolha do autor do livro, mas também pelo fato de que se
espera que os alunos do quinto ano tenham habilidades necessérias para resolver
esses tipos de situacdes-problema. Afinal, conforme a BNCC (BRASIL, 2018, p. 268),
a expectativa € que, nos anos iniciais, os alunos apresentem a habilidade de resolver
problemas, “[...] envolvendo diferentes significados das operacdes, argumentem e
justifiquem os procedimentos utilizados para resolugcao e avaliem a plausibilidade dos
resultados encontrados”.

Um exemplo de problema-misto pertencente a classe proporcdo simples e
transformac&o de medidas, extraido do livro didatico Apis Matematica (DANTE, 2017,
p. 198) proposto para o 4° ano do Ensino Fundamental, foi apresentado no capitulo 2.

Com a classificagdo dos problemas mistos constatamos, na obra, o predominio
de problemas mistos da classe proporcdo simples e composicdo de medidas,
totalizando 19 problemas. Ja a classe produto de medidas e composicao de medidas
foi a menos identificada, contendo apenas dois problemas em toda a obra. Tal fato
revela pouco equilibrio entre as diferentes classes de problemas mistos propostos na
colecdo, além do fato de diversas possibilidades de classes ndo terem sido

contempladas, por exemplo, a classe proporcao simples e comparacao aditiva.
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Defendemos a importancia da proposi¢cao de problemas mistos desde os anos
iniciais de escolarizacéo, e argumentamos a favor da classificacdo desses problemas
para que os professores possam ter ciéncia de sua diversidade, ndo apenas no que
se refere ao contexto, mas principalmente em relagdo as suas estruturas. Destarte,
cada classe de problemas possui estrutura propria que possibilita raciocinios,
esquemas e representacfes diferentes a serem desenvolvidos pelos alunos no
decorrer do processo escolar, em decorréncia das situagcdes vivenciadas.

Portanto, a analise dos problemas mistos presentes nos livros didéaticos
destinados aos anos iniciais auxiliou a pesquisadora na identificagdo e compreenséao
das classes propostas aos alunos, e a inferir que sdo poucas as situacdes mistas
proporcionadas aos alunos em cada nivel escolar. Com isso, os alunos dos anos
iniciais ndo estao acostumados com esse tipo de situacao-problema, o que pode leva-
los a ndo estabelecer todas as relagdes envolvidas na situagcédo proposta. Ainda, a
analise dos problemas mistos deu respaldo para a elaboracdo do instrumento de
pesquisa, ao contribuir com a escolha da classe de problemas e permitir observar a

guantidade de questdes por problema, o contexto e a magnitude dos niumeros.

3.8 O estudo piloto

O estudo piloto teve como propoésito verificar se 0os problemas mistos
elaborados serviriam como instrumento de pesquisa para indicar 0s possiveis
invariantes operatorios associados ao conceito de funcdo mobilizados pelos
colaboradores da pesquisa.

Com esse proposito, no més de agosto do 2020, realizamos um estudo piloto
com 6 alunos de uma turma do 5° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica
do interior do Parand, alunos da professora/pesquisadora, autora desta dissertacao.
A pesquisadora, sendo professora desses alunos, teve o contato facilitado com suas
familias, com a oportunidade de conversar pessoalmente para explicar sobre a
pesquisa, momento oportuno em que eles estiveram na escola, pois estavamos no
periodo da pandemia de Covid-19 e as aulas estavam acontecendo de maneira
remota. Apds 0 aceite de participacdo pelos pais e alunos, foram entregues os termos
de consentimento e assentimento e agendado um horario para resolucdo dos

problemas.
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Para o estudo piloto foram utilizados oito problemas mistos (APENDICE C),

elaborados a partir das seguintes subclasses.

Proporgéo simples um para muitos e transformacgéo negativa, com o estado final desconhecido.

Proporcédo simples um para muitos e transformacao positiva, com o estado inicial desconhecido.

Proporc¢éo simples particédo e transformac¢éo negativa, com a transformac¢éo negativa desconhecida.

Proporc¢éo simples particéo e transformagéo positiva, com o estado final desconhecido.

Proporcéo simples cota e transformacéo negativa, com a transformacdo negativa desconhecida.

Proporc¢éo simples cota e transformagéo positiva, com a transformacao positiva desconhecida.

Proporcédo simples quarta proporcional e transformacgéo negativa, com o estado final desconhecido.

Proporc¢éo simples quarta proporcional e transformagé&o positiva, com o estado inicial desconhecido.

Quadro 25: Subclasses de problemas mistos utilizados no estudo piloto
Fonte: Autora.

Para a aplicacéo das situagcOes-problema, consideramos as mesmas condi¢des
mencionadas anteriormente, a respeito da producéo dos dados. Diante dos resultados
prévios alcancados com os dados produzidos no estudo piloto, realizamos uma
analise prévia dos esquemas e dos possiveis indicativos de invariantes operatorios
associados ao conceito de fungao.

Apds o estudo piloto foram feitas alteracdes nos enunciados de alguns
problemas mistos em relacdo a coeréncia e aos valores numéricos, pois para 0s
enunciados com numeros pequenos, os alunos estavam utilizando o célculo mental,
e alguns valores ndo estavam condizentes com a situacao proposta.

Para compor o instrumento de pesquisa, selecionamos quatro situacdes-
problema ao invés de oito, pois verificamos, com o estudo piloto, que os alunos
mobilizaram invariantes operatérios semelhantes quando as subclasses dos
problemas envolviam a mesma classe de proporcéo simples, e distintas classes de
transformacdo de medidas ou distintas classes de proporcdo simples, e a mesma
classe de transformacgéo de medidas.

Na resolucdo dos problemas mistos do estudo piloto, os alunos manifestaram
esquemas expressos pelas representacbées numérica (algoritmos) e pictérica
(desenhos), e indicativos de invariantes operatérios, que ndo mencionamos nessa

parte do texto, pois foram identificados no estudo principal.
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3.9 Elaboracgéo do instrumento de pesquisa

Para a elaboracao do instrumento de pesquisa, foram levados em consideracao
os estudos preliminares sobre func6es do primeiro capitulo; os pressupostos de
Vergnaud, conforme os quais, para a compreensao de um conceito, o0 sujeito deve
vivenciar uma diversidade de situacfes relacionadas a esse conceito ao longo do
tempo; o nivel de ensino correspondente ao 5° ano do Ensino Fundamental, com
referéncia aos conteudos e objetivos de aprendizagem propostos na BNCC; a
identificacdo das caracteristicas dos problemas aditivos, multiplicativos e mistos
apresentados por Vergnaud (2009a) e Miranda (2019), dos problemas multiplicativos
apresentados por Gitirana et al. (2014), e dos problemas mistos presentes na colecéo
Apis Matematica do anos iniciais (DANTE, 2017); os diferentes contextos para 0s
enunciados, de modo a criar um ambiente acolhedor e possibilitar ao aluno perceber
que eles podem fazer parte do seu cotidiano; e o estudo piloto, que permitiu identificar
guais dos problemas mistos elaborados seriam mais pertinentes para constituir o
instrumento de pesquisa. Ainda, para elaboracdo dos problemas mistos, foram

levados em consideracao os valores da variavel didatica descritos a seguir.

3.9.1 Variavel didatica

A variavel didatica de um problema ou uma situacao é aquela cujos valores sao
escolhidos pelo professor. A variavel didatica € um caso particular de variavel
cognitiva, pois mudanca dos valores que lhe sédo atribuidos podem alterar “[...] o
conhecimento necessario para a resolucdo de um problema e/ou os processos de
aprendizagem” (ALMOULOUD, 2016, p. 121).

Os problemas mistos foram elaborados considerando como variavel didatica a
classe de problemas proporcdo simples e transformacdo de medidas e seus

respectivos valores, que sdo as quatro subclasses apresentadas no Quadro 26.

Proporc¢édo simples um para muitos e transformacgao negativa, com o estado inicial desconhecido.

Proporcao simples particdo e transformacéo negativa, com a transformacao negativa desconhecida.

Proporcéo simples cota e transformacao positiva, com a transformacéo positiva desconhecida.

Proporcédo simples quarta proporcional e transformacéo positiva, com o estado final desconhecido.

Quadro 26: Valores da variavel didatica: subclasses de problemas mistos
Fonte: Autora.
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A escolha da variavel didética, a classe proporcao simples e transformacao de
medidas para compor o instrumento de pesquisa, aconteceu com base nos seguintes
critérios: ser a classe mais simples para elaborar diferentes problemas mistos, pois as
grandezas envolvidas nesses problemas podem ter suas medidas transformadas
(aumentadas ou diminuidas); a nocdo de funcéo ser introduzida a partir de situacdes
envolvendo a proporcionalidade (BRASIL, 2018); estar intrinsecamente relacionada
as pesquisas do GEPeDiMa, porque permite a modelacdo dos problemas mistos na
forma analitica da funcéo afim: b + ax =y, com a e b reais positivos (MIRANDA,
2019); a vasta possibilidade das subclasses, que podem gerar uma maior variedade
de invariantes operatorios; estar presente nos problemas mistos de livros didaticos do
9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio (MIRANDA, 2019) e nos
problemas mistos dos livros didaticos Apis de Matematica elaborados para os anos
iniciais do Ensino Fundamental (RODRIGUES; REZENDE, 2021).

Dentre as 24 subclasses estabelecidas para a classe de problemas proporcao
simples e transformacédo de medidas (Quadro 21), selecionamos quatro subclasses
(valores da variavel didatica) para elaboracao dos quatro problemas mistos, conforme
apresentado no Quadro 26. A selec&o dos valores da variavel didatica aconteceu com
base nos seguintes critérios: conter as situacfes das classes um para muitos,
particdo, cota e quarta proporcional, da classe de proporcéo simples combinados com
a classe de transformagao positiva ou negativa; e o termo desconhecido de cada
subclasse corresponder a um dos elementos da equagcdo b + ax =y, sendo b 0

estado inicial, a transformagéo negativa, x a transformagao positiva e y o estado final.

3.10 Andlise do instrumento de pesquisa

A presente subsecao consiste na apresentacdo e andlise dos quatro problemas
mistos que compdem o instrumento de pesquisa. Para cada problema misto,
apresentamos a variavel didatica e respectivos valores, e todos os problemas tiveram
a mesma variavel didatica e mudaram apenas seus valores. Na sequéncia,
apresentamos duas analises. A primeira consistiu na analise do enunciado do
problema misto, com o objetivo de mostrar sua classificacdo e suas representacoes
pelo esquema sagital e pela equagéao, estabelecidos a partir das classes, esquemas

sagitais e equacfes propostos por Vergnaud (2009a) para os campos aditivo e
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multiplicativo, e com base na pesquisa de Miranda (2019), que investigou
especificamente problemas mistos associados ao conceito de funcéo afim.

A segunda consistiu na analise dos possiveis esquemas a serem apresentados
pelos colaboradores desta pesquisa e das possiveis ideias-base de funcéo:
correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e generalizacdo e, a ideia
proporcionalidade associada ao conceito de funcéo, que podem ser mobilizadas pelos
colaboradores. Apresentamos tais ideias de forma aleatéria, pois segundo Silva (2021,
p. 29) “[...] a compreensdo de uma ideia base serve de degrau para a compreensao

das demais, porém nao exatamente de maneira linear e sequencial”.

Problema misto 1:

O problema misto 1 foi constituido pela seguinte variavel didatica e respectivo

valor:
e A classe proporcdo simples e transformacdo de medidas - a subclasse
proporcao simples um para muitos e transformacdo negativa com o estado

inicial desconhecido.

Mariana tinha alguns ingressos para brinquedos de um parque de diversdes para
distribuir aos seus amigos. Cada um de seus 7 amigos recebeu 3 ingressos e, ainda,
restaram 4 ingressos para Mariana. Quantos ingressos ela tinha antes da

distribuicdo?

Para mostrar a subclasse a que pertence esse problema misto, analisamos as
relacdes estabelecidas entre as medidas do enunciado. Para isso, foi organizada uma
tabela para representar as informacdes dadas no enunciado e a pergunta final

(designada por b), como sugerido por Vergnaud (2009a).

Tabela 2: Correspondéncia entre os dados do enunciado do problema misto 1

ingressos ingressos ingressos
amigos distribuidos (estado inicial) (estado final)
1 3
7 c b 4

Fonte: A autora.
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Para resolver esse problema misto, € necessario determinar quantos ingressos
Mariana distribuiu. Para isso, considera-se a relagao quaternaria de proporcao simples
do tipo um para muitos entre a quantidade de amigos e a quantidade de ingressos
distribuidos. Assim, 1 amigo esta relacionado a 3 ingressos; e 7 amigos estao
relacionados a ¢ ingressos, primeira quantidade que se deseja descobrir. Na
sequéncia, pretende-se determinar quantos ingressos Mariana tinha antes da
distribuicdo. Entéo, utiliza-se uma relacao ternaria de transformacédo de medidas, e o
estado inicial consiste em quantos ingressos Mariana tinha antes da distribuicédo; a
transformacéo negativa diz respeito a quantidade de ingressos distribuidos; e o estado
final consiste na quantidade de ingressos que sobraram.

Nessa subclasse, a transformacdo é um ndamero relativo negativo, pois a
relacdo estabelecida € a quantidade de ingressos distribuidos por amigo. Para
representar essas relagbes, propde-se 0 seguinte esquema sagital e equacao,
baseado em Vergnaud (2009a) e Miranda (2019):

Esquema sagital Equacéo
ingressos ingressos ingressos
amigos  distribuidos (estado inicial) (estado final) b+(-¢c) =4
1 —» 3 b+ (-3X7) =4

b|—

@ b= 25

Quadro 27: Representacdes da subclasse proporgdo simples um para muitos e transformagéao
negativa com o estado inicial desconhecido
Fonte: Autora adaptado de Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Ao analisar a estrutura desse problema misto, consideramos que ele pertence
a subclasse proporcdo simples um para muitos e transformacdo negativa com o
estado inicial desconhecido. Segundo Miranda (2019), essa subclasse tem como
caracteristica ter um estado final que é transformado em um estado inicial, sendo o
estado final uma medida conhecida e a transformacdo negativa uma medida
desconhecida, resultado de uma relacdo quaternaria de proporcdo simples um para

muitos.
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Possiveis esquemas de resolucdo

Esquemas (pertinentes para a situacao)

amiaos ingressos Taxa
9 distribuidos
razao 1 3 razao . ln_gre_ssols
amigos —_— distribuidos
D (7) : :
7 c
7 c
7x3 =21
3x7=21
21 + 4 = 25
21 + 4 = 25
ou
ou
TX3TA=2 3xXx 74+4=25
1 ——— 3 3+3+3+3+3+3+3=21
2 —> 6 21+ 4=25

3+3+3+3+3+3+3+4=25
— 12

15

— 18

b IR = LS ¥ B <

—_— 21

21 + 4 = 25

Esquemas (néo pertinentes para a situacdo)
3x7=21 3 x7=21
21— 4 = 17

7+ 3+4= 14
(subtrair o estado final)

Quadro 28: Possiveis esquemas de resolucao para o problema misto 1
Fonte: Autora.

Possiveis ideias associados ao conceito de funcao

v' A ideia de correspondéncia pode ser identificada a partir do estabelecimento da
correspondéncia entre a quantidade de amigos e a quantidade de ingressos
distribuidos;

v' Aideia de dependéncia pode ser estabelecida ao determinar que a quantidade de
ingressos distribuidos depende da quantidade de amigos;

v A ideia de variavel pode ser identificada ao apresentar uma variacao do nimero
de amigos e, consequentemente, do total de ingressos distribuidos;

v' A ideia de regularidade pode ser identificada ao alterar a quantidade de amigos
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de um em um, e a quantidade de ingressos distribuidos de trés em trés;

v' A ideia de generalizacdo pode ser identificada ao estabelecer que é possivel
encontrar a quantidade de ingressos distribuidos para qualquer guantidade de
amigos multiplicando a quantidade de amigos pela taxa (3 ingressos por amigo);

v Aideia de proporcionalidade pode ser identificada ao manter a proporcgéo 1:3 e/ou
a partir do estabelecimento das seguintes relaces matematicas:

e A guantidade total de ingressos distribuidos para 7 amigos € o mesmo
gue 7 vezes (razdo) a quantidade de ingressos distribuidos para um
amigo;

e A quantidade total de ingressos distribuidos para 7 amigos é o mesmo
gue 3 ingressos por amigo (taxa) multiplicado por 7 amigos.

Problema misto 2:

O problema misto 2 foi constituido pela seguinte variavel didatica e respectivo

valor:
e A classe propor¢cdo simples e transformagdo de medidas - a subclasse
proporgao simples quarta proporcional e transformacéo positiva com o estado

final desconhecido.

A piscina de Camila esta com 400 litros de agua e ela pretende enché-la com uma
torneira cuja vazéao é de 20 litros de agua a cada 5 minutos. Quantos litros de agua

terd a piscina apos abrir a torneira por 15 minutos?

Para mostrar a subclasse a que pertence esse problema misto, analisamos as
relacbes estabelecidas entre as medidas do enunciado. Com esse objetivo, foi
organizada uma tabela para representar as informagdes dadas no enunciado e a

pergunta final (designada por y), como sugerido por Vergnaud (2009a).

Tabela 3: Correspondéncia entre os dados do enunciado do problema misto 2

tempo litros de dgua litros de d4gua total de
(m) acrescentados inicial litros de agua
5 20
15 c 400 y

Fonte: A autora.
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Para resolver esse problema misto, primeiramente € necessario determinar a
guantidade de litros acrescentados na piscina com 15 minutos de enchimento. Para
isso, considera-se a relacdo quaternaria de proporcdo simples quarta proporcional
entre o tempo (minutos) e a quantidade de litros de agua. Assim, em 5 minutos séo
acrescentados 20 litros de agua a piscina, e deseja-se descobrir quantos litros de agua
sao acrescentados na piscina em 15 minutos.

Diante desse resultado, pode-se determinar a quantidade de litros de agua que
a piscina tera com 15 minutos de enchimento. Para isso, utiliza-se uma relacdo
ternéria de transformacdo de medidas, cujo estado inicial consiste na quantidade de
litros de agua na piscina; a transformacéao positiva diz respeito a quantidade de litros
de agua acrescentada na piscina em 15 minutos de enchimento; o estado final
corresponde a quantidade total de litros de agua na piscina com 15 minutos de
enchimento.

Para representar essas relagcdes, propde-se 0 seguinte esquema sagital e a
equacao baseados Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Esquema sagital Equacéo
tempo litros de dgua litros de 4gua total de litros
(m) acrescentados inicial de dgua 400+ c =y
| 20
> ——> 20 400 + (T-X15) = y
15 ——»
¢ 400 | |y 400+ 60 =y
e

Quadro 29: Representacdes da subclasse propor¢éo simples do tipo quarta proporcional e
transformacéo positiva com o estado final desconhecido
Fonte: Autora, adaptado de Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Ao analisar a estrutura desse problema misto, concluimos que ele pertence a
subclasse de proporcao simples do tipo quarta proporcional e transformagao positiva
com o estado final desconhecido. Segundo Miranda (2019), essa subclasse tem como
caracteristica ter um estado inicial que é transformado em um estado final, sendo o
estado inicial uma quantidade fixa e a transformacdo uma medida desconhecida,

resultado de uma relagcéo de propor¢cao simples do tipo quarta proporcional.
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Possiveis esquemas de resolucéo

Esquemas (pertinentes para a situacao)

tempo (min) | agua (D) Taxa

razao 5 20 razao
@ C ) @ tempo (min) ————» agua ()
15 5 20

3x20 =60 15 c
400+ 60 = 460

20+5=14
ou
4 x 15 = 60
400 +3 %20 = 460
400 + 60 = 460
400+ 3x 20 = 460 20 + 20 + 20 + 400 = 460
15+5=3 5 —  » 20
3x20 = 60 10 —— 40

400 + 60 = 460 15 ——* 60

20+ 20+ 20 =60 60 +400 = 460
400+ 60 = 460

Esquemas (\ndo pertinentes para a situacéo)

15x20 = 300 5x20 = 100
3x20 = 60 20+ 20+ 20=60
(n&o somar o estado inicial) (ndo somar o estado inicial)

Quadro 30: Possiveis esquemas de resolucdo para o problema misto 2
Fonte: Autora.

Possiveis ideias associados ao conceito de funcao

v' A ideia de correspondéncia pode ser identificada a partir do estabelecimento da
correspondéncia entre o tempo de enchimento e a quantidade de litros de agua
acrescentada na piscina;

v' A ideia de dependéncia pode ser identificada ao determinar que a quantidade de
litros de agua acrescentados na piscina depende da relacdo entre o tempo que a
torneira ficou aberta e a quantidade de agua que vaza da torneira em 5 minutos;

v' Aideia de variavel pode ser identificada ao apresentar uma variagao do tempo de
enchimento e, consequentemente, da quantidade de litros de agua acrescentados

na piscina;
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v' A ideia de regularidade pode ser identificada ao alterar a quantidade de litros de
agua de 20 em 20 litros, e o tempo de enchimento de 5 em 5 minutos;

v' A ideia de generalizagdo pode ser identificada ao estabelecer que é possivel
encontrar a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina em qualquer
tempo multiplicando o tempo pela taxa (20 litros a cada 5 minutos); e

v' A ideia de proporcionalidade pode ser identificada ao manter a proporcéo 5:20
e/ou a partir do estabelecimento das seguintes relagdes matematicas:

e A quantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 15 minutos
€ 0 mesmo que 3 vezes (razdo) a quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina em 5 minutos;

e A quantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 15 minutos

€ 0 mesmo que 4 litros por minuto (taxa) multiplicado por 15 minutos.

Problema misto 3:

O problema misto 3 foi constituido pela seguinte variavel didatica e respectivo

valor:
e A classe proporcdo simples e transformacdo de medidas - a subclasse
proporcdo simples particdo e transformacdo negativa com a transformacao

desconhecida.

Pedro comprou 4 bolas de basquete iguais para doar a uma escola. Para pagar a
loja, ele entregou R$ 200,00 e recebeu R$ 16,00 de troco. Quantos reais Pedro

pagou em cada bola de basquete?

Para mostrar a subclasse a que pertence esse problema misto, analisamos as
relacdes estabelecidas entre as medidas do enunciado. Para isso, foi organizada uma
tabela para representar as informacdes dadas no enunciado e a pergunta final

(designada por a), como sugerido por Vergnaud (2009a).
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Tabela 4: Correspondéncia entre os dados do enunciado do problema misto 3

valor entregue troco valor pago
(R$) (R$) bola por bola (R$)
1 a
200 16 4 c

Fonte: A autora.

Para resolver esse problema misto, € necessério determinar o valor pago por 4
bolas. Para isso, considera-se a relacdo ternéria de transformacédo de medidas, e o
estado inicial corresponde ao valor de R$ 200,00 entregue para pagar as bolas; o
estado final diz respeito ao troco de R$ 16,00; e deseja-se descobrir a transformacao
negativa, o valor pago por 4 bolas de basquete iguais. Nessa subclasse, a
transformac@o € um namero relativo negativo, pois a relacdo estabelecida é o valor
pago pelas bolas.

Diante do resultado do valor de 4 bolas, podemos calcular o valor de uma bola
de basquete por meio de uma relacdo quaternaria de proporcdo simples do tipo
particdo, em que 1 bola esta relacionada a a reais e 4 bolas estéo relacionadas a 184
reais. Para representar essas relacfes, propde-se o0 seguinte esquema relacional e a

equacao baseados em Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Esquema sagital Equacéo

valor entregue troco bola valor pago N
(R$) (R$) por bola (R$) 200+ (=) =16
200 16 200+ (—4a)=16

11 » a 4a=184
4 N c a =46
Quadro 31: Representacdes da subclasse proporcao simples do tipo particdo e transformacao

negativa com a transformacgéo negativa desconhecida
Fonte: Autora, adaptado de Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Ao analisar a estrutura desse problema misto, nota-se que ele pertence a
subclasse proporcdo simples do tipo particdo e transformacdo negativa com a
transformacdo negativa desconhecida, e tem como caracteristica descobrir o valor
unitario de uma medida, sendo essa medida resultado de uma relacdo de
transformacdo negativa, e o valor unitario resultado de uma relacdo de proporcédo

simples do tipo particéao.
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Possiveis esquemas de resolucdo

Esguemas (pertinentes para a situacao)

200 — 16 = 184 200—-16 =184
bolas valor pago (R$ Taxa
razao 1 a razéo
) bolas ——— valor pago (R$)
4 184 1 a
4 184
184 +-4 = 46
47
184 +-46 = 4
200—-16 =184 200—-16 =184
184 -4 = 46 4 —» 184
3 —— 138
200+4 = 50 3 92
16 -4 = 4 1 46
50—-4 = 46

Esquemas (\ndo pertinentes para a situacao)
200+4 =50

(dividir o valor entregue pelo nUmero de bolas e ndo considerar o troco)

Quadro 32: Possiveis esquemas de resolucao para o problema misto 3
Fonte: Autora.

Possiveis ideias associadas ao conceito de funcao

v" A ideia de correspondéncia pode ser identificada a partir do estabelecimento da
correspondéncia entre a quantidade de bolas e o valor pago;

v' A ideia de dependéncia pode ser identificada ao determinar que o valor pago em
cada bola depende do valor pago em 4 bolas;

v A ideia de variavel pode ser identificada ao apresentar uma variacdo da
guantidade de bolas e, consequentemente, do valor pago;

v' A ideia de regularidade pode ser identificada ao alterar a quantidade de bolas de
1 em 1, e o preco 46 reais em 46 reais;

v' A ideia de generalizacdo pode ser identificada ao estabelecer que é possivel

encontrar o valor pago em uma bola dividindo o valor pago em x bolas pela
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guantidade de bolas; e

v' A ideia de proporcionalidade pode ser identificada a partir do estabelecimento da
taxa de proporcionalidade - 46 reais por bola, o valor correspondente a unidade,
ou do estabelecimento da raz&o 4 entre 1 e 4, e usar essa razao para descobrir
gual o namero que multiplicado por 4 da 186.

Problema misto 4:

O problema misto 4 foi constituido pela seguinte variavel didatica e respectivo

valor:
e A classe proporcado simples e transformacdo de medidas - a subclasse
propor¢cdo simples cota e transformacdo positiva com a transformacéo

desconhecida.

Carlos quer comprar um celular que custa R$ 540,00. Ele ja possui R$ 60,00, e
decidiu economizar R$ 80,00 por més. Em quantos meses Carlos tera o valor

necessario para comprar o celular?

Para mostrar a subclasse a que pertence esse problema misto, analisamos as
relacdes estabelecidas entre as medidas do enunciado. Para isso, foi organizada uma
tabela para representar as informacdes dadas no enunciado e a pergunta final

(designada por x), como sugerido por Vergnaud (2009a).

Tabela 5: Correspondéncia entre os dados do enunciado do problema misto 4

valor valor do valor
possuido celular meses economizado
1 80
60 540 x c

Fonte: A autora.

Para resolver esse problema misto, primeiramente é necessario determinar o
valor economizado por Carlos. Para isso, considera-se uma relacédo ternaria de
transformacéo positiva de medidas, e o estado inicial consiste no valor que Carlos

possui, de R$ 60,00; o estado final diz respeito ao valor do celular, de R$ 540,00; e
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deseja-se encontrar a transformacgao positiva, que corresponde ao valor economizado
por Carlos em alguns meses.

Diante desse resultado, pode-se encontrar quantos meses do ano ja se
passaram para Carlos ter economizado um total de 480 reais, a partir de uma relagéo
guaternaria de proporcédo simples do tipo cota, em que x se refere a quantos meses
do ano Carlos economizou R$ 80,00 e obteve R$ 480,00. Assim, em 1 més o valor
economizado é de R$ 80,00, e pretendemos encontrar quantos meses do ano Carlos
levou para economizar o valor de R$ 480,00. Para representar essas relagdes, propde-
se 0 seguinte esquema relacional e equacdo, baseados em Vergnaud (2009a) e
Miranda (2019).

Esquema sagital Equacao
valor valor do valor
possuido (R$) celular (R§)  meses  economizado (R$) 60 + ¢ = 540
60 | — | 540
= 54
1 > 80 60 + (80 x) = 540
80 x = 480
( :> x ——»| ¢
x=6

Quadro 33: Representacdes da subclasse proporcéao simples do tipo cota e transformagéo positiva,
com a transformacao positiva desconhecida
Fonte: Autora, adaptado de Vergnaud (2009a) e Miranda (2019).

Ao analisar a estrutura desse problema misto, concluimos que ele pertence a
subclasse de proporcdo simples do tipo cota e transformacdo positiva com a
transformacdo positiva desconhecida, e tem como caracteristica descobrir quantas
cotas se pode obter com a quantidade dada, sendo essa quantidade dada resultado
de uma transformacao positiva de medidas, e a quantidade de cotas resultado de uma

relacdo de proporcao simples do tipo cota.
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Possiveis esquemas de resolucdo

Esquemas (pertinentes para a situacao)
540 — 60 = 480 540 — 60 = 480
valor Taxa
meses | economizado (R$)
razéo 1 80 razéo
C ) meses ———p  wvalor (R$)
x 480 1 80
80 X 6 =480 * 460
-—
ou
48080 = 6
480 +-80= 6
540 — 60 =480 60+ 80 +80+ 80+ 80+ 80+ 80 =540
80 x 6 =480
60480 x 6 =540 480 +-80= 6
540 — 60 = 480 540 — 60 = 480
1 —» 80 480 — 80 = 400
2 —» 160 400 —80 = 320
3 —» 240 320 — 80 = 240
4 ——— 320 240 — 80 = 160
5 ————*= 400 160 — 80 = 80
6 ———> 480 80 —80 =0
Esquemas (ndo pertinentes para a situacéo)
7 x 80 = 560 (ndo considerar o valor que Carlos ja possuia)

Quadro 34: Possiveis esquemas de resolucéo para o problema misto 4
Fonte: Autora.

Possiveis ideias associadas ao conceito de funcao

v' A ideia de correspondéncia pode ser identificada a partir do estabelecimento da
correspondéncia entre a quantidade de meses e o valor economizado;

v' A ideia de dependéncia pode ser identificada ao determinar que o valor para
comprar o celular depende apenas do valor economizado em alguns meses;

v A ideia de variavel pode ser identificada ao apresentar uma variacdo da

guantidade de meses e, consequentemente, do valor economizado;
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v' Aideia de regularidade pode ser identificada ao alterar a quantidade de meses de
1 em 1, e o valor de 80 reais em 80 reais;

v' A ideia de generalizacdo pode ser identificada ao estabelecer que é possivel
encontrar a quantidade de meses dividindo o valor economizado x meses pelo
valor economizado em por més;

v' A ideia de proporcionalidade pode ser identificada ao manter a porporcao 1:80 e
a partir do estabelecimento da taxa - 80 reais por més ou do estabelecimento da

razao 6 entre 80 e 480, valor corresponde niumericamente a quantidade de meses;

3.1.1 Os pressupostos estabelecidos para as analises das resolucdes

As resolucdes individuais dos sujeitos colaboradores foram analisadas com
base em seus esquemas, expostos por meio de representacdes numeéricas e/ou
pictéricas, e explicitado no dialogo entre a pesquisadora e o aluno. As resolucdes dos
alunos foram agrupadas considerando os esquemas e invariantes operatorios
(teoremas em acgdo e conceito em acao), interpretados pela pesquisadora como
correspondentes. Para as analises, observamos as seguintes especificidades:

v" O problema foi ou nao resolvido;

v' Os esquemas apresentados sao pertinentes ou ndo para a situacao proposta;

v’ As subclasses de problemas mistos permitem a mobilizacdo das ideias associadas
ao conceito de funcéo;

v' As diferentes estruturas de problemas possibilitam a mobilizacdo de diferentes
invariantes operatorios associados ao conceito de funcao;

v' A predominancia de teoremas em acdo falsos ou verdadeiros indicados nas
respostas dos alunos;

v Possivel explicitacdo dos conceitos em acdo associados aos teoremas em acgao; e

v' Associacao dos conceitos em acdo com 0s conceitos cientificos.

Na analise das resolucdes dos alunos, nao tivemos a pretensdo de esgotar 0s
invariantes operatérios possiveis de serem encontrados. Mas analisamos todas as
informacfes com a intencdo de apresentar resultados coerentes e profundos acerca
dos conhecimentos implicitos manifestados pelos alunos ao resolverem problemas
mistos do tipo proporcdo simples e transformacdo de medidas. No proximo capitulo

apresentamos a andlise das resolu¢cfes dos alunos em cada problema misto.
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CAPITULO 4

ANALISES DAS RESOLUCOES DOS PROBLEMAS MISTOS

Este capitulo consiste nas analises dos possiveis invariantes operatorios
associados ao conceito de funcédo, mobilizados pelos alunos do 5° ano do Ensino
Fundamental, a partir da resolucdo de quatro problemas mistos pertencentes a classe
de proporcéo simples e transformacdo de medidas. Os colaboradores da pesquisa
sdo doze alunos de diferentes escolas municipais do interior do Parana, que estéo
identificados neste texto por Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, All e Al12.

Para as analises, consideram-se as producdes escritas dos alunos
desenvolvidas durante as resolu¢des dos problemas mistos e o dialogo final entre o
aluno e a pesquisadora. As resolucdes dos alunos foram agrupadas considerando os
esquemas interpretados pela pesquisadora como correspondentes.

Primeiramente, foram mencionados os esquemas utilizados pelos alunos para
resolver os problemas mistos e a maneira de representa-los. Na sequéncia, foram
apresentadas as ideias-base de fungéo - correspondéncia, dependéncia e variavel,
regularidade, e a ideia de proporcionalidade, manifestadas pelos alunos em seus
esquemas, pois foram associadas aos invariantes operatorios. Depois, ainda
apresentamos 0s possiveis invariantes operatérios mobilizados pelos alunos.

Os invariantes operatorios modelados na forma de teoremas em acdo e
explicitados como conceitos em acéo, associados aos teoremas, sao conhecimentos
implicitos e, em alguns casos, inconscientes, contidos nos esquemas dos alunos. O
conceito em agao € um objeto ou predicado pertinente; e o teorema em acédo é uma
proposicao verdadeira ou falsa, sendo considerada verdadeira para quem o mobiliza
(VERGNAUD, 1996a).

Nesta pesquisa, os teoremas em acdo falsos séo indicados por TAF; e 0s
teoremas em acdo verdadeiros indicados por TAV, seguidos de numeros para
diferencié-los, por exemplo, TAF1, TAF2, TAV1 e TAV2. Ao final das analises de cada
problema misto, apresenta-se um quadro 0S possiveis invariantes operatorios

associados a quantidade de alunos que o manifestaram.
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4.1 Problema misto 1: propor¢cdo simples do tipo um para muitos e

transformacédo negativa com o estado inicial desconhecido

Mariana tinha alguns ingressos para brinquedos de um parque de diversdes para
distribuir aos seus amigos. Cada um de seus 7 amigos recebeu 3 ingressos e, ainda,
restaram 4 ingressos para Mariana. Quantos ingressos ela tinha antes da
distribuicao?

Esse problema coloca em jogo a relacédo de propor¢cao simples um para muitos,
do campo multiplicativo, que associa a unidade de uma grandeza com muitas
guantidades de outra grandeza; e a relacdo de transformacéo negativa com o estado
inicial desconhecido, do campo aditivo, que consiste na aplicacdo de uma
transformacgao negativa ao estado final para obter o estado inicial.

Apenas as alunas A9 e A12 nao resolveram essa situacdo de modo esperado,
e os demais alunos resolveram-na de forma pertinente. Ao todo foram utilizados, pelos
alunos, dois esquemas pertinentes e um esquema nao pertinente para a situagéo

proposta, como apresentamos a seguir.

Esquema 1

Para a resolugcao desse problema misto, os alunos Al, A2, A4, A5, A6, A7, A8,
Al10 e All utilizaram a representacdo numérica para apresentar, como esquema
pertinente, os algoritmos da multiplicacéo e da adicao (Figura 7), conforme esclarece
a fala do aluno A6: Porque, se tem 7 amigos e ela deu 3 ingressos para cada um, se

eu fizer 7 X3 da 21, mais os 4 ingressos que chego ao nimero 254,

7 al
X ot

——
| \5
- -

Figura 7: Esquema dos alunos Al e A2 referente ao problema misto 1
Fonte: Dados da pesquisa.

14 As falas transcritas dos alunos n&o sofreram revisdo textual, mantendo sua integralidade e
particularidades.
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Nesse esquema ha indicios que, para resolverem esse problema, os alunos
estabeleceram implicitamente a ideia de correspondéncia um para muitos - para 1
amigo foram distribuidos 3 ingressos e para 7 amigos foram distribuidos 21 ingressos;
a ideia de dependéncia - a quantidade de ingressos distribuidos depende da
guantidade de amigos; a ideia de variavel, ao identificar a variagdo do numero de
amigos e, consequentemente, do total de ingressos distribuidos; e a ideia de
proporcionalidade pela utilizacdo da taxa de proporcionalidade®® - 3 ingressos por
amigo ou pela utilizagdo da razdo — 7 vezes, mantendo a proporgéo de 1:3. A razéo
pode ser mobilizada pelo aluno ao compreender quantas vezes a unidade de uma
mesma grandeza aumentou, neste caso, 0 nimero de amigos aumentou 7 vezes.

No esquema de resolucdes dos alunos Al, A5, A6, A8 e All existem duas
possibilidades de analisar indicios de teoremas em acao, pois ha resolucao escrita
eles fizeram 3X7 = 21, e ao explicitarem a resolucdo, disseram 7X3 = 21. Ja os
alunos A2, A4, A7 e A10 resolveram e explicitaram do mesmo modo, 7X3 = 21. Essa
interpretacao foi feita com base nos textos de Vergnaud (1998; 2009a) e Gitirana et
al. (2014), referentes as resolucdes dos alunos em situacdes multiplicativas.

A primeira possibilidade consiste na mobilizacédo pelos alunos Al, A5, A6, A8 e
All, de um teorema em acao verdadeiro, referente a propriedade padrdo do
coeficiente de proporcionalidade (taxa de proporcionalidade), quando estabeleceram
a seguinte relacdo matematica: A quantidade total de ingressos distribuidos para 7
amigos € o mesmo que 3 ingressos por amigo (taxa) multiplicado por 7 amigos.

Para representar esse teorema em acao verdadeiro em notacdo matematica,
no caso particular, utiliza-se f(7 amigos) equivalente a quantidade de ingressos
distribuidos para 7 amigos, a taxa equivalente a 3 ingressos por amigo, 7 equivalente
ao numero de amigos e o seguinte raciocinio:

f(7 amigos) = 3 ingressos por amigo X 7 amigos = 21 ingressos

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV1, e o
modelamos, ao considerar f(x) uma relacdo proporcional entre duas grandezas,

conforme mencionado a seguir.

TAV1: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entdo f(x) = a-x,comx, a € N,
sendo a a taxa.

15 Nesta pesquisa, chamamos a taxa de proporcionalidade simplesmente de taxa.
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Esse teorema em acdo é mencionado por Ricco (1982), Vergnaud
(1983,1996a, 2007) e Franchi (1999) ao explicitarem a respeito das propriedades
isomoérficas da funcéo linear; e identificado por Pavan (2010) nas resolucdes dos
alunos do 5° ano do Ensino Fundamental em situagdes multiplicativas.

A partir do TAV1, identificamos a mobilizagéo, pelos alunos Al, A5, A6, A8 e
All, dos seguintes 0s conceitos em acao, 0s quais associamos ao conceito de funcao:
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, taxa e variavel.

A outra possibilidade indica que os alunos Al, A2, A4, A5, A6, A7, A8, Al0 e
All podem ter manifestado implicitamente um teorema em ag¢éo verdadeiro, o qual
associamos a propriedades isomorficas da funcédo linear, quando realizaram o
seguinte raciocinio: a quantidade total de ingressos distribuidos para 7 amigos € o
mesmo que 7 vezes a quantidade de ingressos distribuidos para um amigo.

Para expressar esse teorema em acao verdadeiro em notagdo matematica, no
caso patrticular, utiliza-se 7, equivalente a razao, f(1 amigo) equivalente a quantidade
de ingressos distribuidos por amigo, f(7 amigo) equivalente a quantidade de
ingressos distribuidos para 7 amigos e o0 seguinte raciocinio:

f(7 amigos) = f(7X 1 amigo) = 7X f(1 amigo) = 7 X 3 ingressos = 21 ingressos.

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV2, e o
modelamos, ao considerar f(x) uma relacdo proporcional entre duas grandezas,

conforme representado a seguir.

TAV2: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entédo f(k-x) = k- f(x),
com k, x € Ne sendo k a razdo (um escalar).

Esse teorema em acdo é mencionado por Ricco (1982), Vergnaud (1983;
1996a; 2007) e Franchi (1999) ao explicitarem a respeito das estruturas
multiplicativas; e identificado por Calado (2020) nas resolucfes de alunos do 9° ano
do Ensino Fundamental em situacdes multiplicativas.

A partir do TAV2, identificamos indicios da mobilizacdo, pelos alunos Al, A2,
A4, A5, A6, A7, A8, A10 e All, de conceitos em acdo associados ao conceito de
funcdo, a saber: correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, raz&o e variavel.

Nesse esquema, inferimos que os alunos Al, A5, A6, A8 e A1l podem ter

mobilizado o conceito de comutatividade, quando fizeram 3X7 = 21, e ao explicitarem
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essa resolucao, falaram 7X3 = 21. Isto nos levou a conjecturar a possibilidade da
mobilizacdo de um teorema em acao verdadeiro, ao qual associamos a propriedade
de comutatividade da multiplicacdo apresentada por lezzi e Murakami (1977, p. 39)?°.

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV3, e o
modelamos, ao considerar k equivalente a razao, e f(x) uma relagdo proporcional

entre duas grandezas, conforme representado a seguir.

TAV3: Seja f uma relacao de proporcionalidade, entdo
k-f(x)=f(x)-k,comk, x € N.

Oliveira, Santana e Silva (2018, p. 106) mencionaram essa propriedade
comutativa da multiplicacdo como um possivel teorema em a¢do mobilizado por um
aluno do 5° ano em uma situacao-problema de proporcéo simples.

A partir do TAV3, identificamos indicios da mobilizacdo, pelos alunos Al, A5,
A6, A8 e Al1, dos conceitos em acdo de comutatividade em relacdo a multiplicagéao.

Ainda, inferimos que esse esquema (Figura 7) dos alunos contempla um
teorema em acado verdadeiro, que consiste na inversdao da transformacéo. Para
exemplifica-lo, em um caso particular, considera-se que a solucdo candnica do
problema consiste em aplicar a transformacgao positiva correspondente 21 ingressos
(oposta da transformagao negativa, - 21 ingressos), ao estado final que diz respeito a
4 ingressos e, assim, encontrar o estado inicial, 25 ingressos.

Esse teorema em acao € apresentado por Vergnaud (2007, p. 7) do seguinte
modo: “se uma diminuicdo faz passar do estado inicial ao estado final, entdo um
aumento faz passar do estado final ao estado inicial”.

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV4, e com base
em Vergnaud (2007; 2009a), o modelamos ao considerar F, o estado final, — T, a

transformacédo direta, T, a transformacdo inversa, I, o estado inicial e a lei de
composicdo + correspondente a adicdo de um numero natural (I) e um numero

relativo (T'), conforme mencionado a seguir.

TAV4:SeF =1+ (I,entdol = F + (-T),comF,IeNeT € Z.

16 A propriedade comutativa da multiplicacéo: ab = ba para todos a,b € N.
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A partir do TAV4, identificamos 0s seguintes conceitos em acdo mobilizados
pelos alunos Al, A2, A5, A6, A7, A8, A10 e All, na resolucéo do problema misto 1:
estado inicial, estado final, inversao e transformagéo.

No algoritmo da adi¢do, ha indicios que os alunos Al, A2, A4, A5, A6, A7, A8,
Al10 e A1l mobilizaram implicitamente um teorema em acdo verdadeiro, ao qual
associamos a propriedade de comutatividade da adicéo, pois a estrutura do problema
consiste em somar: “somar 21 a 47, mas os alunos “somaram 4 a 21”. Isso significa
que os alunos supdem que “somar 4 a 21" € o mesmo que “somar 21 a 4”7, sendo o

mais facil “somar 4 a 21”, como mostra a Figura 8.

Y
+L
25

Figura 8: Esquema do aluno A6 referente ao problema misto 1
Fonte: Dados da pesquisa.

Na Figura 8, observa-se que o aluno A6 armou e apagou o algoritmo da adicéao
gue consiste em somar 21 a 4, e entdo reescreveu o0 algoritmo somando 4 a 21. Com
isso, inferimos que muitos alunos conhecem a comutatividade da adicdo e, para
melhor organizacdo dos numeros, preferem escrever o nUmero maior primeiro em vez
do menor.

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV5, e o
modelamos, ao considerar F, equivalente ao estado final e T, representando a

transformacéo, conforme mencionado a seguir.

TAVS5.:F+T=T+F,comFeNeTe€Z.

A partir do TAVS5, identificamos indicios da mobilizacdo, pelos alunos Al, A2,

A6, A7, A10 e All, dos conceitos em acao de comutatividade em relacéo a adicéo.
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Portanto, para encontrar a quantidade de ingressos distribuidos a 7 amigos, 0s
alunos utilizaram o algoritmo da multiplicacdo com significado de proporcéo simples
um para muitos, e para encontrar a quantidade de ingressos que ela tinha antes da
distribuicéo, utilizaram o algoritmo da adicdo com o significado de transformacéo de
medidas.

Esquema 2

Para a resolucéo desse problema misto, os alunos A3 e A4 apresentaram,
como esquema pertinente, uma sequéncia aditiva recursiva e o algoritmo da adicdo
(Figura 9). Para isso, o aluno A3 utilizou a representacdo numérica; e a aluna A4
utilizou as representacdes numérica e pictérica. Esse esquema é assim explicitado
pelo aluno A3: Eu fui somando de 3 + 3 + 3 + 3 até chegar em 7 amigos, que deu 21.
Entdo, se cada amigo tinha 3, que deu 21, e dai restaram 4 ingressos, da 25 ingressos.

A aluna A4, também, utilizou como parte do esquema o algoritmo da multiplicacao.
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Figura 9: Esquema dos alunos A3 e A4 referente ao problema misto 1
Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse esquema dos alunos A3 e A4, ha indicios da manifestacdo da ideia de
correspondéncia um para muitos, pois 1 amigo corresponde a 3 ingressos, 2 amigos
correspondem a 6 ingressos..., 7 amigos correspondem a 21 ingressos; da ideia de
dependéncia, ja que a quantidade de ingressos distribuidos depende da quantidade
de amigos; da ideia variavel, ao variar a quantidade de amigos de 1 até 7 amigos, € 0
namero de ingressos distribuidos de 3 até 21 ingressos; ideia de regularidade, quando
os alunos resolveram a sequéncia aditiva recursiva somando mais 3 ao resultado
anterior, totalizando 21 ingressos; e da ideia de proporcionalidade, ao manter a
mesma proporcédo 1:3, quando a sequéncia aditiva recursiva é efetuada.

Em muitas situacBes os alunos percebem, mesmo que implicitamente, que

existe uma regularidade ou uma lei de formacgao, “[...] mas mais que perceber € preciso
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argumentar e justificar que essa lei faz sentido para além dos casos particulares [...]”
(CIANI; NOGUEIRA; BERNS, 2019, p. 38).

A partir desse esquema, identificamos que os alunos A3 e A4 podem ter
mobilizado um teorema em ac¢do verdadeiro associado a propriedade linear do
iIsomorfismo aditivo. Para exemplificar esse teorema em ac¢éo verdadeiro, considera-
se que os alunos A3 e A4 utilizaram f(1) = 3, que representa a quantidade de
ingressos distribuidos para um amigo, explicita no enunciado do problema, para

manifestarem implicitamente os seguintes raciocinios:

fQ=fD+f1)=3+3=6 fG)=fA)+f(1)=12+3=15
f@=f@Q)+f1)=6+3=9 f6)=f(B)+f(1)=15+3=18
fAO)=fB)+f1)=9+3=12 f(MH)=f6)+f(1)=18+3 =21

Ao adicionar ou subtrair sucessivamente f(x), uma relacdo proporcional entre
duas grandezas; constatamos um teorema em acao verdadeiro, identificado pela sigla

TAV6, como representado a seguir, em um caso geral.

TAVG6: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entao
flxtx')=f(x)+ f(x), comx € N.

Esse teorema em acado é mencionado por Ricco (1982), Vergnaud (1983,
19964, 2007) e Franchi (1999) ao explicitarem a respeito das propriedades isomoérficas
da funcéo linear; e identificado por Calado (2020) nas resolugdes de alunos do 9° ano
do Ensino Fundamental, ao resolverem problemas de funcao afim.

A partir do TAV6, foram identificados o0s seguintes conceitos em acao
mobilizados pelos alunos A3 e A4 na resolugdo do problema misto 1: adicdo de
funcdes lineares, correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, regularidade e
variavel.

No esquema da aluna A4, ha indicios da mobilizacdo de um teorema em acéao
verdadeiro, que evidencia a filiagdo entre os campos conceituais aditivo e
multiplicativo. Para exemplifica-lo, considera-se f(1) representando a quantidade de

ingressos distribuidos para um amigo, 7 equivalente a razdo e o seguinte raciocinio:

FO+FW+ fFO+fW+ O+ + Q)= 7xf(1)
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Identificamos esse teorema em acado pela sigla TAV7, e o modelamos, ao
considerar f(x) uma relacao proporcional entre duas grandezas, como representado

a seqguir.

TAV7: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entao
fOxY+-+f(x)=k-f(x"),comx €N e k sendo a razdo.

Subjacente ao TAV7, foram identificados os seguintes conceitos em agao
mobilizados pela aluna A4 na resolucdo do problema misto 1: adicdo de funcbes
lineares, correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, razdo, regularidade e
variavel.

Os alunos A3 e A4, ao utilizarem o algoritmo da adigdo para aplicar 21
ingressos distribuidos (transformacao inversa) a 4 ingressos restantes (estado final),
podem ter mobilizado o TAV4: Se F =1+ (-T),entdol = F+T,comF,] eNeT €
Z, associado aos conceitos em acdo de estado inicial, estado final, inversdo e
transformac@o. Também o TAV5: F+ T =T+ F,com F € Ne T € Z, associado aos
conceitos em acdo de comutatividade em relacéo a adicao.

Portanto, para encontrar a quantidade de ingressos distribuidos a 7 amigos, 0s
alunos A3 e A4 utilizaram uma sequéncia aditiva recursiva com significado de
proporcao simples um para muitos; e para encontrar a quantidade de ingressos que
ela tinha antes da distribuigcéo, utilizaram o algoritmo da adicdo com o significado de
transformacao de medidas.

Segundo Gitirana et al. (2014), a sequéncia aditiva recursiva consiste em um
esquema limitado, pois n&o seria facilmente aplicado para a resolucéo de problemas
gue envolvem valores maiores. Por exemplo, ndo é viavel aplicar esse esquema na
seguinte situacao: Calcule a quantidade total de chocolates em 73 pacotes de pingos
de chocolate, sabendo que cada pacote contém 103 chocolates, porque o aluno teria
gue fazer a soma de 73 parcelas iguais a 103. Com isso, mencionamos a importancia
de o professor propor, aos alunos, situagcdes com os valores numeéricos diferentes,
para que o estudante utilize esquemas mais eficientes, propiciando a expansao de

seus conhecimentos.
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Esquema 3

Para a resolucédo desse problema misto, as alunas A9 e Al2 apresentaram,
como esquema nao pertinente para a situagéo, o algoritmo da adicao (Figura 10).
Nesse esquema, as alunas A9 e A12 simplesmente responderam os problemas sem
refletir sobre as relacfes envolvidas entre dados numéricos dos enunciados, apenas

operando com 0s numeros do enunciado, o que nédo conduziu a solugcao do problema.

Figura 10: Esquema das alunas A9 e A12 referente ao problema misto 1
Fonte: Dados da pesquisa.

O esquema ineficaz manifestado pelas alunas A9 e A12 expressa a soma dos
nameros presentes no enunciado do problema. Ainda, a aluna A12 ndo estabeleceu
a quantidade de ingressos restantes, chegando a concluséo de que Mariana tinha 10
ingressos, o que também produz um resultado nédo apropriado para a situacao.

Gitirana et al. (2014, p. 106) observa tais resolugbes representadas
numericamente pelos alunos do 5° ano e do 9° ano do Ensino Fundamental em
problemas de proporcao simples, e salienta: “Resolugdes como essa sdo comuns
entre alunos do 2° ao 5° ano, mas também foram observadas entre estudantes de
anos mais adiantados, embora em menor frequéncia”. Logo, alunos de diferentes
niveis de ensino operam com dados do enunciado sem estabelecer as relacdes

existentes no problema.

Consideracdes sobre a andlise do problema misto 1

Na resolucdo do problema misto do tipo propor¢cao simples um para muitos e
transformacdo negativa com o estado inicial desconhecido, identificamos dois
esquemas pertinentes desenvolvidos pelos alunos: um esquema envolvendo 0s
algoritmos da adicdo e da multiplicagdo; e o outro um esquema envolvendo uma

sequéncia aditiva recursiva e o algoritmo da adi¢ao. Ainda se obteve um esquema néo

99



pertinente, que consiste no algoritmo da adicdo. Para representar esses esquemas,
foram utilizadas as seguintes representacdes: pictérica por meio de tracinhos; e
numeérica, a partir de algoritmos.

Os alunos Al, A2, A4, A5, A6, A7, A8, A10 e Al1l, ao utilizarem o algoritmo da
multiplicacdo, manifestaram mesmo que implicitamente as ideias de correspondéncia,
dependéncia, variavel e proporcionalidade. J4 os alunos A3 e A4, ao utilizarem a
sequéncia aditiva recursiva e o algoritmo da adicdo manifestaram as ideias de
correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e proporcionalidade.

A partir da analise de dois esquemas pertinentes para a situacdo proposta,
apresentamos indicios que os alunos Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A10 e All
mobilizaram, mesmo que implicitamente, invariantes operatorios associados ao

conceito de funcédo, sendo sete teoremas em acao verdadeiros e quatorze conceitos

em acao, como podemos visualizar no Quadro 35.

Teoremas em acao

Conceitos em acao

Alunos

TAV1: Seja f uma relacédo de proporcionalidade,
entdo f(x) =a-x,
comx,a € N, sendo a a taxa.

Correspondéncia,
dependéncia,
proporcionalidade, taxa e
variavel.

Al, A5, A6, AB e
All.

TAV2: Seja f uma relagdo de proporcionalidade,
entdo f(k-x) = k- f(x),comk,x € Ne sendo
k a razao.

Correspondéncia,
dependéncia,
proporcionalidade, razdo e
variavel.

Al, A2, A4, A5, A6,
A7, A8, A10 e All.

TAV3: Seja f uma relacé@o de proporcionalidade,
entdo k- f(x) = f(x) k,comk,x €N.

Comutatividade em relagéo a
multiplicacéo.

Al, A5, A6, A8 e
Al1l.

TAV4:Se F =1+ (T),entdo I = F + (—T),com
F,1eNeTEeZ.

Estado inicial, estado final,
inverséo e transformacao.

Al, A2, A3, A4, A5,
A6, A7, A8, Al0 e
Al1l.

TAV5:SeFeNeT€ZentdoF+T=T+F.

Comutatividade em relagao a
adicéo.

Al, A2, A3, A4, A5,
A6, A7, A8, Al0 e
Al1l.

TAV6: Seja f uma relacdo de proporcionalidade,

Adicdo de funcdes lineares
correspondéncia,

sendo a razao.

proporcionalidade, razéo,
regularidade e variavel.

~ ~N ; dependéncia, A3 e A4.
entdo f(x +x') = f(x) £ f(x'), com x € N. proporcionalidade,
regularidade e variavel.
Adicdo de funcdes lineares
TAV7: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, |correspondéncia,
entdo f(x) + -+ f(x) =k-f(x),comx € Ne k |dependéncia, A4,

Quadro 35: Invariantes operatérios mobilizados no problema misto 1
Fonte: A autora.
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Segundo Campiteli e Campiteli (2006) o conceito em ac¢&o de proporcionalidade
€ uma ideia de funcdo manifestada pelos alunos e os conceitos em acdo de
correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade mobilizados pelos alunos ao
resolverem a situacao proposta, sao considerados pelo GEPeDiMa como ideias-base
funcdo. Portanto, a exploragao pelo aluno de situagdes dessa subclasse, envolvendo
diferentes valores numéricos para variaveis, e oportunizada pelo professor, que
conhece esses invariantes operatorios, pode ser significativa para o desenvolvimento

do conceito de funcéo desde os anos iniciais.

4.2 Problema misto 2: proporcdo simples do tipo quarta proporcional e

transformacéo positiva com o estado final desconhecido

A piscina de Camila esta com 400 litros de agua e ela pretende enché-la com uma
torneira cuja vazéo é de 20 litros de agua a cada 5 minutos. Quantos litros de agua

terd a piscina apos abrir a torneira por 15 minutos?

Esse problema coloca em jogo a relacédo de proporc¢éo simples do tipo quarta
proporcional, do campo multiplicativo, que associa muitas quantidades de uma
grandeza com muitas quantidades da outra grandeza, e a relagcéo de transformacéo
positiva com o estado final desconhecido, do campo aditivo, que consiste na aplicagao
uma transformacgao positiva ao estado inicial para obter o estado final.

Os alunos Al, A2, A8 e A10 resolveram corretamente essa situacao-problema;
e os demais alunos, A3, A4, A5, A6, A7, A9, All e Al2, n&o resolveram corretamente.
Ao todo foram utilizados dois esquemas pertinentes e quatro esquemas hao

pertinentes para a situagao proposta, como apresentamos a seguir.

Esquema 1

Para a resolucédo desse problema misto, os alunos Al e A8 utilizaram a
representacao numerica para apresentar, como esquema pertinente, os algoritmos da
multiplicacédo e da adicdo, como podemos visualizar na Figura 11. Esse esquema é

confirmado na fala da aluna A8: Como a cada 5 minutos saia 20 litros da torneira e
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ela deixou 15 minutos a torneira ligada, entdo 3 X5 da 15; entdo 3 X 20. O resultado

daria 60, que é s6 somar com 0 que ja estava na piscina que dava 460.

Figura 11: Esquema da aluna A8 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos A3, A5, A6 apresentaram como esquema somente o algoritmo da
multiplicag&o, ignorando a quantidade de litros de agua que j& havia na piscina, como
atestado na fala do aluno A3: Eu fiz 20 X 3, pois se 5 minutos era 20 litros, 10 minutos
seré 40 litros, e 15 minutos seré 60 litros. Também, na fala do aluno A6: Se a cada 5
minutos enche 20 litros, em 15 minutos € s6 somar 5 + 5 + 5 que vai dar o resultado,
e fazer 20 X 3 que vai dar 60. Logo, os alunos A3, A5, A6 manifestaram um esquema
incompleto, que ndo levou a resolucdo da situacdo proposta. Para representar o

esquema incompleto, utilizou-se a representacdo numérica, como mostra a Figura 12.

Figura 12: Esquema do aluno A6 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

Com o objetivo de resolver esse problema, inferimos que os alunos Al, A3, A5,
A6 e A8 manifestaram mesmo que implicitamente a ideia de correspondéncia de
muitos para muitos, sendo expressa em 5 minutos vazam da torneira 20 litros de agua
e 15 minutos vazam da torneira 60 litros de agua; a ideia de dependéncia - a

guantidade de litros de agua acrescentados na piscina depende de quantos litros de
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agua vaza da torneira em 15 minutos; e da quantidade de 4gua que vaza da torneira
em 5 minutos; a ideia de variavel, ao perceberem a variacdo do tempo e,
consequentemente, da quantidade de litros de agua acrescentados na piscina; e da
ideia de proporcionalidade - se 15 minutos € igual a trés vezes 5 minutos, entao trés
vezes 20 litros de agua € igual a 60 litros de agua, sendo trés vezes a razéo.

A ideia de regularidade foi identificada na fala do aluno A3, quando somou 5
minutos ao numero anterior até totalizar 15 minutos; e somou 20 litros de agua ao
ndamero anterior até totalizar 60 litros de dgua. Também, na fala do aluno A6 ha
indicios da ideia de regularidade, quando o aluno percebe que o tempo de enchimento
aumenta de 5 em 5 minutos e menciona a decomposicao aditiva do nimero 15 em 5
+ 5 + 5 para encontrar a razdo: 3 vezes.

Nesse esquema, os alunos Al, A3, A5, A6 e A8 podem ter manifestado
implicitamente um teorema em acao verdadeiro associado a propriedade linear do
isomorfismo de medidas, quando realizaram a seguinte relacdo matematica: A
guantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 15 minutos € o mesmo que
3 vezes a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 5 minutos.

Para expressar esse teorema em acdo verdadeiro em notacdo matematica,
considera-se 3 equivalente a razéo, f(5 minutos) equivalente a quantidade de litros
de 4gua em 5 minutos, e f(15 minutos) equivalente a quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina em 15 minutos. Portanto,

f(15 minutos) = f(3 X5 minutos) = 3 X f(5 minutos) = 3 X 20 litros de agua =
60 litros de agua.

Assim, conjecturamos a mobilizacdo, pelos alunos Al, A3, A5, A6 e A8, do
TAV2: Seja f uma relagao de proporcionalidade, entdo f(k-x) = k- f(x), com k, x €
N e sendo k a razdo (um escalar), e dos seguintes conceitos em acao:
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, razao e variavel.

Ha indicios que os alunos Al, A3 e A6 mobilizaram o TAV3: Seja f uma relacao
de proporcionalidade, entdo k- f(x) = f(x) -k com k, x € N, associado ao conceito
em acao de comutatividade em relacdo a multiplicacdo, quando na resolucéo escrita
fizeram 3 X 20 = 60, e ao explicitarem sobre essa resolucéo, afirmarem 20 X 3 = 60.

O aluno A6 ao explicitar sobre seu esquema mencionou a decomposicao aditiva
do nimero 15 em partes iguais para encontrar a razao. Isto nos levou a conjecturar a

possibilidade da mobilizacdo do TAV7: Seja f uma relagcdo de proporcionalidade,
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entdo f(x)+ -+ f(x)=k-f(x'),com x eN e k sendo a razdo e os seguintes
conceitos em acdo: adicdo de funcdes lineares, correspondéncia, dependéncia,
proporcionalidade, raz&o, regularidade e variavel. Para exemplificar esse teorema em
acao verdadeiro, considera-se f(5 minutos) equivalente a quantidade de litros de agua
em 5 minutos, 3 equivalente a razdo e o seguinte raciocinio:

f(5 minutos) + f(5 minutos) + f(5 minutos) = 3 x f(5 minutos)

Ainda, ao utilizar o algoritmo da adicdo como esquema, os alunos Al e A8
mobilizaram um teorema em ac&o verdadeiro, que consiste em aplicar uma
transformacéo direta de adi¢cdo ao estado inicial para encontrar o estado final. Para
exemplifica-lo, considera-se que a solucdo candnica do problema consiste em aplicar
a transformacéo representada por 60 litros de agua ao estado inicial, que diz respeito
a 400 litros de agua e, assim, encontrar o estado final, 460 litros de agua.

Identificamos esse teorema em acéo pela sigla TAV8, e o modelamos, ao
considerar F, o estado final, I, o estado inicial e T, a transformagdo, como

representado a seguir.

TAV8: F =]+ (4T),comF, e NeTE€ Z.

A partir do TAVS8, foram identificados 0s seguintes conceitos em acéo,
mobilizados pelos alunos Al e A8, na resolucao do problema misto 2: estado inicial,
estado final e transformacéao.

Portanto, para encontrar a quantidade de litros de agua acrescentados na
piscina apos abrir a torneira por 15 minutos, os alunos Al, A3, A5, A6 e A8 utilizaram
0 algoritmo da multiplicacdo com significado de proporgcdo simples do tipo quarta
proporcional; e para encontrar a quantidade a quantidade de litros de agua que tera a
piscina apos abrir a torneira por 15 minutos, os alunos Al e A8 utilizaram o algoritmo

da adicdo com o significado de transformac&o de medidas.

Esquema 2

Para resolver o problema misto 2, a aluna A4 utilizou um esquema nao
pertinente, que consiste no algoritmo da multiplicacéo, e para representa-lo ela utilizou

a representacao numérica (Figura 13). Ao ser questionada como pensou para resolver
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o problema, a aluna A4 disse: Se eu multiplicasse 15 X 20, ai da o tanto de agua que

a piscina tem em 15 minutos.

; {._
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y
) (X

Figura 13: Esquema da aluna A4 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

Ao observar a resolucdo da aluna A4, inferimos que ela ndo estabeleceu uma
relacdo aditiva com a quantidade de litros de agua que ja tinha na piscina, nao
mobilizou a ideia de correspondéncia muitos para muitos, e a ideia de dependéncia
pertinentes ao problema, mas estabeleceu a seguinte ideia de correspondéncia muitos
para muitos — em 5 minutos a torneira tem uma vazao de 20 litros de agua, em 15
minutos a torneira tem uma vazao de 300 litros de agua. Também, a seguinte ideia de
dependéncia — a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina depende do
tempo que atorneira ficou aberta. Diante disso, notamos que a aluna A4 nao mobilizou
a ideia de proporcionalidade, pois a proporcao 5:20 ndo se manteve constante.

Com isso, presumimos que a aluna A4 mobilizou um teorema em acéo falso
para a subclasse de proporcéo simples do tipo quarta proporcional e transformacao
positiva com o estado final desconhecido, quando realizou o seguinte raciocinio: a
guantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 15 minutos € o mesmo que
15 vezes a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina em 5 minutos, ou
seja, ela em vez de buscar pela razao (k = 3), multiplicou 15 (um numero qualquer,
gue nédo é arazao) por 20 litros de agua.

Para expressar esse teorema em acado falso em notacdo matematica,
considera-se 15 representando um nuamero qualquer, f(15 minutos) equivalente a
guantidade de litros de &gua acrescentados na piscina em 15 minutos, e
f (5 minutos) equivalente a quantidade de litros de 4gua acrescentados na piscina em
5 minutos. Portanto,

f(15 minutos) = 15 X f(5 minutos) = 15 X 20 litros de agua = 300 litros de agua.
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Identificamos esse teorema em acéao falso pela sigla TAF1, e o modelamos, ao
considerar f(x) uma relagcdo proporcional entre duas grandezas, conforme

mencionado a seguir.

TAF1: Seja f uma relagéo de proporcionalidade,
entdo f(x) =x"-f(x),comx eNex > 1.

Esse teorema em acado falso também é identificado por Ferraz (2016) nas
resolucdes dos alunos do 6° ano em problemas da classe de proporgao simples.

A partir do TAF1, identificamos os seguintes conceitos em acdo mobilizados
pela aluna A4: correspondéncia e dependéncia.

Portanto, para encontrar a quantidade de litros de agua acrescentados na
piscina apOs abrir a torneira por 15 minutos, a aluna A4 utilizou o algoritmo da
multiplicacdo sem envolver a ideia de proporcionalidade e, entdo ndo obteve a

resolucéo correta para o problema misto.

Esquema 3

A aluna A1l utilizou, como esquema nao pertinente ao problema, o algoritmo
da multiplicacdo e nédo estabeleceu a relacédo aditiva, pois ignorou a quantidade de
litros de &gua que ja tinha na piscina. Para isso, utilizou a representacdo numérica,

como apresentado na Figura 14.
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Figura 14: Esquema da aluna A11 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.
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Nota-se que esse esgquema nao é pertinente ao problema proposto, pois a
aluna A1l ndo mobilizou a ideia de correspondéncia de muitos para muitos, a ideia de
dependéncia condizentes com o problema, pois considerou a taxa 20 litros de agua
por minuto em vez de 4 litros de agua por minuto, e ndo a manteve constante. Com
isso, ndo manifestou a ideia proporcionalidade, necesséria para solug¢édo da situagéo.

No primeiro algoritmo da multiplicacdo, ha indicios que a aluna A11 mobilizou
implicitamente a ideia de correspondéncia um para muitos, sendo: em cada minuto, a
torneira tem uma vazéo de 20 litros de agua e, em 5 minutos a torneira tem uma vazao
de 100 litros de agua; a ideia de dependéncia - a quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina depende do tempo que a torneira ficou aberta e da
guantidade de agua que vaza da torneira em 1 minuto; a ideia de variavel, ao perceber
gue a variacdo do tempo implica na variagdo da quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina; e a ideia de proporcionalidade, ao considerar a razao (5
vezes), mantendo a proporcéao de 1:20.

No segundo algoritmo da multiplicagdo, a aluna mobilizou a ideia de
correspondéncia muitos para muitos: em 5 minutos a torneira tem uma vazéao de 100
litros de agua, e em 15 minutos a torneira tem uma vazéao de 1.500 litros de 4gua; a
ideia de dependéncia - a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina
depende do tempo que a torneira ficou aberta e da quantidade de agua que vaza da
torneira em 5 minutos.

Neste caso, inferimos que a aluna All considera o problema como uma
situacao de proporcao simples um para muitos e, com isso, h4 indicios da mobilizacao
do TAV2 - Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entdo f(x) = f(k-x) = k- f(x),
com k,x € Ne sendo k a razdo (um escalar), e dos seguintes conceitos em acao:
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, razdo e variavel. Para exemplifica-
lo, considera-se a seguinte relacdo matematica em um caso particular: a quantidade
de litros de agua acrescentada na piscina em 5 minutos € o mesmo que 5 vezes a
guantidade de litros de agua acrescentada na piscina em 1 minuto.

Para expressar o TAV2 em termos matematicos, considera-se 5 um namero
qualquer, f(5 minutos) equivalente a quantidade de litros de 4gua acrescentados na
piscina em 5 minutos, e f(1 minuto) equivalente a quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina em 1 minuto. Portanto,

f(5 minutos) = 5 X f(1 minutos) = 5 X 20 litros de agua = 100 litros de agua.
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Ainda, nesse esquema presumimos que All mobilizou o TAF1 - Seja f uma
relacdo de proporcionalidade, entdo f(x) =x'-f(x), com x€N e x> 1,e 0s
conceitos em acao de correspondéncia e dependéncia, quando realizou o seguinte
raciocinio: a quantidade de litros de agua acrescentada na piscina em 15 minutos é o
mesmo que 15 vezes a quantidade de litros de agua acrescentada na piscina em 5
minutos.

Em notacdo matematica, podemos expressar esse teorema em acéo falso ao
considerar x' =15, f(5minutos) equivalente a quantidade de litros de agua
acrescentados na piscina em 5 minutos, f(15 minutos) equivalente a quantidade de
litros de &gua acrescentada na piscina em 15 minutos, e 0 seguinte procedimento:
f(15 minutos) = 15 X f(5 minutos) = 15X100 litros de agua = 1.500 litros de agua.

Logo, para encontrar a quantidade de litros de agua acrescentados na piscina
apos abrir a torneira por 15 minutos, a aluna A11 utilizou um algoritmo da multiplicacao
com significado de proporcéo simples do tipo um para muitos e o outro algoritmo da

multiplicacdo sem envolver a ideia de proporcionalidade.

Esquema 4

As alunas A2 e Al2 apresentaram, como esquema nao pertinente para a
situacdo, o algoritmo da multiplicacdo, e ndo consideraram a relacdo aditiva,
ignorando a quantidade de litros de &gua que ja havia na piscina. Para isso, utilizaram

a representacdo numérica (Figura 15).

Figura 15: Esquema da aluna A12 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

E possivel notar que esse esquema ndo é pertinente ao problema proposto,

pois as alunas A2 e A12 nao identificaram a ideia de correspondéncia de muitos para
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muitos e a ideia de dependéncia condizentes com o problema, mas manifestaram
outra ideia de correspondéncia muitos para muitos - em 15 minutos, a torneira tem
uma vazao de 100 litros de agua e outra ideia de dependéncia - a quantidade de litros
de agua acrescentada na piscina depende da quantidade de agua que vaza da
torneira em 5 minutos. Também, ndo mobilizaram a ideia de proporcionalidade, pois
néo estabeleceram a razdo entre as grandezas de mesma natureza e nem a taxa de
proporcionalidade, de modo que a proporcao fosse mantida.

O esquema manifestado pelas alunas A2 e Al12 indica a possibilidade da
mobilizacdo um teorema em acao falso para essa subclasse de problema misto. Para
exemplifica-lo, considera-se a seguinte relacdo matematica em um caso particular: A
guantidade de litros de 4gua acrescentada na piscina em 15 minutos € o mesmo que
5 vezes a quantidade de litros de agua acrescentada na piscina em 5 minutos.

Para expressar esse teorema em acao falso em notacdo matematica,
considera-se 5 um numero qualquer, f(5 minutos) equivalente a quantidade de litros
de &gua acrescentada na piscina em 5 minutos, e f(15 minutos) equivalente a
guantidade de litros de agua acrescentada na piscina em 15 minutos. Portanto,

f (15 minutos) = f(5 X 5 minutos) = 5 X f(5 minutos) = 5 X 20 litros de agua =
100 litros de agua.

Identificamos esse teorema em acao falso pela sigla TAF2 e o modelamos, ao

considerar f(x) uma relacéo proporcional entre duas grandezas, conforme modelado

a sequir.

TAF2: Seja f uma relagao de proporcionalidade,
entdo f(x') = x - f(x), com x,x’,n € N.

A partir do TAF2, identificamos os seguintes conceitos em acdo mobilizados
pelas alunas A2 e A12: correspondéncia e dependéncia.

A aluna A2, ao resolver o problema, percebeu que seu esquema nao era
pertinente e entdo apresentou um novo esquema, sendo esse esquema pertinente ao
problema (Esquema 5). Essa maneira de agir da aluna A2 vai ao encontro do que é
mencionado por Vergnaud (1993, p. 3): “[...] Quando uma crianga utiliza um esquema
ineficaz para determinada situagao, a experiéncia a leva, seja a mudar de esquema,

seja a modificar o esquema”.
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Esquema 5

Para a resolucédo desse problema misto, as alunas A2 e A10 apresentaram,
como esquema pertinente, uma sequéncia aditiva recursiva e o algoritmo da adicao.
A aluna A2, também, apresentou o algoritmo da divisdo explicitamente para encontrar
a razao (Figura 16). Esse esquema € explicitado na fala pela aluna A2: [...] 15+ 5 deu
3, dai eu fiz de mais aqui. Podia ser 3 X 20, que deu 60, ai da 460. Para representar

0 esquema, as alunas A2 e A10 utilizaram a representacdo numérica.

Figura 16: Esquema do aluno A2 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

A aluna A7 apresentou como esquema somente uma sequéncia aditiva
recursiva e, assim, nao estabeleceu uma relacdo aditiva com a quantidade de litros
de agua que ja havia na piscina, como atestado na fala da aluna A7: Eu somei 3 vezes,
0 20 que deu 60 litros. Logo, a aluna A7 apresentou um esquema incompleto,
utilizando a representacdo numeérica, que néo levou a resolucdo do problema misto.

Nesse esquema utilizado pelas alunas A2, A7 e Al0, podemos indicar a
manifestacdo da ideia de correspondéncia muitos para muitos - 5 minutos
corresponde a 20 litros de agua, 10 minutos corresponde a 40 litros de agua, e 15
minutos corresponde 60 litros de agua; da ideia de dependéncia - a quantidade de
litros de agua acrescentados na piscina depende da relacdo entre o tempo que a
torneira ficou aberta e a quantidade de agua que vaza da torneira em 5 minutos; da
ideia variavel ao variar o tempo em minutos e, consequentemente, a quantidade de
litros acrescentada na piscina; da ideia de proporcionalidade, ao adicionar 3 vezes
(razéo) 20 litros de 4gua para manter a proporcionalidade - 3 vezes 5 minutos sdo 15
minutos, entdo 3 vezes 20 litros de agua sao 60 litros de agua, contribuindo para a
manifestacdo da ideia de regularidade, quando os alunos resolveram a sequéncia

aditiva recursiva somando mais 20 ao resultado anterior, totalizando 60 litros de agua.

110



A partir dessa andlise, considera-se que as alunas A2, A7 e A10 podem ter
manifestado o TAV6: Seja f uma relagdo de proporcionalidade, entdo f(x +x') =
f(x) £ f(x"), com x € N, associado aos conceitos em acao de adicdo de funcdes
lineares, correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, regularidade e variavel.
Para exemplifici-lo, considera-se f(15 minutos) representando a quantidade de litros
de agua em 15 minutos, f(5 minutos) representando a quantidade de litros de agua
em 5 minutos, e 0 seguinte raciocinio:

f (15 minutos) = f(5 minutos + 5 minutos + 5 minutos) =
f(5 minutos) + f(5 minutos) + f(5 minutos) =
20 litros de &gua + 20 litros de agua + 20 litros de agua = 60 litros de agua.

Esse teorema em acéo € identificado por Gitirana et al. (2014) nas resolucdes
dos alunos em situacfes-problema do tipo quarta proporcional. Segundo as autoras,
o valor correspondente a soma € a soma dos valores correspondentes.

A aluna A4 ao explicitar sobre seu esquema, [...] eu fiz de mais aqui. Podia ser
3 X 20, que deu 60 [...], apresenta indicios da mobilizacdo do TAV7: Seja f uma
relacdo de proporcionalidade, entdo f(x')+--+ f(x)=k-f(x'),com x€EN e k
sendo a razdo e o0s seguintes conceitos em acao: adicdo de funcbes lineares,
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, razao, regularidade e variavel.

Ao utilizar outro algoritmo da adicdo como parte do esquema, as alunas A2 e
A10 podem ter manifestado o TAV8: F =1 + (£T), com F, ] e Ne T € Z, e 0S

conceitos em acao de estado inicial, estado final e transformagéao. Esse teorema em
acdo ja foi exemplificado anteriormente.

Contudo, para encontrar a quantidade de litros de agua acrescentada na
piscina apOs abrir a torneira por 15 minutos, as alunas A2, A7 e A10 utilizaram a
sequéncia aditiva recursiva com significado de proporgéao simples um para muitos; e
para encontrar a quantidade de litros de agua que terd a piscina apos abrir a torneira
por 15 minutos, as alunas A2 e A10 utilizaram o algoritmo da adicdo com o significado

de transformacéo de medidas.
Esquema 6
Para a resolucao desse problema misto, a aluna A9 utilizou, como esquema

nao pertinente, o algoritmo da adicdo, representado numericamente, como mostra a
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Figura 17. Nesse esquema, a aluna A9 simplesmente realiza a soma dos nimeros do

enunciado, o que ndo conduziu a solucdo do problema.

Figura 17: Esquema da aluna A9 referente ao problema misto 2
Fonte: Dados da pesquisa.

Pode-se inferir que a aluna A9 apresenta dificuldades em compreender as
relacOes estabelecidas no enunciado do problema e, como precisava encontrar uma
resposta, somou 0s nuameros presentes no problema, ocasionando a resolucéo
incorreta.

Esse tipo de resolucdo também foi identificado na pesquisa de Araujo (2015),
envolvendo alunos dos 5° anos do Ensino Fundamental, com o objetivo de estudar as

dificuldades dos alunos ao resolvem situages-problema aditivas e multiplicativas.

Consideracdes sobre as andlises do problema misto 2

Na resolucéo do problema misto do tipo proporcao simples quarta proporcional
e transformacdo positiva com o estado final desconhecido, identificamos dois
esquemas pertinentes desenvolvidos pelos alunos, sendo um esquema envolvendo
os algoritmos da adi¢cao e da multiplicacdo; e um esquema envolvendo uma sequéncia
aditiva recursiva e o algoritmo da adicdo. Também identificamos quatro esquemas néo
pertinentes para a situacao, sendo trés envolvendo o algoritmo da multiplicacdo e um
envolvendo o algoritmo da adicdo. Para representar esses esquemas, foram utilizadas
representacdes numéericas.

Os alunos Al, A3, A5, A6 e A8, ao utilizarem o algoritmo da multiplicacéo,
manifestaram as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel e
proporcionalidade. Ainda, os alunos A6 e A8 mobilizaram a ideia de regularidade. Ja

as alunas A4, All, Al12, ao utilizarem o algoritmo da multiplicacdo, mobilizaram as
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ideias de correspondéncia e dependéncia ndo condizentes com a situagdo proposta.
Ao utilizarem uma sequéncia aditiva recursiva, as alunas A2, A7 e A10 manifestaram
as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e
proporcionalidade.

Ao observar todos os esquemas, nota-se que os alunos nao identificaram a
taxa, sendo ela essencial para mobilizacdo da ideia de generalizacédo e do conceito
de funcédo, como mencionado por Magina, Merlini e Santos (2016, p. 70), a resolucao
por meio do operador funcional (taxa) € “[...] um conhecimento de base para o trabalho
com o conceito de fungdo nos anos mais avancados de escolaridade”. Logo, é
fundamental que o professor explore, com o0s alunos, o conceito de taxa em situacoes-
problema, pois ele contribui para o desenvolvimento do conceito de funcéo.

A partir da andlise desses esquemas, apresentamos indicios que os alunos Al,
A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A10, Alle A12 mobilizaram, mesmo que implicitamente,
invariantes operatérios associados ao conceito de funcéo, sendo cinco teoremas em
acao verdadeiros, dois teoremas em acao falsos, e dez conceitos em ac¢do, como

podemos visualizar no Quadro 36

Teoremas em acao Conceitos em acao Alunos

TAV2: Seja f uma relacéo de proporcionalidade, Correspondéncia,

~ N dependéncia, Al, A3, A5, A6, A8
entdo f(k - x) = k f(x), proporcionalidade, razéo e e All.
com k sendo a razéo (escalar). variavel

TAV3: Seja f uma relagdo de proporcionalidade, | Comutatividade com relagao a

entdo k- f(x) = f(x) -k, comk, x € N. multiplicac&o. Al, A3 e AG.

Adicao de funcdes lineares,
correspondéncia,
dependéncia, A2, A7 e A10.
proporcionalidade, razéo,
regularidade e variavel.

TAV6: Seja f uma relacdo de proporcionalidade,
entdo f(x +x') = f(x) £ f(x'), com x € N.

Adicéo de fun¢bes lineares
TAV7: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, |correspondéncia,

entdo f(x)+ -+ f(x) =k-f(x),comx e Ne k |dependéncia, AB.
sendo a razéo. proporcionalidade, razéo,
regularidade e variavel.

Estado inicial, estado final e

TAV8: F =1+ (+T),comF, [eNeTE€E Z. Al, A2, A8 e A10.

transformacao.
TAF1: Seja f uma relagdo de proporcionalidade, |Correspondéncia e Ade All
entdo f(x)=x"-f(x),comx,x’ eNex > 1. dependéncia. :
TAF2: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, |Correspondéncia e A2 e AL2.

entdo f(x") = x - f(x),com x,x" € N. dependéncia.

Quadro 36: Invariantes operatérios mobilizados no problema misto 2.
Fonte: A autora.
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Observa-se que, nessa subclasse, os alunos do 5° ano apresentaram mais
dificuldades para estabelecer as relacdes logicas presentes no enunciado, o que
confirma os resultados apresentados na pesquisa de Gitirana et al. (2014): o
percentual de acertos de 89 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental ao resolverem
problema de quarta proporcional é de 32%. Com isso, salientamos a importancia de
trabalhar com as diferentes subclasses de problemas, e ndo privilegiar somente uma
subclasse, pois com a experiéncia, ao resolverem problemas de varias subclasses e

a maturidade, os conceitos vao sendo desenvolvidos pelos alunos.

4.3 Problema misto 3: proporcao simples do tipo particdo e transformacéao

negativa com a transformacéo negativa desconhecida

Pedro comprou 4 bolas de basquete iguais para doar a uma escola. Para pagar a
loja, ele entregou R$ 200,00 e recebeu R$ 16,00 de troco. Quantos reais Pedro

pagou em cada bola de basquete?

Esse problema coloca em jogo a relacdo de proporcgéo simples do tipo particéo,
do campo multiplicativo, que associa a unidade de uma grandeza com muitas
guantidades de outra grandeza, e a relagdo de transformacédo negativa com a
transformacéo desconhecida, do campo aditivo, que consiste na aplicacdo do estado
final ao estado inicial para obter a transformacao.

Os alunos Al, A2, A5, A8 e A10 resolveram corretamente essa situagao-
problema, e os demais alunos A3, A4, A6, A7, A9, All e Al2, ndo resolveram
corretamente. Ao todo foram manifestados dois esquemas pertinentes para a situacao

e guatro esquemas nao pertinentes, como apresentamos a seguir.

Esquema 1

Para a resolucao desse problema misto, o aluno Al apresentou como esquema
pertinente o algoritmo da subtracédo e as sequéncias aditivas recursivas. Por meio de
tentativa e erro, foi fazendo as sequéncias aditivas recursivas para encontrar o mesmo
valor estabelecido na operacao de subtracdo. Para isso, utilizou a representacéo
numérica, como podemos visualizar na Figura 18. No momento do dialogo, ao falar
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como pensou para resolver o problema, o aluno Al relatou: Fiz a conta 200 — 16, que
deu 184. Dai eu fiz 35 X 4, que deu 140; 40 X 4, que deu 160; 45 X 4 que deu 180.
Dai eu achei o resultado 46 X 4, que deu 184.

J "
N Ee Ll B
- AN ;;a Yo,,., 15 100 1

§ot B0 *Sij,oo Yo B 16 bl
el ot + 45 i Y6,00
Yo, 00 1('0“-'0 1 o9 0/"(/6__;,_,,

—— .
l6o, ©F 180,00 10y o0

Figura 18: Esquema do aluno Al referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

No esquema apresentado pelo aluno Al, conjecturamos o estabelecimento da
ideia correspondéncia um para muitos - em uma bola, Pedro pagou 46 reais; e em 4
bolas, pagou 184 reais; da ideia de dependéncia, ao determinar que o valor pago em
cada bola depende do valor pago em 4 bolas e do valor do troco; da ideia de variavel,
mesmo nao deixando clara essa ideia, tem em mente que pode encontrar o valor pago
de guantas bolas quiser, contando de 46 em 46, pois cada parcela corresponde ao
valor de uma bola; da ideia de proporcionalidade, ao adicionar 4 vezes (razao) 46 reais
para manter a proporcionalidade - 4 vezes 1 bola sdo 4 bolas, entdo e 4 vezes 46 reais
séo 184 reais, que contribuiu para manifestacao da ideia de regularidade, ao resolver
a sequéncia aditiva recursiva somando mais 46 ao resultado anterior, totalizando 184
reais.

Ao utilizar o algoritmo da adicdo como esquema inferimos, com base em
Vergnaud (2009a), que o aluno A1 mobilizou um teorema em agéo verdadeiro, o qual
associamos ao procedimento de diferenca. Vergnaud (2009a, p. 210) estabelece este
teorema em acédo do seguinte modo: “[...] se b faz passar de a para c entdo b é igual
a diferencaentre ce a’.

Para exemplificar esse teorema em acdo verdadeiro, podemos subtrair o
estado final, representado por 16 reais, do estado inicial, representado por 200 reais

e, assim, encontrar a transformacéo, 184 reais.
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Identificamos esse teorema em agao pela sigla TAV9, e o modelamos com base
em Vergnaud (2009a), ao considerar F representando o estado final, T representando

a transformacéo, e I representando o estado inicial, conforme mencionado a seguir:

TAV9:SeF =1+ (-T),entdoT=1— FcomF,leNeT€Z,sendo F < I

A partir do TAV9, foram identificados o0s seguintes conceitos em acao
mobilizados pelo aluno Al na resolugéao do problema misto 3: diferenca, estado inicial,
estado final e transformacéo.

Ainda, no esquema utilizado pelo aluno Al h& indicios da mobilizacdo do TAV6:
Seja f uma relagdo de proporcionalidade, entédo f(x + x') = f(x) + f(x'), com x € N,
e dos seguintes conceitos em acdo: adicdo de funcbes lineares, correspondéncia,
dependéncia, proporcionalidade, razdo, regularidade e variavel. Para exemplifica-lo
em um caso particular, considera-se f(4 bolas) representando o valor pago em 4
bolas, f(1 bola) representando o valor pago em 1 bola, e o seguinte raciocinio:

f(4 bolas) = f(1 bola + 1 bola + 1 bola + 1 bola) =
f(1 bola) +f(1 bola) + f(1 bola) + f(1 bola) =
46 reais + 46 reais + 46 reais + 46 reais = 184 reais

Observa-se que o aluno Al utiliza a operacdo de adicdo para resolver o
problema, mas ao explicitar sobre sua resolugcdo, menciona a operacdo de
multiplicacéo, o que evidencia uma filiagdo entre o raciocinio aditivo e multiplicativo.
Com isso, conjecturamos a mobilizacéo pelo aluno A1 do TAV7: Seja f uma relacdo
de proporcionalidade, entdao f(x')+ -+ f(x) =k-f(x'),com x eN e k sendo a
razao e 0s seguintes conceitos em acao: adicao de funcdes lineares, correspondéncia,
dependéncia, proporcionalidade, razéo, regularidade e variavel.

Para exemplificar o TAV7, considera-se 4 representando a razao, f(1 bola)
representando o valor pago em 1 bola, e o seguinte raciocinio:

f(1 bola) + f(1 bola) + f(1 bola) + f(1 bola) =
4 X f(1 bola) = 4 X 46 reais = 184 reais.

Portanto, para encontrar o valor pago em 4 bolas, o aluno A1l utilizou o algoritmo
da subtracdo com o significado de transformacao de medidas; e para encontrar o valor
pago em 1 bola, utilizou uma sequéncia aditiva recursiva com significado de proporgéo

simples um para muitos.
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Esquema 2

Os alunos A2, A5, A8 e A10 utilizaram a representacdo numérica para
descrever, como esquema pertinente para a situacdo, os algoritmos da subtracéo e
da divisado. Cabe ressaltar que a aluna A2 ainda fez a operacao de multiplicagéo para
verificar se o resultado da operacdo de divisdo estava correto, como podemos
visualizar na Figura 19.

A resolugdo empregada pela aluna A2 demostra compreensédo na relagao
existente entre a divisao e a multiplicagdo. Segundo Gitirana et al. (2014, p. 102), “[...]
A associacao entre multiplicacdo e divisdo pode ser destacada pelo professor, pois é
uma Gtima oportunidade de se apresentarem aos alunos as relacdes de proximidade
entre a divisdo e a multiplicagao”.

No momento de didlogo, o aluno A5, ao explicar como pensou para resolver o
problema, afirmou: Eu fiz 200 — 16, que da 184, e dividi 184 por 4, que d& 46 cada
bola. Eu paguei 30 na minha bola de basquete, essa td muito caro. Por meio dessa
fala, observa-se que ha sempre um conhecimento implicito no esquema que os alunos
nao conseguem explicitar, embora sejam capazes de resolver a situagcdo proposta
(VERGNAUD, 1996a).

Figura 19: Esquema da aluna A2 referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

Ha indicios que, para resolverem esse problema, os alunos A2, A5, A8 e Al10
mobilizaram a ideia de correspondéncia de um para muitos - em uma bola, Pedro
pagou 46 reais; e em 4 bolas, pagou 184 reais; a ideia de dependéncia, ao determinar
gue o valor pago em cada bola depende do valor pago em 4 bolas; e, ao dividir o valor
de 184 reais pela quantidade de 4 bolas encontraram a taxa de proporcionalidade -
46 reais por bola. Por meio dessa taxa, conjecturamos que os alunos tém em mente
gue podem encontrar o valor a pagar em quantas bolas quiser, o que expressa a ideia

de variavel.
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O esquema utilizado pelos alunos A2, A5, A8 e A10 apresenta indicativo da
mobilizacdo do TAV9: Se F =1+ (-T),entdo T =1— Fcom F,l e Ne T € Z, e dos
seguintes conceitos: diferenga, estado inicial, estado final e transformacéo.

Ainda nesse esquema indicamos, com base em Vergnaud (1983; 1996a; 2007),
gue os alunos A2, A5, A8 e A10 mobilizaram um teorema em acao verdadeiro,
expresso pela propriedade padrdao do coeficiente de proporcionalidade. Para
exemplifica-lo em termos matematicos, considera-se 4 equivalente a quantidade de
bolas, e f(4 bolas) representando o valor pago em 4 bolas.

[ _19% _ 46

4 4
Identificamos o teorema em acao verdadeiro pela sigla TAV10, e o modelamos,

ao considerar f(x) uma relagéo de proporcionalidade entre duas grandezas, conforme

mencionado a seguir:

TAV10: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entéo
ID com x,a € N*, sendo a a taxa.

a= ==

A partir do TAV10, identificamos 0s seguintes conceitos em acdo mobilizados
pelos alunos A2, A5, A8 e A10: correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade,
taxa e variavel.

Ferraz (2016) identifica o TAV10 manifestado na resolucéo de problemas de
estruturas multiplicativas de alunos do 6° ano do Ensino Fundamental.

Presumimos que a aluna A2, ao utilizar o algoritmo da multiplicacdo, para
verificar o resultado da divisao pode ter mobilizado o TAV1: Seja f uma relagéo de
proporcionalidade, entdo f(x) =a-x,se x,a €N, sendo a a taxa e, 0s seguintes
conceitos em acao: correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, taxa e variavel,
guando realizou a seguinte relacdo matematica para um caso particular - o valor pago
em 4 bolas é o mesmo que 46 reais por bola (taxa) multiplicado por 4 bolas. Logo,

f (4 bolas) = 46 reais por bola X 4 bolas = 184 reais.

Portanto, para encontrar o valor pago em 4 bolas, os alunos utilizaram o
algoritmo da subtracdo com o significado de transformacdo de medidas; e para
encontrar o valor pago em 1 bola, utilizaram o algoritmo da divisdo com significado de

proporcao simples do tipo particdo.
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Esquema 3

Para a resolucéo do problema misto 3, os alunos A4, A6 e Al1 utilizaram, como
esquema pertinente, o algoritmo da divisdo. Para isso, utilizaram a representacao
numeérica. A aluna All, ainda, utilizou o algoritmo da subtracdo (Figura 20), como
podemos observar em sua fala: Eu fiz 200 dividido por 4, que deu 50, dai eu peguei 0
50 - 16, que deu 34. Ja os alunos A4 e A6 nado estabelecerem a relacdo de

transformacao de medidas, somente a relacao de proporcao simples do tipo particéo.

Tie Too 4
- 3 ( - 1_ CT\" ; I:)O
. BB

34

Figura 20: Esquema da aluna A11 referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

Ao observar o esquema dos alunos A4, A6 e All, nota-se que ele nédo é
pertinente ao problema proposto, pois ndo identificaram a ideia de correspondéncia
de um para muitos, a ideia de dependéncia e a ideia proporcionalidade condizentes
com o problema, mas identificamos o estabelecimento da seguinte ideia de
correspondéncia de um para muitos - em uma bola, Pedro pagou 40 reais; e em 4
bolas, pagou 200 reais; da ideia de dependéncia - 0 valor pago por uma bola depende
do valor paga em 4 bolas; da taxa de proporcionalidade - 50 reais por bola - ao dividir
o valor de 200 reais pela quantidade de 4 bolas; e da ideia de variavel, ao considerar
gue, a partir dessa taxa, pode-se encontrar o valor pago em quantas bolas quiser.

No esquema dos alunos A4, A6 e Al1l, ha indicativos da mobilizacdo do TAV10:

Seja f uma relacdo de proporcionalidade, entédo a = % com x,a € N*, sendo a a

taxa, e dos seguintes conceitos em acdo: correspondéncia, dependéncia,
proporcionalidade, taxa e varidvel. Para exemplificd-lo em notacdo matematica,
considera-se 4 equivalente a quantidade de bolas, f(4 bolas) representando o valor

pago em 4 bolas, e 0 seguinte raciocinio.

f(4) 200
4 g 00
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No algoritmo da subtracéo utilizado pela aluna A11, ha indicios da mobilizacao
do TAV9: Se F=1+(-T),entdo T=1— F,com F,I e Ne T € Z, e dos seguintes
conceitos em acéo - diferenga, estado inicial, estado final e transformacéao, ao realizar
0 seguinte raciocinio: subtrair o estado final representado por 16 reais do estado inicial
representado por 50 reais e, assim, encontrar a transformacéao, 34 reais.

Neste caso, a aluna A1l cometeu um erro ao subtrair 16 reais (o troco ao
comprar 4 bolas) de 50 reais, em vez de subtrair 4 reais (0 troco proporcional ao
comprar de uma bola) de 50 reais e, assim, nao encontrou a solugao pertinente ao
problema.

Portanto, os alunos A4, A6 e All, para encontrar o valor pago em 1 bola,
utilizaram o algoritmo da divisdo com significado de propor¢cdo simples do tipo
particdo, e a aluna A11 também utilizou o algoritmo da subtragdo com o significado de

transformacao de medidas.

Esquema 4

Para a resolucéo desse problema misto, a aluna A7 apresenta, como esquema
nao pertinente, o algoritmo da divisdo (Figura 21). Tal esquema é relatado na fala de
AT: Peguei o0 200 e dividi por 16, que foi o troco, e deu 12 reais. Entdo acho que ele
pagou 12 reais em cada bola. Deste modo, percebe-se que a aluna A7 néao
compreendeu as relacdes estabelecidas entre os dados do enunciado do problema,

mas sabia que a resolucdo do problema envolvia uma operacao de diviséo.

Figura 21: Esquema da aluna A7 referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se que esse esquema nao é pertinente, pois a aluna ndo manifestou
a ideia de correspondéncia de um para muitos, a ideia de dependéncia e a ideia de

proporcionalidade envolvidas na resolucéo do problema proposto.
120



Esquema 5

Para a resolucdo desse problema misto, o aluno A3 apresentou, como
esquema nao pertinente, o algoritmo da multiplicagéo (Figura 22) e, para isso, utilizou
a representacdo numerica. Tal esquema é relatado na fala do aluno A3: Eu fiz 4 x 50,
gue deu 200. Espera ai... ele pagou 50 ou 54 em cada bola de basquete... &, foi 50

cada bola. A fala do aluno A3 expressa duvida em relacdo ao valor de cada bola.

Figura 22: Esquema do aluno A3 referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

Também, identificamos esse esquema na fala do Aluno A6: Para mim, é mais
facil eu ficar contanto o quanto precisa para chegar no resultado dai eu consegui
chegar no 50, porgue na tabuada do 4 o nimero que da isso € 0 5, dai eu s6 completei
com um zero depois. Ao observar a fala do aluno A6, presumimos que ele buscou por
um numero (5) que, multiplicado por 4, resultaria em 20 e, entdo, completou esse
namero com um zero, formando o nimero 50, para que ele ficasse 10 vezes maior,
mantendo a equacao equilibrada, 50 X 4 = 200.

No esquema dos alunos A3 e A6 ha indicios da mobilizacdo da ideia de
correspondéncia de um para muitos - em uma bola, Pedro pagou 50 reais; e em 4
bolas, pagou 200 reais; da ideia de dependéncia - 0 valor pago por uma bola depende
do valor paga em 4 bolas; da ideia de variavel, ao ter em mente que, se alterar a
guantidade de bolas, altera-se o valor pago; e da ideia de proporcionalidade, ao
identificar a taxa - 50 reais por bola, ndo condizentes com o problema proposto.

Ao analisar esse esquema, indicamos que A3 e A6 mobilizaram o TAV1 - Seja
f uma relacdo de proporcionalidade, entdo f(x) =a-x, com x, a € N, sendo a a
taxa; e os conceitos em acao de correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade,
taxa e variavel, quando multiplicaram a taxa (50 reais por bola) por 4 bolas, resultando
em 200 reais. Para exemplificar esse teorema em acgéo verdadeiro em notacéo
matematica, considera-se 50 representando ataxa, f(4 bolas) representando o valor
pago por 4 bolas, 4 representa a quantidade de bolas, e o seguinte raciocinio:

f (4 bolas) = 50 reais por bola X 4 bolas = 184 reais
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Ainda, nesse esquema, inferimos que o aluno A3 pode ter mobilizado o TAVS -
Seja f relacdo de proporcionalidade, entdo k- f(x) = f(x)-k,com k,x € N; e o
conceito em acdo de comutatividade em relacdo a multiplicacédo, quando fez 50 X 4 =
200; e ao explicitar sobre essa resolucao, falou 4 X 50 = 200.

Portanto, os alunos A3, A6 para encontrar o valor pago em 1 bola, utilizaram o

algoritmo da multiplicacdo com significado de proporcéo simples um para muitos.

Esquema 6

Para a resolucdo desse problema misto, a aluna A9 apresentou um esquema
nao pertinente, a operacao de adicdo e subtracdo; e A12 apresentou, como esquema
gue ndo conduziu a resolucgao, o algoritmo da adicdo, como mostra a Figura 23. Nesse
esquema, as alunas A9 e A12 simplesmente responderam aos problemas sem refletir
sobre as relacdes envolvidas entre dados numéricos do enunciado, apenas operando

com o0s numeros do enunciado, o que nao conduziu a solucao do problema.

Figura 23: Esquema das alunas A9 e A12 referente ao problema misto 3
Fonte: Dados da pesquisa.

No que se refere aos alunos operarem com dados que nao fazem sentido para
0 problema proposto, Chevallard (1980) relata uma experiéncia realizada em
Grenoble, na Franca, na qual foi solicitado a 97 alunos responder problemas com
dados inadequados, entre eles, o problema conhecido como a Idade do Capitdo, que
apresenta o seguinte enunciado: Em um barco ha 15 cabras e 26 ovelhas. Qual a
idade do capitdo? O pesquisador relata que, para resolver o problema, a maioria dos
alunos somaram a quantidade de cabras e ovelhas e apresentaram um resultado.
Com isso, ele concluiu que essa maneira de resolver a situagdo advém do contrato
didatico estabelecido na sala de aula, em que o aluno precisa encontrar uma resposta

numeérica para situacao proposta, mesmo quando os dados nao fazem sentido.
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Consideracdes sobre as analises do problema misto 3

Na resolucéo do problema misto pertencente a subclasse proporcédo simples
do tipo particdo e transformacdo negativa com a transformacdo negativa
desconhecida, identificamos dois esquemas pertinentes desenvolvidos pelos alunos,
sendo um esquema envolvendo o algoritmo da subtracdo e uma sequéncia aditiva
recursiva; e um esquema envolvendo os algoritmos da divisdo e da subtracao.
Também identificamos quatro esquemas nao pertinentes, sendo dois envolvendo o
algoritmo da divisdo, um envolvendo o algoritmo da multiplicagéo, e um envolvendo o
algoritmo da adicdo. Para representa-los foram utilizadas representacdes numericas.

O aluno Al, ao utilizar uma sequéncia aditiva recursiva, manifestou as ideias
de correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e proporcionalidade. Ja os
alunos A2, A4, A5, A6, A8, A10 e All, ao utilizarem o algoritmo da divisao,
manifestaram as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel e
proporcionalidade. Ao utilizar o algoritmo da multiplicacéo, o aluno A3 manifestou as
ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel e proporcionalidade.

A partir da andlise desses esquemas, apresentamos indicios que os alunos Al,
A2, A3, A4, A5, A6, A8, A10 e A1l mobilizaram, mesmo que implicitamente,
invariantes operatérios associados ao conceito de funcdo, sendo seis teoremas em

acao verdadeiros, e treze conceitos em acao, como apresentado no Quadro 37.

Teoremas em agao Conceitos em acao Alunos
TAV1: Seja f uma relagéo de proporcionalidade, |Correspondéncia,
entdo f(x) = a-x, dependéncia, variavel, A2, A3 e A6.
se x,a € N, sendo a a taxa. proporcionalidade e taxa.
TAV3: Seja f uma relacédo de proporcionalidade, |Comutatividade em relagédo a A3
entdok - f(x) = f(x)-k,comk,x €N. multiplicacéo. ’
Adicéo de fungdes lineares,
TAV6: Seja f uma relacdo de proporcionalidade, |correspondéncia, variavel, Al
entdo f(x +x) = f(x) + f(x"), com x € N. dependéncia, regularidade, ’
proporcionalidade e razéo.
TAV7: Seja f uma relagéo de proporcionalidade, ﬁ‘g;f:sopgﬁgggg;esvgﬂgsﬁs
entéo f(x) + -+ f(x) = k- f(x),comx EN e k dependéncia, regularidade, Al
sendo a razéo. . . ~
proporcionalidade e razao.
TAV9: Se F =1+ (-T), entdo |T| =1 — F com Diferenca, estado inicial, Al, A2, A5,
F,lIeNeTeZ sendoF <] estado final e transformagéo. |A8, A10 e All.
TAV10: Seja f uma relagéo de proporcionalidade, (Cj:orresorl)f)n(:jéncia,” I A2. A4. A5. AG. A8
~ _ @ . ependéncia, variavel, P
entdo a = _»comx,a € N*, sendo a a taxa. proporcionalidade e taxa. Al0 e Al11.

Quadro 37: Invariantes operatérios mobilizados no problema misto 3.
Fonte: A autora.
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Nessa subclasse, como a relagcdo de correspondéncia ndo esta explicita no
enunciado do problema, os alunos apresentaram dificuldades para estabelecer as
relacdes de correspondéncia e dependéncia entre as grandezas, e para encontrar a
taxa de proporcionalidade. Com isso, salientamos a importancia de propor aos alunos
situacOes-problema do tipo particdo que busquem por essas relacdes, de modo a

contribuir com o desenvolvimento do conceito de funcao.

4.4 Problema misto 4: proporcgédo simples do tipo cota e transformacéo positiva

com a transformacéo positiva desconhecida

Carlos quer comprar um celular que custa R$ 540,00. Ele ja possui R$ 60,00, e
decidiu economizar R$ 80,00 por més. Em quantos meses Carlos terd o valor

necessario para comprar o celular?

Esse problema coloca em jogo a relagéo de proporgéo simples do tipo cota, do
campo multiplicativo, que associa a unidade de uma grandeza com muitas
guantidades de outra grandeza, e a relacdo de transformacdo positiva com a
transformacao desconhecida, do campo aditivo, que consiste na aplicacao do estado
inicial ao estado final para obter a transformacéo.

Os alunos A1, A5 e A8 resolveram corretamente essa situacao-problema, e os
demais alunos A3, A4, A6, A7, A9, Al10, A1l e A12 né&o resolveram corretamente a
situacdo. Ao todo foram manifestados pelos alunos quatro esquemas pertinentes e

cinco esquemas nao pertinentes para a situagdo, como apresentamos a seguir.

Esquema 1

Para a resolucao desse problema misto, o aluno Al utilizou, como esquema
pertinente, o calculo mental e as sequéncias aditivas recursivas. Por meio de tentativa
e erro, foi fazendo sequéncias aditivas recursivas para encontrar 0 mesmo valor
estabelecido no célculo mental. Para isso, utilizou a representagdo numeérica, como
podemos visualizar na Figura 24. No momento do dialogo, ao explicar seu esquema,
0 aluno A8 utilizou o algoritmo da multiplicacdo, como exemplificado em sua fala: Fiz

4 x 80, mas dai eu fiz por mais. Dai o0 segundo eu fiz X' 5. [...] peguei a do 4 e somei
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7

80. Eu fiz 8 vezes, que € maior, e vezes 7, dai eu fiz a vezes 6. Isso indica a

continuidade entre a adicdo e a multiplicacao.

.
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Figura 24: Esquema do aluno Al referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno A3 utilizou como esquema nao pertinente para a situacao, a sequéncia
aditiva recursiva e os algoritmos da adicdo, como podemos visualizar na Figura 25.
No momento do dialogo, o aluno A3 disse: Sete meses, para mim. Eu fui pensando,
80 + 80 + 80 +... Observa-se, no esquema do aluno A3, que ele ndo considerou o
valor que Carlos ja possuia e, por isso, hdo apresentou uma resposta correta ao
problema, que seria 6 meses, e ndo sete meses como apresentado em sua resposta.

No esquema do aluno A3, nota-se que ele tentou primeiro por 3 meses, ao
somar 160 + 80; depois por quatro meses, ao somar 160 + 160; por 6 meses, ao somar
320 + 160; por sete meses, ao somar 80 sete vezes; também ao somar 320 + 240 e,

ainda, por oito meses, ao somar 160 quatro vezes.

Figura 25: Esquema do aluno A3 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

No esquema apresentado pelos alunos Al e A3, identificamos a mobilizagéao
da ideia de correspondéncia um para muitos - em um més, Carlos economizou 80
reais; em 6 meses, Carlos economizou 480 reais; em 7 meses, Carlos economizou

560 reais. Também identificamos a mobilizagdo da ideia de dependéncia - o valor
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economizado depende da quantidade de meses; da ideia de variavel, pois ao variar a
guantidade de meses encontra-se o0 valor economizado; da ideia de
proporcionalidade, ao adicionar 7 vezes (razdo) 80 reais para manter a
proporcionalidade: 7 vezes 1 més sdo 7 meses, entao 7 vezes 80 reais sdo 560 reais;
e da ideia de regularidade - a quantidade de meses estd aumentando de 1 em 1 (1, 2,
3,4,5,6e7),eovalor obtido esta aumentando de 80 em 80 (80, 160, 240, 320, 400,
480 e 560). Também, ha indicio de regularidade quando os alunos resolveram a
sequéncia aditiva recursiva somando mais 80 ao resultado anterior, obtendo 560 reais.

O aluno Al apresenta indicativo da mobilizagdo de um teorema em acao
verdadeiro, que consiste em aplicar o estado inicial ao estado final para encontrar a
transformacéo direta. O aluno Al ndo representou numericamente 0 esquema que
possibilita a mobilizacdo desse teorema em ag¢do, mas ao realizar as sequencias
aditivas recursivas, ele buscava encontrar a transformagdo correspondente ao
resultado desse teorema em acéo, o que indica que ele fez um calculo mental.

Para exemplifica-lo, considera-se que a solugcéo candnica do problema consiste
em aplicar o estado inicial, representado por 60 reais, ao estado final, que consiste
em 540 reais e, assim, encontrar a transformacao, 480 reais. ldentificamos esse

teorema em acgao pela sigla TAV11, como representado a seguir.

TAV11l:SeF=1+T,entdo |[T|=F — I,comF, [ENeT €Z,sendo F > I.

Subjacente ao TAV11, foram identificados os seguintes conceitos em acgao
mobilizado pelo aluno Al na resolugéo do problema misto 4: diferenca, estado inicial,
estado final e transformacao.

O esquema utilizado pelos alunos Al e A3 apresenta indicativo da mobilizacao
do TAV6: Seja f uma relacao de proporcionalidade, entdo f(x + x') = f(x) £ f(x"),
com x €N, e dos seguintes conceitos em acdo: adicdo de funcdes lineares,
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, regularidade e variavel. Para
exemplificd-lo em notacdo matemética, considera-se f(1 més) equivalente ao valor
economizado em 1 més e o seguinte raciocinio:

f(6meses) = f(1més+1més+1més +1més+1més + 1més) =

f(1 més)+ f(1 més) + f(1 més) + f(1 més) + f(1 més) + f(1 més) =

80 reais + 80 reais + 80 reais + 80 reais + 80 reais + 80 reais = 480 reais.

126



Ainda, no esquema dos alunos Al e A3, inferimos a mobilizagdo de um teorema
em acdo verdadeiro, 0 qual associamos a uma relacdo de comparacdo. Para
exemplificd-lo, consideram-se x = 4 meses, x = 5 meses, f(4 meses) equivalente ao
valor economizado em 4 meses, f(5 meses) equivalente ao valor economizado em 5
meses, e 0 seguinte raciocinio:

4 <5entdo f(4) < f(5)

Indicamos esse teorema em acéo verdadeiro pela sigla TAV12, e o modelamos

ao considerar f(x) uma relacéo de proporcionalidade entre duas grandezas, conforme

apresentado a sequir:

TAV12: Seja f uma relacao de proporcionalidade, tal que x < x',
entdo f(x) < f(x"), comx, x" €N.

A partir do TAV12, identificamos 0s seguintes conceitos em acdo mobilizados
pelo aluno Al: comparacéo, correspondéncia, dependéncia e variavel.

Esse conhecimento mobilizado pelos alunos Al e A3 foi explicitado por Ricco
(1982) e Franchi (1999).

Observa-se gque o aluno Al utiliza sequencias aditivas recursivas para resolver
0 problema, mas ao explicitar sobre sua resolucdo, menciona a operacao de
multiplicacéo, o que evidencia uma filiagdo entre o raciocinio aditivo e multiplicativo.
Com isso, conjecturamos a mobilizacdo pelo aluno Al do TAV7: Seja f uma relacao
de proporcionalidade, entdo f(x')+ -+ f(x)=k-f(x'),com x €N e k sendo a
razao e 0s seguintes conceitos em acao: adicao de funcdes lineares, correspondéncia,
dependéncia, proporcionalidade, razéo, regularidade e variavel.

Para exemplificar o TAV7, considera-se 6 representando a razao, f(6 meses)
representando o valor economizado em 6 meses, e 0 seguinte raciocinio:

f(6 meses) = f(1 més) + f(1 més) + f(1 més) + f(1 més)+ f(1 més) + f(1 més) =
6 X f(1 més) = 6 X 80 reais = 480 reais.

Portanto, para encontrar a quantidade que Carlos precisava economizar em
determinados meses, inferimos que o aluno Al fez uma operagao de subtragdo com
o significado de transformacdo de medidas, por meio do calculo mental. Para
encontrar a quantidade de meses que foram necessarios para obter o valor para

comprar o celular, os alunos Al e A3 utilizaram sequéncias aditivas recursivas com
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significado de proporcdo simples um para muitos. O aluno A3 ndo encontrou a
resolucdo correta para situacdo proposta, pois ndo estabeleceu a relacdo de

transformacéo de medidas, o que indica falta de compreenséo da situacao proposta.

Esquema 2

Para resolver a situacao proposta, a aluna A2 utilizou a representacdo numerica
para representar, como esquema nao pertinente, os algoritmos da adicdo e da
multiplicagcéo (Figura 26). A fala da aluna A2 atesta sua escolha: Aqui eu fiz 80 + 60,
gue deu 140. Dai eu fui fazendo de vezes para chegar no valor mais perto que ele
gueria para comprar o celular: 2x140, que deu 280; 3Xx140, que deu 420; e 4 X140,
que deu 560, o mais perto que achei. Deu 4 meses e sobraram 20 reais.

Observa-se, nesse esquema, que a aluna A2 nao identificou a taxa - 80 reais

por més - proposta no problema, o que a levou a utilizar um esquema ineficaz.

'
y
L.

Figura 26: Esquema da aluna A2 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

No esquema da aluna A2, ha indicios da mobilizacdo da ideia de
correspondéncia de um para muitos - em 1 més, Carlos obteve 140 reais,..., em 4
meses, Carlos obteve 560 reais; da ideia de dependéncia - o valor obtido para comprar
o celular ndo depende apenas dos meses passados, mas também do valor que Carlos
ja possuia; da ideia de variavel, pois ao variar a quantidade de meses encontra-se o
valor obtido; da ideia de regularidade - a quantidade de meses esta aumentando de 1
em 1 (1, 2, 3 e4), e ovalor obtido esta aumentando de 140 em 140 (140, 280, 420 e
560); e mesmo nado deixando explicita a ideia de generalizacdo, tem em mente que
pode encontrar o valor obtido em qualquer quantidade de més multiplicando a
guantidade de meses pela taxa - 140 reais por més. Embora a aluna A2 tenha
apresentado tais ideias associadas ao conceito de funcdo, elas ndo apresentam

valores condizentes para solucao da situacao proposta.
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Segundo Tinoco (2002, p. 6) a generalizagdo exige a “[...] capacidade de
apresentar argumentos, na linguagem corrente, que justifiguem a validade da lei para
gualquer caso, registrando-os”. Para isso, salientamos que € necessario propor ao
aluno uma questéo especifica, levando-o a manifestar essa ideia; por exemplo: Como
encontramos o valor obtido para qualquer guantidade de meses?

Ao utilizar o algoritmo da adicdo como parte do esquema, a alunas A2 pode ter
mobilizado o TAV8: F =1 + (£T),com F, l e Ne T € Z, e 0s conceitos em acao de

estado inicial, estado final e transformacéo. Para exemplifica-lo, considera-se que a
Aluno A2 aplicou a transformacéo representada por 80 reais ao estado inicial, que diz
respeito a 60 reais e, assim, encontrou o estado final, 140 reais.
Também, presumimos que a aluna A2 mobilizou em seu esquema o0 TAV1: Seja
f uma relacdo de proporcionalidade, entdo f(x) =a-x,com x, a € N, sendo aa
taxa;, e 0S seguintes 0s conceitos em agdo: correspondéncia, dependéncia,
multiplicacdo, proporcionalidade, regularidade, taxa e variavel, quando considerou
f(1 més) = 140 reais e realizou os raciocinios seguintes:
f(2 meses) = 2 meses X 140 reais por més = 280 reais
f(3 meses) = 3 meses X 140 reais por més = 420 reais
f(4 meses) = 4 meses X 140 reais por més = 560 reais
Portanto, para encontrar a quantidade que Carlos precisava economizar em
determinados meses, inferimos que a aluna A2 utilizou o algoritmo da adigdo com o
significado de transformacdo de medidas. Ja para encontrar a quantidade de meses
gue foram necessarios para obter o valor para comprar o celular, a aluna A2 utilizou o

algoritmo da multiplicacdo com significado de proporcéo simples um para muitos.

Esquema 3

Para a resolucdo do problema misto 4, a aluna A4 utilizou a representacao
numeérica para representar um esquema nao pertinente, que consiste no algoritmo da
multiplicagc&o (Figura 27), conforme relatado em sua fala: Fui multiplicando por 80 até
dar o total de dinheiro que precisava ter para comprar o celular. Porém, a aluna A4
nao considerou, para resolver o problema, o valor que Carlos ja possuia, e isso a fez
considerar que sao necessarios 7 meses para obter o valor para comprar o celular, o

gue néo esta correto para situa¢do proposta.

129



N
. OO

SO
X 4.
T¢a

: L% X3 X € X2

tffc" U ¢ 1‘.

.
~—

Figura 27: Esquema da aluna A4 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno A6 também utilizou, como esquema nao pertinente, o algoritmo da
multiplicacéo (Figura 28), como relatado por ele: Na 3 eu fui vendo na tabuada qual
chegava mais perto, e deu a tabuada do 7. Observa-se que o aluno A6 buscou
mentalmente encontrar na tabuada um namero que, multiplicado por 8, chegaria perto
do 54 e, entdo, esse numero corresponderia a0 mesmo numero que, multiplicado por

80, chegaria perto do 540, o valor do celular.

Figura 28: Esquema do aluno A6 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

No esquema apresentado pelos alunos A4 e A6, identificamos a mobilizacao
da ideia de correspondéncia um para muitos - em um més, Carlos economizou 80
reais; em 7 meses, Carlos economizou 560 reais. Também, da ideia de dependéncia
- 0 valor economizado depende da quantidade de meses; da ideia de variavel, ao
variar a quantidade de meses para encontrar o valor economizado; da ideia de
regularidade - a quantidade de meses esta aumentandode 1 em 1 (1, 2, 3,4,5,6 €
7) e o valor obtido estd aumentando de 80 em 80 (80, 160, 240, 320, 400, 480, 560);
e mesmo néao deixando clara a ideia de generaliza¢éo, nota-se uma possibilidade de
encontrar o valor economizado em qualquer quantidade de meses multiplicando a
guantidade de meses pela taxa (80 reais por més). Embora os alunos A4 e A6 tenham
apresentado tais ideias associadas ao conceito de fungcdo, ndo encontraram a solucao
correta ao problema, pois ndo consideraram o valor que Carlos j& possuia, ou seja,

nao perceberam a relacao de transformacao de medidas.
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Ao analisar esse esquema, indicamos que os alunos A4 e A6, ao utilizarem o
algoritmo da multiplicagéo, podem ter mobilizado o TAV1 - Seja f uma relacdo de
proporcionalidade, entdo f(x) =a-x,se x, a €N, sendo aa taxa; e 0s seguintes
conceitos em acao: correspondéncia, dependéncia, multiplicacdo, proporcionalidade,
taxa e variavel, quando realizaram a seguinte relacdo matematica para um caso
particular: o valor obtido em 7 meses € o mesmo que 80 reais por més (taxa)
multiplicado por 7 meses. Portanto,

f (7 meses) = 80 reais por més X 7 meses = 560 reais.

Logo, para encontrar a quantidade de meses que foram necessarios para obter
o valor para comprar o celular, os alunos A4 e A6 utilizaram o algoritmo da
multiplicacdo com significado de propor¢cdo simples um para muitos, e nao

estabeleceram a relacdo aditiva de transformacao de medidas presente no problema.

Esquema 4

O esquema pertinente para a situacao utilizado pelo aluno A5 consiste nos
algoritmos da adicao (Figura 29), como atestado em sua fala: Eu fiz tudo de mais,
primeiro. Dai eu juntei 60 + 80, 140. Dai 140 + 80, 220; 220 + 80, 300; 300 + 80, 380;
380 + 80, 460; 460 + 80, 540. Para representa-lo, o aluno A5 utilizou a representacao

numérica.
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Figura 29: Esquema do aluno A5 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse esquema apresentado pelo aluno A5, identificamos a mobilizagcdo da
ideia de correspondéncia um para muitos - em um més, Carlos obteve 140 reais; em
6 meses, Carlos obteve 540 reais. Também da ideia de dependéncia - o valor obtido
para comprar o celular ndo depende apenas da quantidade de meses que Carlos
economizou 80 reais, mas também do valor que Carlos ja tinha; da ideia de variavel,

pois ao variar a quantidade de meses encontra-se o valor necessario para comprar o
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celular; da ideia de regularidade - a quantidade de meses esta aumentando de 1 em
1(1, 2, 3, 4,5 e 6) e ovalor obtido para comprar o celular estd aumentando de 80 em
80 (140, 220, 300, 380, 460, 540). Assim, pode-se encontrar o valor economizado em
gualquer quantidade de més somando 80 ao numero anterior, totalizando 540 reais.

No esquema do aluno A5 existem duas possibilidades de analisar indicios de
teoremas em acao. A primeira possibilidade consiste na mobilizagédo pelo aluno A5 de
um teorema em acéao verdadeiro, quando considerou f(1 més) o valor obtido em 1
MES e 0s seguintes raciocinios.

f(1 més) = 80 reais + 60 reais = 140 reais
f(2 meses) = f(1 més) + 80 reais = 140 reais + 80 reais = 220 reais

f(3 meses) = f(2 meses) + 80 reais = 220 reais + 80 reais = 300 reais

f(4 meses) = f(3 meses) + 80 reais = 300 reais + 80 reais = 380 reais

f(5 meses) = f(4 meses) + 80 reais = 380 reais + 80 reais = 420 reais

f(6 meses) = f(5 meses) + 80 reais = 420 reais + 80 reais = 540 reais

Identificamos esse teorema em acao pela sigla TAV13, e o modelamos, ao

considerar f(x) uma relacdo funcional e ¢ uma constante, como apresentado a seguir:

TAV13: Se f é uma relacdo funcional entdo f(x") = f(x) + ¢
comx’,x,ce Nex’ > 1.

A partir do TAV13, identificamos 0s seguintes conceitos em acdo mobilizados
pelo aluno A5: constante, correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade,
regularidade e variavel.

Outra possibilidade consiste na mobilizacéo pelo aluno A5 de um teorema em
acdo verdadeiro, quando manifestou implicitamente os seguintes raciocinios.

f(1 més) = 80 reais X 1 més + 60 reais = 140 reais
f(2 meses) = 80 reais X 2 meses + 60 reais = 220 reais
f(3 meses) = 80 reais X 3 meses + 60 reais = 300 reais
f (4 meses) = 80 reais X 4 meses + 60 reais = 380 reais
f(5 meses) = 80 reais X5 meses + 60 reais = 460 reais

f(6 meses) = 80 reais X 6 meses + 60 reais = 540 reais

132



Identificamos esse teorema em acao pela sigla TAV14, e o modelamos, ao
considerar f(x) uma relacao funcional, a a taxa e b uma constante, como apresentado

a seqguir:

TAV14: Se f é uma relagdo funcional entdo f(x) =a-x+b
coma,b,x € N.

Subjacente ao TAV14, identificamos 0s seguintes conceitos em acao
mobilizados pelo aluno A5: constante, correspondéncia, dependéncia,
proporcionalidade, regularidade, taxa e variavel.

Portanto, para encontrar a quantidade de meses que foram necessarios para
obter o valor para comprar o celular, o aluno A5 utilizou o algoritmo da adigdo com

significado de transformagao de medidas.

Esquema 5

O esquema nao pertinente para a situacao apresentado pela aluna A7 consiste
nos algoritmos da adicdo, e esta aportado por meio da representacdo numeérica
(Figura 30), conforme atesta sua fala: Eu fui fazendo 80 + 80, que da 160. Dai, 160 +
80, que da 240, e fui fazendo até dar um valor préximo aquele 14, que precisa para
comprar o celular. Observa-se que a aluna A7 ndo considerou o valor que Carlos ja

tinha e, com isso, ndo consegui encontrar a quantidade de meses correta.

Figura 30: Esquema da aluna A7 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.
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Nesse esquema apresentado pela aluna A7, identificamos a mobilizagcdo da
ideia de correspondéncia um para muitos - em um més, Carlos obteve 160 reais, ...
em 7 meses, Carlos obteve 560 reais; da ideia de dependéncia - o valor economizado
depende quantidade de meses; da ideia de variavel, pois ao variar a quantidade de
meses encontra-se o valor economizado em 7 meses; da ideia de regularidade - a
guantidade de meses esta aumentando de 1 em 1 (1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7) e o valor
economizado esta aumentando de 80 em 80 (80, 160, 240, 320, 400, 480, 560).
Embora a aluna A7 tenha apresentado tais ideias associadas ao conceito de funcéo,
ela ndo encontrou a solucdo correta ao problema, pois ndo considerou o valor que
Carlos ja possuia, e isso fez com que ela considerasse mais um més.

E possivel indicar, no esquema da aluna A7, a mobilizagéo do TAV6 - Seja f
uma relacao de proporcionalidade, entdo f(x + x") = f(x) £ f(x'), comx,x’ € N, e 0s
seguintes conceitos em acdo: adicdo de funcdes lineares, correspondéncia,
dependéncia, proporcionalidade, razdo, regularidade e varidvel. Para exemplificar
esse teorema em acédo verdadeiro, considera-se f(1 més) = 80 reais, que consiste
no valor economizado a cada més. Logo,

f(2 meses) = f(1 més) + f(1 més) = 80 reais + 80 reais = 160 reais

f(3 meses) = f(2 meses) + f(1 més) = 160 reais + 80 reais = 240 reais
f(4 meses) = f(3 meses) + f(1 més) = 240 reais + 80 reais = 320 reais
f(5meses) = f(4 meses) + f(1 més) = 320 reais + 80 reais = 400 reais
f(6 meses) = f(5 meses) + f(1 més) = 400 reais + 80 reais = 480 reais
f(7 meses) = f(6 meses) + f(1 més) = 480 reais + 80 reais = 560 reais

Por fim, para encontrar a quantidade de meses que foram necessarios para

obter o valor para comprar o celular, a aluna A7 utilizou o algoritmo da adicdo com

significado de transformacao de medidas.

Esquema 6

Para resolver o problema misto 4, a aluna A8 utilizou a representacdo numérica
para representar, como esquema nao pertinente, o algoritmo da subtracdo e as
subtracdes sucessivas (Figura 31), conforme também identificado em sua fala: Fiz
vérias contas de menos e o resultado deu 5 meses. Nota-se que a aluna A8 ndo
encontrou a solugao correta para resolver o problema, pois faltou realizar a subtracao
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até obter O reais e, entdo, ao contar a quantidade grupos de 80 reais, que foram

subtraidos, obteve 5 meses, em vez de 6 meses.

Figura 31: Esquema da aluna A8 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse esquema apresentado pela aluna A8, identificamos a mobilizagdo da
ideia de correspondéncia um para muitos - em um més, Carlos obteve 80 reais; em 5
meses, Carlos obteve 480 reais. Também da ideia de dependéncia - o valor obtido
nao depende apenas da quantidade de meses, mas também do valor que Carlos ja
tinha; da ideia de variavel, pois ao variar a quantidade de meses encontra-se o valor
economizado correspondente; e a ideia de regularidade - a quantidade de meses esta
diminuindo de 1 em 1 (6, 5, 4, 3, 2, 1) e o valor economizado esta diminuindo de 80
em 80 (480, 400, 320, 240, 160, 80). Portanto, pode-se encontrar a quantidade de
meses em que Carlos economizou 80 reais diminuindo 80 ao niUmero anterior.

Ao analisar esse esquema, indicamos que a aluna A8 mobilizou o TAV11 - Se
F=I1+T, entdo |T|=F— I,com F, ] eNe T€Z, sendo F >, e 0s seguintes
conceitos em acéao: estado inicial, estado final e transformacé&o, conforme explicitado
anteriormente.

Ainda, indicamos a possibilidade de mobilizacdo do TAV6 - Seja f uma relacéao
de proporcionalidade, entdo f(x +x') = f(x) + f(x'), com x,x’ € N, e 0s seguintes
conceitos em acdo: adicdo de funcdes lineares, correspondéncia, dependéncia,

proporcionalidade, razéo, regularidade e variavel. Para exemplificar esse teorema em
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acdo verdadeiro, considera-se f(6 meses) =480 reais, que consiste no valor
economizado em 6 meses; e f(1 més) = 80 reais, que consiste no valor economizado
em 1 més. Assim, as analises mostram que a aluna A8 indica manifestar tais
procedimentos:
f(5 meses) = f(6 meses) — f(1 més) =480 reais — 80 reais = 400 reais
f (4 meses) = f(5 meses) — f(1 més) =400 reais — 80 reais = 320 reais
f(3 meses) = f(4 meses) — f(1 més) =320 reais — 80 reais = 240 reais
f(2 meses) = f(3 meses) — f(1 més) = 240 reais — 80 reais = 160 reais
f(1 més) = f(2 meses) — f(1 més) = 160 reais — 80 reais = 80 reais
Portanto, para encontrar a quantidade que Carlos precisava economizar em
determinados meses, inferimos que a aluna A8 utilizou o algoritmo da subtracdo com
o significado de transformacao de medidas; e para encontrar a quantidade de meses
gue foram necessarios economizar 80 reais para obter o valor para comprar o celular,
a mesma aluna realizou subtra¢gdes sucessivas com significado de proporcéao simples

um para muitos.

Esquema 7

O esquema pertinente para a situacao utilizado pela aluna A10 consiste nos
algoritmos da subtracéo e da multiplicacéo (Figura 32), conforme apresentado em sua
fala: A primeira que eu fiz foi de menos, que é 540 — 60 que da 480. Depois, fiz uma
de vezes: 80 X 6, que também deu 480. Para representar o esquema, a aluna A10

utilizou a representagdo numérica.

Figura 32: Esquema da aluna A10 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.
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Ao analisar esse esquema da aluna A10, identificamos indicios da mobilizacdo
da ideia de correspondéncia de um para muitos - em 1 més, Carlos economizou 80
reais; em 6 meses, Carlos obteve 480 reais. Também a ideia de dependéncia - o valor
obtido para comprar o celular ndo depende apenas dos meses passados, mas
também do valor que Carlos jA possuia; da ideia de variavel, pois ao variar a
guantidade de meses encontra-se 0 valor economizado correspondente ao nimero
de meses e, da ideia de proporcionalidade pela utilizac&do da taxa — 80 reais por més,
mantendo a proporc¢éao de 1:80.

Ao analisar esse esquema, indicamos que a aluna A10 mobilizou o TAV11 - Se
F=I1+T, entdo |T|=F— I,com F, I eNe T €Z, sendo F >, e 0s seguintes
conceitos em acéao: estado inicial, estado final e transformacéo, conforme explicitado
anteriormente.

A aluna A10, ao utilizar o algoritmo da multiplicacdo, pode ter mobilizado o
TAV1 - Seja f umarelacao de proporcionalidade, entdo f(x) = a - x, se x,a € N, sendo
aa taxa, e 0S seguintes conceitos em acdo: correspondéncia, dependéncia,
multiplicag&o, proporcionalidade, taxa e variavel, quando realizou a seguinte relagéo
matematica para um caso particular - o valor obtido em 6 meses é o mesmo que 80
reais por més (taxa) multiplicado por 6 meses.

Esse teorema em acado pode ser representado em notacdo matematica ao
considerar f(6 meses) representando o valor economizado em 6 meses, 80 reais por
meés representando a taxa, e 0 seguinte raciocinio:

f(6meses) = f(6 X1 més) = 6X f(1 més) = 6 X 80 reais por més = 480 reais

Nesse esquema, inferimos que a aluna A10 pode ter mobilizado o TAVS - Seja
f relacdo de proporcionalidade, entéo k - f(x) = f(x) - k,com k, x € N; e o conceito
em acdo de comutatividade em relacdo a multiplicacdo, quando fez 6 X 80 = 480; e
ao explicitar sobre essa resolucgao, pois falou 80 X 6 = 480.

Deste modo, para encontrar a quantidade que Carlos precisava economizar em
determinados meses, inferimos que a aluna A10 utilizou o algoritmo da subtracdo com
o significado de transformacédo de medidas; e para encontrar a quantidade de meses
gue foram necessarios para obter o valor para comprar o celular, ela utilizou o

algoritmo da multiplicagdo com significado de proporgéo simples um para muitos.
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Esquema 8

Para resolver o problema misto 4, a aluna All utilizou, como esquema
pertinente, os algoritmos da subtracéo, divisdo e multiplicacéo (Figura 33). Para isso,
utilizou a representacdo numérica. Esse esquema é explicitado pela aluna All:
Primeiro eu fiz 540 — 60, deu 480. Peguei 480 e dividi por 80, dai deu 6, entéo ele vai
ter que economizar em 6 meses. A aluna All apresenta compreender a relacéo
existente entre a divisao e a multiplicacdo, ao verificar se a operacéo de divisdo estava

correta, fazendo a operacéo de multiplicacéo.
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Figura 33: Esquema da aluna A11 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa.

Ha indicios que, para resolver esse problema, a aluna A11 mobilizou a ideia de
correspondéncia de um para muitos - em 1 més, Carlos economizou 80 reais; em 6
meses, Carlos obteve 480 reais. Também a ideia de dependéncia - o valor obtido para
comprar o celular ndo depende apenas dos meses passados, mas também do valor
gue Carlos ja possuia; e a ideia de proporcionalidade, ao dividir o valor economizado
pela taxa - 80 reais por més — e encontrar a quantidade de meses. Ao fazer a
verificagdo da operacao de divisdo, multiplicando o nimero de meses encontrado pela
taxa, conjecturamos que a aluna tem em mente que pode encontrar o valor a pagar
em quantas meses forem necessarios, o que expressa indicios da ideia de variavel e
da ideia de generalizacao.

Ao analisar o algoritmo da subtracdo, indicamos que a aluna A1l mobilizou o
TAV1l - Se F=1+T, entdo |[T|=F— I,com F, ] e Ne T €Z, sendo F >1, e oS
seguintes conceitos em acdo: estado inicial, estado final e transformacdo, quando
realizou os seguintes célculos 540 (F) - 60 (I) = 480 (7).

Também indicamos que a aluna A1l pode ter mobilizado um teorema em agéo

verdadeiro, o qual associamos a respectiva propriedade padrdo do coeficiente de
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proporcionalidade. Para exemplifica-lo, considera-se f(6 meses) representando o
valor economizado em 6 meses, 80 reais por més representando a taxa, e 0 seguinte
raciocinio:

F6) _ 480 _ ¢ entdio 6 X 80 = 480
80 80

Identificamos esse teorema em acdo verdadeiro pela sigla TAV15, e o
modelamos, ao considerar f(x)uma relacdo de proporcionalidade entre duas
grandezas, a representando a taxa e x um numero natural, como apresentado a

seqguir:

TAV15: Seja f uma relacédo de proporcionalidade, entdo
%, com x,a € N*, sendo a a taxa.

A partir do TAV15, identificamos 0s seguintes conceitos em acdo mobilizados
pela aluna A11: correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, taxa e variavel.

Ferraz (2016), em sua pesquisa de mestrado, identificou o TAV15 na resolucéo
de problemas de estruturas multiplicativas de alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental.

Cabe mencionar que o TAV15 é diferente do TAV10, porque no TAV15 busca-
se pela variavel (quantidade de cotas) e no TAV10 busca-se pela taxa (qQuantidade de
partes), ou seja, o aluno manifesta raciocinio diferente para resolucéo da situacao.

A aluna Al11, ao utilizar o algoritmo da multiplicacdo, para verificar o resultado
da divisdo pode ter mobilizado o TAV1: Seja f uma relacdo de proporcionalidade,
entdo f(x) =a-x,se x,a €N, sendo a a taxa e, 0s seguintes conceitos em acao:
correspondéncia, dependéncia, proporcionalidade, taxa e variavel, quando realizou a
seguinte relacdo matematica para um caso particular - o valor economizado € o
mesmo que 80 reais por més (taxa) multiplicado por 6 meses. Logo,

f (6 meses) = 80 reais por més X 6 meses = 480 reais.

Portanto, para encontrar o valor que Carlos precisa economizar em x meses, a
aluna A1l utilizou o algoritmo da subtracdo com o significado de transformacao de
medidas; e para encontrar a quantidade de meses, utilizou o algoritmo da divisdo com

significado de proporgéao simples do tipo cota.
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Esquema 9

As alunas A9 e Al12 utilizaram a representacdo numeérica para representar,
como esquema que ndo conduziu a solugéo do problema misto, o algoritmo da adicao,

como mostra a Figura 34.

Figura 34: Esquema das alunas A9 e A12 referente ao problema misto 4
Fonte: Dados da pesquisa,

Nesse esquema, as alunas A9 e A12 simplesmente somaram 0s nameros do
enunciado, o que evidencia nenhuma relacdo logica entre os dados do referido
enunciado. A aluna Al2 também ndo considerou o valor do celular, chegando a
conclusdo de que sdo necessarios 140 meses, o que produz um resultado nao
apropriado para a situacgao.

Segundo Santomauro (2010), quando a crianga néao estabelece relacdes entre
os dados do enunciado que levam a resposta, e nem utiliza a operacdo correta, ela
organiza os dados do enunciado com o procedimento que lhe parece mais familiar: a

soma, como constatado na resolucao das alunas A9 e A12.

Consideracdes sobre as andlises do problema misto 4

Na resolucéo do problema misto do tipo proporcao simples quarta proporcional
e transformacdo positiva com o estado final desconhecido, identificamos quatro
esquemas pertinentes desenvolvidos pelos alunos, sendo um esquema envolvendo o
célculo mental e as sequéncias aditivas recursivas; um esquema envolvendo os
algoritmos da adic&do; um esquema os algoritmos da subtracédo e da multiplicacéo; e
um esquema os algoritmos da subtracao, divisdo e multiplicacdo. Ainda, identificamos

cinco esquemas néo pertinentes, sendo um deles envolvendo os algoritmos da adicédo
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e da multiplicagdo; um esquema, o algoritmo da multiplicagéo; dois envolvendo o
algoritmo da adicdo; e um esquema envolvendo o algoritmo da subtracdo e as
subtracdes sucessivas. Para representar esses esquemas, foram utilizadas
representacdes numericas.

Os alunos Al e A3, ao utilizarem uma sequéncia aditiva recursiva,
manifestaram as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e
proporcionalidade. As alunas A2 e A4, ao utilizarem uma sequéncia multiplicativa; e o
aluno A6, ao utilizar o algoritmo da multiplicagdo com base na tabuada, manifestaram
as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e
proporcionalidade. J& a aluna A10, ao utilizar o algoritmo da multiplicacdo, manifestou
as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel e proporcionalidade.

A aluna A8, ao utilizar as subtracbes sucessivas; e os alunos A5 e A7, ao
utilizarem o algoritmo da adicdo, mobilizaram as ideias de correspondéncia,
dependéncia, variavel e regularidade. A aluna Al1l, ao utilizar os algoritmos da divisédo
e multiplicacdo, mobilizou as ideias de correspondéncia, dependéncia, variavel,
regularidade e proporcionalidade.

Para Gitirana et al. (2014), os alunos apresentam dificuldades em fazer a
associagcdo de um problema multiplicativo que pode ser revolvido por uma diviséo.
Diante essa dificuldade, eles utilizam outros esquemas para resolver esse tipo de
problema, por exemplo: as subtragbes sucessivas, como identificado nesta pesquisa.

A partir da andlise desses esquemas, apresentamos indicios que os alunos Al,
A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A10, Alle Al12 mobilizaram, mesmo que implicitamente,
invariantes operatoérios associados ao conceito de funcao, sendo dez teoremas em
acao verdadeiros, e quinze conceitos em acao, como podemos visualizar na pagina

seguinte, no Quadro 38.
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Teoremas em acao

Conceitos em acéao

Alunos

TAV1: Seja f uma relacédo de proporcionalidade,
entdo f(x) =a-x, se x, a € N, sendo a a taxa.

Correspondéncia,
dependéncia, variavel,
proporcionalidade e taxa.

A2, A4, A6, Al0 e
All.

TAV3: Seja f uma relacé@o de proporcionalidade,

Comutatividade em relacéo

entdo k- f(x) = F(x) -k, com k,x € N. a multiplicaco. AlO.
Adicéo de fungbes lineares,
TAV6: Seja f uma relagdo de proporcionalidade, correspgndgnma,
entdo f(x+x') =f(x)+ f(x'),comx €N dependgnmg, - Al, A3, AT e A8.
- - ' ' proporcionalidade, razéo,
regularidade e variavel.
TAV7T: Seja f uma relacédo de proporcionalidade, ?g;f:;pgﬁ;ggg%esvgﬂgsgs
gg;%%gf;zg(;‘ +f@) =k-f(x),comxENek dependéncia, regularidade, AL
' proporcionalidade e razéo.
TAVS: F = I + (£T), comF, [ENeT € Z Estado inicial, estado final e AD.

transformacéo.

TAV1l:SeF =1+T,entdao [T|=F— I,comF, I
ENeTE€eZ sendo F > 1.

Diferenca, estado inicial,
estado final e

Al, A8, A10 e Al11.

transformacéo.
TAV12: Seja f uma relagdo de proporcionalidade, Comparagap, .
talque x < x’, entdo f(x) < f(x"),comx,x' €N corresppndepma, i AleAs.
' ' ’ " | proporcionalidade, variavel.
i ~ i Constante, correspondéncia,
TAV13: Se f € uma relagéo funcional dependéncia, variavel,
entdo f(x) = f(x) +c¢ proporcionalidade e AS.
comx’,x,ce Nex' > 1. regularidade.
Constante, correspondéncia,
TAV14: Se f é uma relagao funcional entdo f(x) = |dependéncia, variavel,
. : A5,
a-x+b,coma,b,x € N. proporcionalidade,
regularidade e taxa.
TAV15: Seja f uma relagéo de proporcionalidade, | Correspondéncia,
£ dependéncia, variavel, Al1l.

X = ~=,C0mx,a€ N*, sendo a a taxa.

proporcionalidade e taxa.

Quadro 38: Invariantes operatérios mobilizados no problema misto 4.
Fonte: A autora.

A partir desses invariantes operatérios associados ao conceito de funcao

identificados nos esquemas dos alunos, confirma-se o que foi mencionado por Magina

e Porto (2018), que na base das operacdes aritméticas ha no¢cdes de funcdo. Neste

sentido, a BNCC (BRASIL, 2018) recomenda a aplicacdo de situacfes-problema

envolvendo a proporcionalidade, que permita o desenvolvimento das nog¢bes de
funcdo. Pesquisas (TINOCO, 2002; PAVAN, 2010; NOGUEIRA, 2014; REZENDE;
NOGUEIRA; CALADO, 2020; SILVA, 2021) recomendam que as ideias-base de

funcao - variavel, correspondéncia, dependéncia, regularidade e generalizacdo sejam

exploradas pelos alunos desde os anos iniciais do Ensino Fundamental.
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CONSIDERACOES FINAIS

Para finalizar este texto, apresentam-se respostas relacionadas a questao que
norteou o0 desenvolvimento desta investigagcdo: Que invariantes operatorios
associados ao conceito de funcdo sdo mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino
Fundamental na resolucdo de problemas mistos do tipo proporcdo simples e
transformacao de medidas? Para obter tal resposta, verificaram-se as contribuicdes
da fundamentacéo tedrica e da metodologia adotadas.

Quanto aos procedimentos metodologicos, os dados foram produzidos a partir
da resolucéo, pelos alunos, de quatro de problemas mistos previamente elaboradas,
e do dialogo final entre a pesquisadora e os alunos, que aconteceu em um unico
encontro, no més de junho de 2021, para 12 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental.
Os encontros entre pesquisadora e cada aluno (individualmente) aconteceram por
meio do aplicativo Google Meet, pois devido a pandemia de Covid-19, as instituicdes
de ensino estavam fechadas para atendimento presencial. Para auxiliar nas analises
da pesquisa, optou-se por gravar 0s encontros em video, o que possibilitou a
pesquisadora analisar as reacdes dos alunos durante a resolucéo de cada problema
e transcrever o dialogo final com eles.

A Teoria dos Campos Conceituais fundamentou a hipotese de pesquisa: Os
problemas mistos pertencentes a classe propor¢cdo simples e transformacdo de
medidas possibilitam aos alunos a manifestacdo de invariantes operatorios
associados ao conceito de funcdo. Os Campos Conceituais aditivo e multiplicativo
estabelecidos por Vergnaud (1983, 1993, 1996a, 2009a) foram essenciais para a
construcédo do instrumento de pesquisa e para direcionar a analise das resolucdes dos
alunos.

Referente as analises, a Teoria dos Campos Conceituais ofereceu subsidios
para compreender o0s esquemas o0s alunos, oportunizando revelar possiveis
conhecimentos implicitos na forma de teoremas em acdo e conceitos em acao
associados ao conceito de funcao.

Para a resolugcéo dos problemas mistos, os alunos utilizaram como esquemas
os algoritmos da adicao, subtragdo, multiplicacéo e divisdo, bem com o célculo mental,

a sequéncia aditiva recursiva e as subtracfes sucessivas, que foram expressas pelas
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representacdes numerica (algoritmos) e pictérica (desenhos), sendo a representacéo
pictérica utilizada por apenas dois alunos. Com isso, concluimos que, para uma
mesma subclasse de problemas, os alunos mobilizam diferentes esquemas e
maneiras de representé-los.

Os alunos, ao resolverem os quatro problemas mistos envolvendo a relacao de
proporcionalidade e transformacdo de medidas utilizando como esquema o algoritmo
da multiplicacédo, podem ter manifestado implicitamente a ideia de proporcionalidade
e as ideias-base de funcdo de correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade.
Assim, corroboramos com Pavan (2010, p. 87), que afirma: a “[...] multiplicagc&o
enguanto conceito se constréi ao mesmo tempo e apoia e serve de apoio as ideias
basicas do conceito de fungao”.

Utilizando a sequéncia aditiva recursiva ou as subtragdes sucessivas, 0os alunos
podem ter manifestado implicitamente a ideia de proporcionalidade e algumas ideias-
base de funcdo de correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade. Ja o
algoritmo da divisdo permite a manifestacdo implicita da ideia de proporcionalidade e
das ideias-base de funcdo de correspondéncia, dependéncia e variavel.

Como esquema, os colaboradores da pesquisa ora utilizaram o algoritmo da
adicao, ora utilizaram o algoritmo da multiplicagdo. Com isso, percebe-se que a
operacdo de adicdo é a mais segura no momento de resolver o problema, e a
multiplicacéo ainda néo esta consolidada para maioria dos alunos. Segundo Vergnaud
(1993), os algoritmos sé&o esquemas efetivos, por isso considera-se que eles foram
bastante utilizados nas resolugdes dos problemas mistos, tal fato mostra que os
alunos do 5° ano dos anos iniciais estao aptos a resolver problemas por meio desses
esquemas (algoritmos).

No problema misto 1, que envolve a subclasse propor¢cédo simples um para
muitos e transformagdo de medidas com o estado inicial desconhecido, foram
apresentadas 10 resolucdes corretas dentre as 12 resolug¢des. Os alunos tiveram mais
facilidade nessa classe, consideramos que isso ocorreu pelo fato de a taxa de
proporcionalidade estar explicita no enunciado do problema. No problema misto 2,
gue envolve a subclasse proporcdo simples quarta proporcional e transformacéo de
medidas com o estado final desconhecido, foram apresentadas 4 resoluc¢des corretas,
analisamos que isso ocorreu pelo fato de a taxa de proporcionalidade nao estar

explicita no enunciado do problema, e muitos alunos ndo perceberam a relacéo
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aditiva. No problema misto 3, que envolve a subclasse proporcéo simples particao e
transformacédo de medidas com a transformacdo desconhecida, foram apresentadas
5 resolugdes corretas, pois muitos alunos ndo consideraram a relacao de aditiva. Por
fim, no problema misto 4, que envolve a subclasse propor¢cdo simples cota e
transformacgéo de medidas com a transformacéo desconhecida, foram apresentadas
3 resolucdes corretas, pois muitos alunos ndo consideraram a relacdo de aditiva.

Logo, os alunos podem ter apresentado mais dificuldades nos problemas
mistos 3 e 4, pois esses problemas pedem primeiro por uma relacdo aditiva
(subtracédo); e depois, por uma relagdo multiplicativa (diviséo). J& os problemas mistos
1 e 2 pedem primeiro por uma relagdo multiplicativa (multiplicacdo); e depois, por uma
relacdo aditiva (adic&o).

Como muitos alunos utilizaram esquemas incompletos para a resolucdo dos
problemas mistos, ou seja, apresentaram somente a relagdo multiplicativa, ignorando
arelacao aditiva, conjecturamos que os alunos nao estdo habituados com a resolugcao
de problemas mistos, ainda mais em um periodo de pandemia do Covid-19, em que
as aulas aconteceram de forma remota do dia 20 de marco de 2020 até o dia 26 de
junho de 2021.

Entre as resolugbes que ndo estdo corretas, temos as resolugdes das alunas
A9 e A12, que resolveram todos os problemas mistos utilizando algoritmos formados
pelos dados numéricos dos enunciados, que nao apresentam relacdes logicas. Deste
modo, as alunas A9 e A12 consideraram que qualquer algoritmo envolvendo os dados
do enunciado sdo suficientes para resolver o problema, o que é um equivoco.

Essa maneira de resolver os problemas mistos expressa dificuldades de
interpretacdo e de compreensdo das relacfes logicas envolvidas entre dados do
enunciado, que precisam ser estabelecidas para encontrar a solu¢cdo do problema.
Essas dificuldades também foram mencionadas em diversas pesquisas
(CHEVALLARD,1980; SANTOMAURO, 2010; GITIRANA et al. 2014; ARAUJO, 2015;
ALVARENGA; ANDRADE; SANTOS, 2016). Uma possibilidade que contribui para a
superacao dessas dificuldades “[...] € mostrar aos alunos que responder um problema
sem refletir sobre seu significado — apenas somando ou subtraindo nimeros dos
enunciados — pode produzir resultados absurdos” (GITIRANA et al., 2014, p.107).

Nesta pesquisa, observamos que os alunos também apresentam dificuldades

para relatar o conhecimento apresentado no esquema, como identificado por Silva

145



(2021) e mencionado por Vergnaud (1996a, p. 159), que é dificil as criangas

explicitarem o conhecimento, “[...] embora sejam capazes de executar a sequéncia de

operagdes. Ha sempre muito de implicito nos esquemas”. Esses conhecimentos

implicitos nos esquemas sdo denominados de invariantes operatorios.

A partir dos esquemas dos alunos utilizados para resolugéo desses problemas

mistos, identificamos 0s possiveis invariantes operatorios implicitos associados ao

conceito de funcdo, que foram modelados na forma de teoremas em acdo e

explicitados como conceitos em acdo. Uma sintese dos invariantes operatérios €

apresentada no Quadro 39. Na primeira coluna deste quadro, descrevemos a agao do

aluno, que permitiu estabelecer os indicativos de teoremas em acdo; na segunda

coluna, os teoremas em ac¢ao; ja na terceira coluna, os conceitos em acao; e na quarta

coluna, a quantidade de alunos que mobilizaram esses conhecimentos implicitos.

Indicios dos t~eoremas em Teorem_as em acéo Conceitos em agéo Quantidade
acao verdadeiros e falsos de alunos
.- TAVL1: Seja f umarelacdo |Correspondéncia, Al, A2, A3,
Ao muIt|_pI|ca_r ataxa de de proporcionalidade, entdo |dependéncia, A4, A5, A6,
proporcionalidade (a) por - onalidad
(x) para obter £(x) f(x)=a-x,comx,a € N, proporcionalidade, A8,Al0 e
' sendo a a taxa. taxa e variavel. All.
o gg\pfrzc;;?c?oj; ;lzggéglagrigo Correspondéncia, Al, A2, A3,
Ao multiplicar a razédo (k) por ! dependéncia, A4, A5, A6,
flk-x) =k f(x), .
fx). comk. x € Nesendok a proporcionalidade, A7, A8, Al0 e
= raz&o e variavel. All.
raz&do (um escalar).
. ~ TAVS: Seje_\fur_na relaga(z Comutatividade em Al, A3, A5,
Ao multiplicar a razdo (k) por |de proporcionalidade, entéo O
£(x) ou f(x) por (k) k-f(x) = f(x)-k, com relagéo a AB, A8, Al0 e
P : kx e N_ ’ multiplicacéo. All.
Aplicar a transformacéo (T) TAV4: Se F =1 + (T), entdo | Estado inicial, estado AL AZ, A3,
_ ) . - A4, A5, A6,
ao estado final (F) para I = F+(=T),comF,I € Ne [final, inversédo e
e ~ A7, A8, Al0 e
encontrar o estado inicial (I). |T € Z. transformagao. ALl
Ao somar o estado final (F) e Al, A2, A3,
a transformacéo (T) ou a TAV5:SeFeNeTE€Z Comutatividade em A4, A5, A6,
transformacgédo (T) e o estado |entdo F +T =T + F. relacéo a adigéo. A7, A8, Al0 e
final (F). Al1l.
Adicdo de funcdes
e x lineares,
Ao realizar somas sucessivas TAVE: Seja f uma relac;ag correspondéncia, Al, A2, A3,
~ de proporcionalidade, entdo A
de f(x) ou subtractes Flx+x) = Fx) + F(x) dependéncia, A4, A7, A8 e
sucessivas de f(x). - - - ' proporcionalidade, A10.

comx € N.

razdo, regularidade e
variavel.
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Ao considerar que as somas

TAV7T: Seja f uma relagdo
de proporcionalidade, entdo

Adicdo de funcdes
lineares, variavel,

sucessivas de f(x) éiguala |f(x)+ -+ f(x) =k f(x), gzrrgzggnggnua, ﬁé A2, Ade
razdo (k) multiplicada por f(x).,.com x € N e k sendo a prcf)porcionaliaade '
razao. raz&o, regularidade.
:glgcggggrii?csizrgf QZ?a(T) TAVS8: F =]+ (+T), com F, |Estado inicial, estado |Al, A2, A8 e
P IeENeTE Z final e transformacgé&o. |A10.
encontrar o estado final (F).
Aplicar o estado final (F)ao |TAV9:Se F =1+ (-T), Diferenca, estado Al, A2, A5,
estado inicial (I) para entdo |T| =1— FcomF,I € |inicial, estado finale |A8, Al0e
encontrar a transformacéo (T).|NeT € Z, sendo F < I transformagao. All.
o TAV10: Seja f uma relagdo |Correspondéncia, A2, A4, A5
Ao dividir f(x) por (x) para | de proporcionalidade, entdo |dependéncia, A6, A8, A10 e
determinar (a) taxa de a=1% comxaeN proporcionalidade, All.
proporcionalidade. x’ ’ ’ taxa e variavel.
sendo a a taxa.
Aplicar o estado inicial (/)ao |TAV11: Se F =1+ T, entdo |Diferenca, estado
estado final (F) para encontrar||T| =F — I,com F, e Ne |inicial, estado finale |Al, A8 e Al0.
a transformacao (7). T e€eZ sendo F > 1. transformacao.
. . TAV12: Seja f uma relacdo |Comparagao,
Ao conS|derar‘ que se () € . | de proporcionalidade, tal que | correspondéncia,
menor que (x"), entdo f(x) é , ~ , . . Ale A3
menor aue F(x x < x',entdo f(x) < f(x"), |proporcionalidade,
que £ (x)- comx,x" € N. variavel.
TAVI3: Se f ¢ I Constante,
- o€ J eumarelacao | correspondéncia,
Ao somar f(x) com ¢ para funcional entéo dependéncia, variavel, | A5.
obter f(x). fGD)=fl)+c proporcionalidade e
comx’,x,ce€ Nex > 1. regularidade.
. TAV14: Se f é uma relagéo Constante, N
Ao multiplicar a taxa por x e 0 funcional entio correspondéncia,
resultado somar com b para FG)=a-x+b dependéncia, variavel, | A5.
determinar f(x). com _b c N’ proporcionalidade,
a0, x ' regularidade e taxa.
TAV15: Sejaf uma relacdo Correspondéncia,
Ao dividir f(x) por (a) para de proporcionalidade, dependéncia, variavel, | ;4
determinar (x). x = %") com x,a € N*, proporcionalidade e ’
sendo a a taxa. taxa.
Ao multiplicar um niimero TAFL: Seja f uma relagao
ual uef(x’) o f(x) para de proporcionalidade, entdo |Correspondéncia e Ade All
quaiq p P P f(x)=x"-f(x),comx,x" € |dependéncia. '
obter f(x"). Nex > 1
Ao multiplicar um nimero TAF2: Seja f uma relagdo de
P p proporcionalidade, entéo Correspondéncia e
qualquer (x") por f(x) para £ = x- f(x) dependéncia A2 e Al12.
obter f(x"). comx,x’ € N. ’ .

Quadro 39: Invariantes operatérios mobilizados nos problemas mistos

Fonte: Autora.
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Nos esquemas dos alunos, foram identificados quinze teoremas em agao
verdadeiros e dois teoremas em acao falsos. Associados a eles, identificamos
dezesseis conceitos em acao, a saber: adicdo de funcdes lineares, correspondéncia,
comparacao, comutatividade em relagdo a adicdo, comutatividade em relacdo a
multiplicacdo, dependéncia, estado inicial, estado final, inversédo, diferenca,
proporcionalidade, razéo, regularidade, variavel, taxa, transformacéao.

O mesmo teorema em acado apareceu em diferentes problemas mistos, as
vezes mobilizado pelo mesmo aluno, outras vezes mobilizado por diferentes alunos.
Por exemplo, o TAV6 relacionado a sequéncia aditiva recursiva foi mobilizado pelos
alunos A3 e A4 no problema misto 1, novamente pelo aluno A3 no problema misto 4,
e, ainda, foi mobilizado pelos alunos A2, A8 e A10 no problema misto 2, e pelo aluno
Al no problema misto 3. Com isso, inferimos que o0 mesmo teorema em acao pode
ser utilizado em diferentes esquemas e subclasses de problemas.

A maioria dos indicios de teoremas em ac¢do mobilizados pelos alunos é
composta pelas propriedades isomorficas da funcéo linear, também conhecidas como
propriedades das relacdes de proporcionalidade, mencionadas por Vergnaud (1983,
19964, 2007), Gitirana et al. (2014) e Lima et al. (2016). Segundo Gitirana et al. (2014),
0 aluno mobiliza um teorema em agao ao resolver o problema usando a propriedade
isomérfica da funcao linear, mesmo sem conhecé-la do ponto de vista matematico.

Dentre os conhecimentos implicitos manifestados pelos alunos no decorrer da
resolucdo dos problemas mistos, atribui-se atencdo especial aos teoremas em agao
falsos ligados as situagfes de propor¢do, sendo eles: TAF1 e TAF2. Afinal, de acordo
com a Teoria dos Campos Conceituais, € preciso ofertar aos alunos situacées que
possibilitem a desestabilizacdo desses conhecimentos falsos, de modo a auxiliar na
compreensao do conceito em questao ao longo do processo escolar.

O TAF1, manifestado durante a resolugdo do problema misto pertencente a
subclasse proporgdo simples quarta proporcional e transformacdo de medidas,
consiste na multiplicagdo de um namero qualquer (x") por f(x) para obter f(x"), com
x, x' € Ne x > 1. O TAF2 também foi manifestado durante a resolucdo do problema
misto pertencente a subclasse proporc¢éo simples quarta proporcional e transformacgao
de medidas, e consiste na multiplicagdo de um numero qualquer (x) por f(x) para
obter f(x"). Uma possibilidade de desestabilizacdo dos TAF1 e TAF2 é mostrar aos

alunos que, para resolverem problemas dessa subclasse, precisa-se encontrar a
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razao entre grandezas de mesma natureza ou encontrar a taxa, pois responder um
problema sem estabelecer as relacbes envolvidas no enunciado pode produzir
esquemas nao pertinentes e resultados absurdos.

No que se refere aos conceitos em acéo, as situacdes-problema envolvendo a
proporcionalidade favoreceu a manifestacdo dos conceitos em acdo de
correspondéncia, dependéncia, regularidade e variavel. O conceito de generalizacéo,
também considerada como uma ideia-base de funcdo, n&o foi identificada
explicitamente nos esquemas dos alunos, pois o0s problemas mistos ndo foram
elaborados de modo que essa ideia fosse manifestada. Em outras palavras, é
necessaria uma questao especifica que contribua com a manifestacdo dessa ideia.

Observa-se que a mobilizacdo da ideia da proporcionalidade e ideias-base de
funcdo varia de acordo com a subclasse de problema e com o esquema utilizado pelo
aluno com vista a resolver o problema. As situacdes-problema envolvendo uma
relacdo de proporcao simples um para muitos permite mais facilmente a manifestacao
das ideias-base de funcao, pois a estrutura do problema f(x) = ax, sendo a taxa, é
dada explicitamente (ou quase), conforme mencionado por Silva (2021). J& as
situacdes-problema envolvendo as relacdes de propor¢cao simples do tipo particéo e
guarta proporcional ndo contém a taxa de proporcionalidade explicita no enunciado
do problema, e os problemas envolvendo a relacéo de proporcéo simples do tipo cota
contém a taxa, mas a operacdo recomentada é a divisdo, o que pode dificultar a
manifestacdo das ideias-base de funcéao.

Na proxima pagina, apresentamos 0S possiveis invariantes operatorios
mobilizados por cada aluno durante a resolucéo dos quatro problemas mistos (Quadro
40).
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Alunos Teoremas em acao Conceitos em acao
TAV1, TAV2, TAV3, TAV4, Comparacao, comutatividade, correspondéncia,

Al TAV5, TAV6, TAV7, TAVS, dependéncia, diferenca, estado inicial, estado final,
TAV9,TAV10, TAV1le inversdo, proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,
TAV12. transformacao e variavel.

TAVL TAV2 TAVA TAV5 Comutatividade, correspondéncia, dependéncia,
' ! ' ' diferenga, estado inicial, estado final, inverséo,
A2 $2$$02A1Y,ZF-ZFAV8 TAVS, proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,
' transformacéao e variavel.
Comparacado, comutatividade, correspondéncia,

A3 $ﬁxé $2x§ $ﬁx§ $2\\71"1 e dependéncia, estado inicial, estado final, inverséo,

TAVlé ' ' proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,
' transformacao e variavel.
TAVL TAV2 TAVA TAV5 Comutatividade, correspondéncia, dependéncia, estado

A4 ' ' ’ i inicial, estado final, inverséo, proporcionalidade, razéo,
TAV6, TAV7, TAV10 e TAFL. regularidade, taxa, transformacgéo e variavel.

TAVL TAV2 TAV3. TAV4 Comutatividade, correspondéncia, dependéncia,
AS TAV5’ TAV91 TAV1b TAV,13 e diferenca, estado inicial, estado final, inverséo,
TAV1’4 ' ' proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,
' transformacao e variavel.
Comutatividade, correspondéncia, dependéncia, estado

A6 $ﬁxé ¥ﬁx§,eT¢X\3/"lgAV4’ inicial, estado final, invers&o, proporcionalidade, razéo,

' ' regularidade, taxa, transformacéo e variavel.
Comparacéo, comutatividade, correspondéncia,

A7 TAV2 TAVA TAV5 e TAV6 dependéncia, estado inicial, estado final, inversao,

' ’ ' proporcionalidade, razéo, regularidade, transformacéo e
variavel.
Comutatividade, correspondéncia, dependéncia,

AS iﬁxé ﬁxg iﬁ&; ﬁxg diferenca, estado inicial, estado final, inverséo,
TAV1b e TA\’/11 ' ' proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,

) transformacao e variavel.

A9 - -

TAVL TAV2 TAV3. TAVA4 Comutatividade, correspondéncia, dependéncia,

A10 TAV5, TAV6, TAV8' TAV9, diferenca, estado inicial, estado final, inverséo,
TAV1b e TA\’/11 ' ' proporcionalidade, raz&o, regularidade, taxa,

’ transformacéo e variavel.
TAV1 TAV2 TAV3. TAV4 Comutatividade, correspondéncia, dependéncia,

All TAV5, TAV91 TAV1b TAV,11 diferenca, estado inicial, estado final, inversao,
T AV1:5 eT AI':1 ' ' | proporcionalidade, raz&o, taxa, transformacéo e

' variavel.
Al12 TAF2. Correspondéncia, dependéncia e variavel.

Quadro 40: Invariantes operatérios mobilizados por aluno

Fonte: Autora.

Observa-se, nesse Quadro 40, que a Aluna A9 n&o mobilizou nenhum

invariante operatoério, pois ndo compreendeu as relacfes estabelecidas entre os

dados do enunciado do problema.
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Ainda, no Quadro 40 nota-se que as ideias-base de funcao - correspondéncia,
dependéncia, variavel e regularidade e a ideia de proporcionalidade sdo mobilizadas
implicitamente pelos alunos do 5° ano do Ensino Fundamental. Portanto, primeiro os
alunos desenvolvem os conhecimentos implicitos de funcdo que poderdo se tornar
explicitos por meio de diferentes situacdes propostas aos alunos ao longo dos anos
escolares. Para que isso ocorra, destacamos a importancia da classificacdo dos
problemas mistos para que os professores possam ter ciéncia dos diferentes tipos de
situacOes associadas ao conceito de fungéo a serem propostas aos alunos durante a
escolarizacéo, pois o desenvolvimento de um conceito leva muitos anos.

Defendemos a importancia de os professores conhecerem os indicativos de
invariantes operatorios associados ao conceito de fungdo mobilizados por alunos dos
anos iniciais em situacdes envolvendo a proporcdo simples e transformacdo de
medidas, de modo a potencializar o pensamento funcional ao longo do processo
escolar e, com isso, favorecer que a formacédo do conceito de fungcdo no 9° ano do
Ensino Fundamental seja mais eficaz. Corroborando com isso, Eves (2004, p. 661)
menciona que “[...] é inquestionavel que quanto antes se familiarize um estudante com
o conceito de fun¢ao, tanto melhor para sua formagdo matematica”.

Segundo Vergnaud (1996a), as situacdes sdo a porta de entrada para
construcdo de um conceito, seguido dos invariantes operatérios. Deste modo,
esperamos que a classificacao dos problemas mistos pertencentes a classe proporgéo
simples e transformacdo de medias, e os indicativos de invariantes operatorios
associados ao conceito de fungdo apresentados como resultados dessa pesquisa
possam servir de base aos professores do Ensino Fundamental, aos pesquisadores e
a toda comunidade de Educadores Matematicos interessados pelo tema, bem como
para 0 mapeamento do campo conceitual das funcées.

Para pesquisas futuras, sugere-se que situacoes envolvendo a classe de
proporc¢éao simples e transformacgé&o de medidas sejam resolvidas por alunos dos anos
finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio com a finalidade de identificar os
possiveis invariantes operatorios associados ao conceito de funcéo; também a
elaboracao de situacdes que favorecam a desestabilizacdo dos conhecimentos falsos
aqui identificados, além da realizacdo de uma engenharia didatica que permita
observar o desenvolvimento do conceito de fungéo pelos alunos do 5° ano do Ensino

Fundamental.
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APENDICE A — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

W unioeste

Universidade Estadval do Qeste do Parana

Pro-Reitoria de Pesquisa e Pos-Graduagéo Aprovado na
Comité de Etica em Pesquisa — CEP CONEP em 04/08/2000

Titulo do Projeto: TEOREMA EM ACAO MOBILIZADOS POR ALUNOS DO 5°ANO
DO ENSINO FUNDAMENTAL: uma investigacao a partir de problemas mistos.

Pesquisador responsavel e colaboradora: Carla Larissa Halum Rodrigues

(responsavel) e Prof. Dr2 Veridiana Rezende.

Convidamos seu filho ou filha a participar de nossa pesquisa que tem o objetivo
de proporcionar a alunos do 5° ano do Ensino Fundamental a aprendizagem de
conceitos matematicos que envolvem o0 campo conceitual aditivo e
multiplicativo por meio de diferentes situacdes-problema, para isso sera realizado
um trabalho em sala de aula que consiste em propor aos alunos atividades em
diferentes contextos, sendo que a pesquisadora coletard os dados para esta pesquisa
por meio das resolucdes escritas apresentadas pelos alunos e audios de possiveis
entrevistas durante as suas resolucdes.

Durante a execucdo do projeto a professora/pesquisadora responsavel ira
ministrar aulas de Matematica normalmente, mas a partir de diferentes situacdes-
problema. Existe o risco de seu filho ndo entender que naquele momento que a
professora é uma pesquisadora e ficarem questionando-a demasiadamente. Neste
caso, a professora/pesquisadora devera ter cautela em suas contribuicbes na
resolucdo das atividades para que isso ndo venha intervir no resultado da pesquisa.
A pesquisa pode provocar no seu filho um desconforto pelo tempo exigido ou por
eventuais comentarios entre os colegas, porém neste caso cabera aos pesquisadores
contornar eventuais ocorréncias nao permitindo momentos de constrangimento a
gualquer um dos participantes.

Esta pesquisa traz riscos minimos para seu filho. Salientamos que se em algum
momento durante a aplicacdo das atividades, seu filho se sentir desconfortavel podera
solicitar o encerramento dos registros e cancelar a sua participacdo na pesquisa.

Lembramos também que os nomes dos participantes estardo sempre em absoluto
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sigilo. Todas as informagdes obtidas na pesquisa serdo utilizadas apenas para anélise
cientifica dos dados e em caso algum, os nomes dos participantes constardo em
eventuais publicacdes. Reiteramos que a professora/pesquisadora assumira toda e
gualquer responsabilidade, provendo a assisténcia necesséaria por qualquer
intercorréncia derivada durante a pesquisa.

Esperamos que a pesquisa realizada proporcione aprendizagens para seu
filho(a) respeito de diferentes conceitos matematicos que envolvem o campo
conceitual aditivo e multiplicativo, bem como, que os resultados da pesquisa sejam
disseminados servindo de respaldo para pesquisas futuras e que 0s mesmos sejam
considerados para as ac¢des dos professores em sala de aula.

Salientamos que pesquisas académicas apontam para 0 uso positivo de
diferentes metodologias na sala de aula. Por isso, frisamos a importancia da
participacdo do seu filho nesta pesquisa, sem prejuizos na sua aprendizagem e
avaliacoes.

Este documento sera entregue em duas vias, sendo que uma ficara com vocé
0 responsavel pelo seu filho(a) e a outra devera ser entregue para a
professora/pesquisadora. Destacamos que seu filho(a) ndo pagara nem receberé para
participar deste estudo, bem como sera mantido a confidencialidade dele e os dados
serdo utilizados s6 para fins cientificos.

Para algum questionamento, duvida ou relato de algum acontecimento o0s
pesquisadores poderdo ser contatados a qualquer momento durante a pesquisa.
Também, podera contactar o comité de ética da Universidade Estadual do Oeste do
Parand pelo telefone 3220-3272.

Declaro estar ciente do exposto e autorizo
............................................................................ (nome do estudante) a participar
desta pesquisa.

Nome do responsavel:

Assinatura do responsavel:

Eu, Carla Larissa Halum Rodrigues, declaro que forneci todas as informacdes
do projeto ao participante e/ou responsavel
: de de
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APENDICE B — TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

W unioeste

Universidade Estadval do Qeste do Parana

Pro-Reitoria de Pesquisa e Pos-Graduagéo Aprovado na
Comité de Etica em Pesquisa — CEP CONEP em 04/08/2000

TERMO DE ASSENTIMENTO - TA (Criangas 2 07 anos de idade)

Titulo do Projeto: TEOREMAS EM ACAO MOBILIZADOS POR ALUNOS DO 5°ANO
DO ENSINO FUNDAMENTAL: uma investigacao a partir de problemas mistos.

Pesquisador responsavel e colaboradora: Carla Larissa Halum Rodrigues

(responsavel) e Prof. Dr2 Veridiana Rezende.

Convidamos vocé a participar de nossa pesquisa que tem como objetivo a
aprendizagem de conceitos matematicos que envolvem os campo conceituais
aditivo, multiplicativo e da funcdo por meio de diferentes situacdes-problema,
para isto sera realizado um trabalho que consiste em propor diferentes problemas,
sendo que a pesquisadora coletard os dados para essa pesquisa por meio das
resolucbes escritas apresentadas pelos alunos e das entrevistas durante as
resolucdes que aconteceréo online e serdo gravadas.

Para participar deste estudo, o seu responséavel legal devera autorizar a sua
participacdo mediante a assinatura de um Termo de Consentimento. A nao
autorizacdo do seu responsavel legal invalidara este Termo de Assentimento e vocé
nao podera participar do estudo.

Durante a execucdo do projeto a professora/pesquisadora responsavel ira
ministrar aulas de Matematica normalmente, mas a partir de diferentes situacdes-
problema. Existe o risco de vocés ndo entenderem que naguele momento que a
professora € uma pesquisadora e ficarem questionando-a muito. Neste caso, a
professora/pesquisadora devera ter cautela em suas contribuicées na resolucdo das
atividades para que isso ndo venha intervir no resultado da pesquisa. A pesquisa
pode provocar um desconforto pelo tempo exigido.

Esta pesquisa traz riscos minimos para vocé. Salientamos que se em algum

momento durante a aplicacdo das atividades, vocé se sentir desconfortavel podera
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solicitar o encerramento dos registros e cancelar a sua participagdo na pesquisa.
Lembramos também que os nomes de vocés estardo sempre em absoluto sigilo.
Todas as informacdes obtidas na pesquisa serdo utilizadas apenas para analise
cientifica dos dados e em caso algum, os nomes de vocés constardo em eventuais
publicacdes. Reiteramos que a professora/pesquisadora assumira toda e qualquer
responsabilidade, provendo a assisténcia necessaria por qualquer intercorréncia
derivada durante a pesquisa.

Esperamos que a pesquisa realizada proporcione aprendizagens para VOCés a
respeito de ideias que envolvem os campos conceituais aditivo, multiplicativo e
da funcdo, e os resultados da pesquisa sejam espalhados servindo de respaldo para
pesquisas futuras e que eles sejam considerados para as a¢cdes dos professores em
sala de aula.

Salientamos que pesquisas académicas apontam para o0 uso positivo de
diferentes maneiras de ensinar na sala de aula. Por isto, frisamos a importancia da
participacdo de vocés nesta pesquisa, sem prejuizos na sua aprendizagem e
avaliacoes.

Para questionamentos, duavidas ou relatos de acontecimentos o0s
pesquisadores poderéo ser contatados a qualguer momento pelo telefone.

Declaro estar ciente do exposto e desejo participar do projeto TEOREMAS EM
ACAO MOBILIZADOS POR ALUNOS DO 5°ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL:

uma investigacao a partir de problemas mistos.

Nome do estudante:

Nome do responsavel:

Assinatura do responsavel:

Eu, Carla Larissa Halum Rodrigues, declaro que forneci todas as informacoes
do projeto ao participante e/ou responsavel.
, de de
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APENDICE C - INSTRUMENTO DE PESQUISA DO ESTUDO PILOTO

Situacdo-problema 1

Para o tratamento de uma doenca, o meédico receitou a Pedro 32 comprimidos de um
medicamento e pediu a ele para que tomasse 3 comprimidos por dia. ApGs quatro dias

tomando o medicamento, quantos comprimidos faltam para Pedro tomar?

ﬂesolugéo \
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o /

Resposta:

Situacao-problema 2

Para a Pascoa, Carlos comprou 8 bombons e ganhou 3 caixas de bombons. Cada

caixa tinha 15 bombons. Quantos bombons Carlos ficou?

ﬂesolugéo \

o J

Resposta:
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Situacdo-problema 3

Ana comprou 12 bolas de basquete iguais para doar a uma escola. Para pagar a loja,
ela entregou R$ 600,00 e recebeu R$ 24,00 de troco. Quanto custou cada bola de

basquete?

ﬁesolugéo \

]

- /

Resposta:

Situacdo-problema 4

A mamée de Lucas é confeiteira e trabalha fazendo bolos. Ela ja tinha 24 ovos e
precisou comprar mais 48 ovos para fazer 12 bolos. Quantos ovos ela precisou para

fazer cada bolo?

ﬂesolugéo \

o

Resposta:
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Situacdo-problema 5

Mariana tem R$ 50,00 para gastar no parque de diversdes. Ela quer comprar alguns
ingressos para os brinquedos. Cada ingresso custa R$ 5,00. Se Mariana recebeu 15

reais de troco, quantos ingressos ela comprou?
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Resposta:

Situacdo-problema 6

Carlos quer comprar um celular que custa R$ 540,00. Ele ja possui R$ 60,00, e decidiu
economizar R$ 80,00 por més. Em quantos meses Carlos tera o valor para comprar o

celular?

ﬁesolugéo \

o J

Resposta:
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Situacdo-problema 7

A piscina de Camila estd com 400 litros de agua e ela quer encher a piscina até atingir
a capacidade maxima. A torneira enche a piscina em 20 litros de agua a cada 5

minutos. Quantos litros de agua tera a piscina em 30 minutos de enchimento?

ﬂesolugéo \

- /

Resposta:

Situacdo-problema 8

Marcelo comprou 10 figurinhas e gastou R$ 20,00. No outro dia, ele comprou 16

figurinhas e pagou com uma nota de R$ 50,00. Quanto Marcelo recebeu de troco?

ﬁesolugéo \

o /

Resposta:
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APENDICE D - INSTRUMENTO DE PESQUISA DO ESTUDO PRINCIPAL

Problema misto 1

Mariana tinha alguns ingressos para brinquedos de um parque de diversdes para
distribuir aos seus amigos. Cada um de seus 7 amigos recebeu 3 ingressos, e ainda

restaram 4 ingressos para Mariana. Quantos ingressos ela tinha antes da distribuicao?

ﬂesolugﬁo \
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Resposta:

Problema misto 2

A piscina de Camila estd com 400 litros de agua e ela pretende enché-la com uma
torneira cuja vazao é de 20 litros de agua a cada 5 minutos. Quantos litros de agua

tera a piscina apos abrir a torneira por 15 minutos?

ﬂesolugéo \

o /

Resposta:
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Problema misto 3

Pedro comprou 4 bolas de basquete iguais para doar a uma escola. Para pagar a loja,
ele entregou R$ 200,00 e recebeu R$ 16,00 de troco. Quantos reais Pedro pagou em

cada bola de basquete?

ﬁesolugéo \

o J

Resposta:

Problema misto 4

Carlos quer comprar um celular que custa R$ 540,00. Ele ja possui R$ 60,00, e decidiu
economizar R$ 80,00 por més. Em quantos meses Carlos tera o valor necessario para

comprar o celular?

ﬁesolugéo \

o J

Resposta:
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APENDICE E — MODELO PARA RESOLUCAO

Campo Mouréo, de de 2021.

Escola:

Nome: Idade:

Problema misto 1

Resolucéao:

4 N

N /

Problema misto 2

Resolucao

4 N\
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Problema misto 3

Resolucéao:

4 N

\_ /

Problema misto 4

Resolucao:

4 N
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Problema misto 1

APENDICE F — RESOLUCAO DOS ALUNOS
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Problema misto 2
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Problema misto 3
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Problema misto 4
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APENDICE G — TRANSCRICAO DO DIALOGO FINAL

Aluno 1 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

Al: Eu peguei os 7 amigos, cada um recebeu 3, dai eu fiz 7 X 3, deu 21. Eu aumentei mais 4 e deu
25.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27

A1l: Fui somando de mais. O que esta certo € 80 X 6.

Pesquisadora: Ok!

A1l: Fiz 4 vezes 80, mas dai eu fiz por mais, dai o segundo eu fiz X 5.

Pesquisadora: Mas nao esta na folha.

Al: Eu fiz de cabeca, peguei a do 4 e somei 80.

Pesquisadora: Entendi.

Al: Eu fiz 8 vezes que é maior e vezes 7, dai eu fiz a vezes 6.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 37?

Al: Eu fiz 20 X 3 que deu 60 e dai eu coloquei 400 litros de agua mais 60, que dai coloquei 460.
Pesquisadora: Ok, vamos para o Ultimo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 47?

Al: Fiz a conta 200 — 16, que deu 184. Dai eu fiz 35 X 4 que deu 140, 40 X 4 que deu 160, 45 X 4
que deu 180, dai eu achei o resultado 46 X 4 que deu 184.

Pesquisadora: Muito bem! Obrigada, pela colaboracdo na pesquisa, guarda a tarefa na pasta.
Durante a semana passo buscar a pasta, mas mandarei mensagem antes para sua mae.

Al: Ta.

Pesquisadora: Tchau!

A2: Tchau!

Aluno 2 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A2: Bom! Pensei dessa forma se ela tinha 7 amigos e cada um recebeu 3 eu fiz 7 X 3 que deu 21, ai
sobrou 4 para ela, ai eu fiz 21 + 4 que deu 25.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27

A2: Aqui eu fiz 80 + 60 que deu 140, dai eu fui fazendo de vezes para chegar no valor mais perto que
ele queria para comprar o celular, 2 X 140 que deu 280, 3 X 140 que deu 420 e 4 X 140 que deu 560,
0 mais perto que achei. Deu 4 meses e sobraram 20 reais.

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 37

A2: Fiz 200 - 16 que deu 184, ai eu fiz 184 + 4 que deu 46. Dai eu fiz a prova real da conta de dividir
também de deu 184.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 4?
A2: Esse aqui eu fiquei meio em duvida. Fiz 20 X 5 que deu 100, 15 + 5 deu 3, dai eu fiz de mais
aqui, podia ser 3 X 20, que deu 60, ai da 460.

Pesquisadora: Como vocé chegou no 4607?

A2: Por causa do 400 que ja estava.

Pesquisadora: Obrigada, pela colaboracdo na pesquisa! Durante esta semana eu passo buscar a
pasta, mas te aviso antes.

A2: TA.

Pesquisadora: Tchau!

A2: Tchau!
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Aluno 3 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A3: Eu fuisomando de 3 + 3 + 3 + 3 até chegar em 7 amigos, que deu 21. Entdo se cada amigo tinha
3 que deu 21 e dai restaram 4 ingressos da 25 ingressos.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27?

A3: Eu fiz 20 X 3, pois se 5 minutos era 20 litros, 10 minutos seré 40 litros e 15 minutos sera 60 litros.
Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?

A3: Sete meses para mim. Eu fui pensando 80 + 80 + 80 +...

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 4?
A3: Eu fiz 4 X 54, porque se eu fizesse 4 X 50 s daria 200. Espera ai..., ele pagou 50 ou 54 em cada
bola de basquete ... &, foi 50 cada bola.

Pesquisadora: Obrigada, terminamos! Durante esta semana eu passo buscar a pasta.

A3: Pensei que viria hoje, minha mée disse para meu pai entregar porque ela saiu.

Pesquisadora: Hoje ndo consigo ir, mas eu aviso quando estiver indo, avise sua mée.

A3: Aham!

Pesquisadora: Tchau!

A3: Tchau!

Aluno 4 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A4: Eu fiz 7 X 3 que deu 21, dai eu somei mais 4 ingressos que sobraram da Mariana, dai antes da
distribuicéo ela tinha 25.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27

A4: Fui multiplicando por 80 até dar o total de dinheiro que precisava ter para comprar o celular.
Pesquisadora: Vamos para o préximo problema! Como vocé pensou pararesolver o problema misto
3?

A4: Ele tinha 200 reais ai eu dividi pelo 4, que é o tanto de bolas que ele comprou, com isso, cada
bola deu 50 reais.

Pesquisadora: Ok! Como vocé pensou para resolver o problema misto 4?

A4: Se eu multiplicasse 15 X 20 ai da o tanto de agua que a piscina tem em 15 minutos.
Pesquisadora: Obrigada, pela colaboragdo na pesquisal Durante a semana passo buscar a pasta,
mas eu mando mensagem antes. Tchau!

A2: T4, bom! Tchau!

Aluno 5 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto1?

A5: Eu fiz 3 X 7 né vinte e um, dai eu coloquei 21 + 4 e d4 25 ingressos.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27?

A5: Eu fiz 3 X 20 que da 60.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 37?

A5: Eu fiz 200 — 16 que da 184 e dividi 184 por 4 que da 46 cada bola. Eu paguei 30 na minha bola
de basquete, essa ta muito caro.

Pesquisadora: Rsrsr, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 47
A5: Eu fiz tudo de mais, primeiro, dai eu juntei 60 + 80, 140, dai 140 + 80, 220, 220 + 80, 300, 380 +
80, 380, 380 + 80, 460, 460 + 80, 540.

Pesquisadora: E como vocé chegou em 6 meses.

A5: Eu fui contando cada conta que eu fiz.

Pesquisadora: Obrigada! Amanha passo buscar a pasta, mas eu mando mensagem antes.

A5: J4 acabou.

Pesquisadora: Ja. Rsrsr, tchau!

A5: Tchau!
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Aluno 6 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

AG6: Porque se tem 7 amigos e ela deu 3 ingressos para cada um, se eu fizer 7 X 3 da 21 mais os 4
ingressos que chego ao nimero 25.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 27?

A6: Para mim, é mais facil eu ficar contanto o quanto precisa para chegar no resultado dai eu
consegui chegar no 50, porque na tabuada do 4 o niimero que da isso é o 5, dai eu sé completei com
um zero depois.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 37?

A6: Na 3 eu fui vendo na tabuada qual chegava mais perto e deu a tabuada do 7.

Pesquisadora: E, o problema misto 4, como vocé pensou para resolver?

A6: Se a cada 5 minutos enche 20 litros em 15 minutos é s6 somar 5 + 5 + 5 que vai dar o resultado e
fazer 20 X 3 que vai dar 60.

Pesquisadora: Daqui a pouco eu passo buscar a pasta. Sua méae ja assinou os papéis?

A6: Nao, mas ela j4 assina.

Pesquisadora: Entao, tA bom! Muito obrigada, tchau!

A6: Tchau!

Aluna 7 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?
A7:Fiz7X3dal,?2,3,..21, dai eu juntei com aqueles 4, que tinha la e deu 25

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 2?
A7: Peguei o 200 e dividi por 16 que foi o troco e deu 20 reais entdo acho que ele pagou 20 reais
em cada bola.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?
A7: Eu somei 3 vezes o0 20 que deu 60 litros.

Pesquisadora: Vamos para o ultimo problema! Como vocé fez para resolvé-lo?

A7: Eu fui fazendo 80 + 80 que da 160, dai 160 + 80 que da 240 e fui fazendo até dar um valor proximo
aquele 14, que precisa para comprar o celular.

Pesquisadora: E como vocé chegou em 6 meses.

A7: Contando cada conta.

Pesquisadora: Entao td bom, obrigada! Essa semana eu passo buscar a pasta.

A7: Mas néo pode ser final de semana que a gente sai.

Pesquisadora: Eu aviso antes, tchau!

A7: Tchau!

Aluna 8 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A8: Como Mariana tinha 7 amigos e cada um deles recebeu trés ingressos eu s6 fiz 7 X 3 que o
resultado é 21, dai 21 + 4 que s&o 0s ingressos que tinha restado para ela, dai o resultado é 25.
Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 2 ?
A8: A primeira continha que eu fiz eu acabei errando, depois eu fiz varias continhas para ver se batia
o resultado, como eu tinha errado o resultado ndo batia. Na subtragdo o resultado deu 84 mas € 184,
dai eu dividi 184 por 4 que deu 46.

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?

A8: Fiz varias contas de menos e o resultado deu 5 meses.

Pesquisadora: Vamos para o ultimo problema! Como vocé pensou para resolvé-lo?

A8: Como a cada 5 minutos saia 20 litros da torneira e ela deixou 15 minutos a torneira ligada entéo
3 X 5 da 15, entdo 3 X 20 o resultado daria 60, que é s6 somar com 0 que ja estava na piscina que
dava 460.

Pesquisadora: Obrigada, pela colaboracdo na pesquisa! Esta semana passo buscar a pasta, mas eu
mando mensagem antes. Tchau!

A8: De nada! Tchau!
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Aluna 9 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A9: Eu pensei de mais, 7 + 3 depois aquele valor mais 4, que deu 14.

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 2?

A9: Eu fiz 200 + 16, depois eu subtrai o 4.

Pesquisadora: Ok, vamos para o proximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?
A9: Eu fiz 400 com 20 com 5 com mais 15 que deu 440.

Pesquisadora: E, como vocé pensou para resolver o problema misto 4?

A9: Eu fiz 540 + 80 + 60, que deu 680 meses.

Pesquisadora: Ta bom! Muito Obrigada! Amanha eu passo buscar a pasta, mas eu mando mensagem
antes. Tchau!

A8: Tchau!

Aluna 10 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A10: Conhecei fazendo uma de vezes que no caso foi 7 X 3, deu 21, depois eu fiz uma de mais que
foi, 21 + 4, que deu 25, depois eu fiz uma de dividir, 25 e na chave 7, como no 7 ndo tem 25 eu
coloquei 21, que é mais proximo e deu 3 e o resto 4.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 2?
A10: A primeira que eu fiz foi de menos, que é 540 — 60 que da 480. Depois, fiz uma de vezes 80 X
6, que também deu 480.

Pesquisadora: Ok! E, como vocé pensou para resolver o problema misto 3?

A10: Na terceira eu fiz duas de mais 20 + 20 + 20 que d& 60 e 400 + 60 que d& 460.

Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 4?
A10: No quarto problema eu fiz uma de menos e uma de dividir. A de menos foi 200 — 16 que da
184 e a de dividir eu fiz 184 dividido por 4 que deu 46.

Pesquisadora: Muito bem! Amanha eu passo buscar a pasta perto das 18 horas, mas eu mando
mensagem antes.

A10: Ta bom, dai minha mée ja esté aqui.

Pesquisadora: Obrigada! Tchau! Tchau!

A10: Obrigada eu! Tchau!

Aluna 11 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A1ll: Eu fiz uma conta de vezes, dai 7x3 vai dar 21, dai eu coloquei 21 mais 4 e deu 25.
Pesquisadora: Ok, vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 2?
A1ll: Primeira conta eu fiz de vezes 20 x 5 e deu 100, dai eu peguei 0 100 e fiz vezes o 15, dai deu
1.500 litros.

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?

A1ll: Eu fiz 200 dividido por 4, que deu 50, dai eu peguei 0 50 -16 que deu 34.

Pesquisadora: Ok, vamos para o ultimo problema! Como vocé pensou para resolver o problema
misto 47?

A11: Primeiro eu fiz 540 — 60 deu 480, peguei 480 e dividi por 80 dai deu 6 entado ele vai ter que
economizar 6 meses.

Pesquisadora: Amanha eu passo buscar a pasta, mas eu aviso antes.

All: T4, mas como vou saber se eu acertei?

Pesquisadora: Quando eu for buscar a pasta eu te falo, ta?

All: T4 bom!

Pesquisadora: Obrigada, tchau!

All: Tchau!
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Aluna 12 e pesquisadora

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 1?

A12: Eu fiz de mais, 7 + 3 que da 10.

Pesquisadora: Ok! Como vocé pensou para resolver o problema misto 27?

A12: Eu fiz de vezes, 20 X 5 que da 100.

Pesquisadora: Vamos para o préximo! Como vocé pensou para resolver o problema misto 3?
A12: Eu pensei de mais 60 + 80 que da 140.

Pesquisadora: Como vocé pensou para resolver o problema misto 4?

A12: Eu pensei de mais, 200 + 16 que deu 2016.

Pesquisadora: T4 bom! Guarda as folhas na pasta. Provavelmente vou amanha buscar a pasta, mas

eu aviso antes.

A12: Aham.

Pesquisadora: Obrigada, tchau!
A12:Tchau!
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