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Resumo

Neste trabalho analisamos os contetidos de Sistemas de Equacoes e Inequagoes
Lineares ofertados no Ensino Médio, visando trabalhar com Programacao Linear.
Apresentamos alguns conceitos e resultados tedricos para constatar a solugao dos
Problemas de Programagao Linear em um vértice da regiao viavel. Trazemos uma
proposta de apresentar os Problemas de Programagao Linear a partir da modificacao no
enunciado de um problema sobre sistemas de equacoes proposto ao Ensino Médio. Como
parte de um plano de aula, analisamos no espaco R? os métodos de resolucao grafica e
por exaustao de um Problema de Programacao Linear, e apresentamos um tutorial para
“uma ferramenta livre disponivel no OpenOffice Calc, denominada Solver” para os casos
onde ha a impossibilidade de solucao grafica.

Palavras-Chave: Programacao Linear, Ensino Médio.
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Abstract

In this work, we analyze the contents about System of Linear Equations
and Inequations offered in High School, aiming to work with Linear Programming. We
present some concepts and theoretical results to verify the LPP solution in a vertex of
the viable region. We bring a proposal to present the LPP from the modification in the
statement of a problem about the equation systems proposed to High School. As part of
a class plan, we analyze the methods of graphical resolution and exhaustion of a Linear
Programming Problem in the R? space, and present a tutorial of “a free tool available in
OpenOffice Calc, named Solver”, for cases where there is no graphic solution.

Keywords: Linear Programming, High School
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Introducao

Os sistemas de equagoes e as desigualdades sao ferramentas muito utilizadas
dentro da Matematica, onde os mesmos sao apresentados aos alunos inicialmente no
ensino fundamental II, mais precisamente no oitavo ano [14] e em seguida no ensino
médio [1, 2]. No primeiro ano o foco é o estudo das desigualdades e no segundo ano os

sistemas de equagoes.

Podemos utilizar a modelagem matemaéatica como uma estratégia no ensino-

aprendizagem dos alunos. Segundo [21], sobre modelagem matematica, diz que

“a modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade
em problemas matemaéticos e resolvé-los, interpretando suas solugoes na linguagem do mundo

real.”

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [20] abordam o papel da

modelagem matemaética na metodologia de ensino onde afirma que

“ante uma situagao-problema ligada ao mundo real, com sua inerente complexidade,
o aluno precisa mobilizar um leque variado de competéncias: selecionar variaveis que serao
relevantes para o modelo a construir; problematizar, ou seja, formular o problema tedrico
na linguagem do campo matemadtico envolvido; formular hipdteses explicativas do fendémeno
em causa; recorrer ao conhecimento matematico acumulado para a resolucdo do problema

formulado.”

Ainda, o artigo 4° da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [14] no inciso

2 nos diz que

“exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias,
incluindo a investigacao, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacdo e a criatividade, para

investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugoes
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(inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos das diferentes dreas.”

Em [22], fala da importancia de contextualizar a Programacao Linear na

analise de situagoes reais

“um aspecto importante de problemas envolvendo decisoes é o de otimizagao; quando
se procura estabelecer quais as maneiras mais eficientes de utilizar os recursos disponiveis para
atingir certos objetivos. Em geral trata-se de recursos limitados e a sua utilizacao criteriosa

possibilita melhorar o rendimento ou produtividade do processo em estudo.”

Desta forma, com base nas propostas curriculares para o ensino [14, 20],
tomando a BNCC, podemos apresentar aos discentes os conceitos béasicos da Programacao
Linear (PL), com o objetivo de ambientd-los aos problemas desta area que tem forte

apelo geométrico e apelo a modelagem matematica.

De fato, ha alguns trabalhos na literatura com o propdsito de tratar de
Problemas de Programacao Linear (PPL) no ensino médio. Como exemplo temos [3]
que explora o conteido de inequagoes de primeiro grau nos livros didaticos e introduz
a Programagao Linear com foco no Método Grafico, relacionando a PL com inequacoes
lineares. Ja [5] aborda a teoria bésica de Otimizagao Linear e o Método Simpler,
propondo um material direcionado aos professores do terceiro ano do ensino médio,
utilizando a resolucao grafica e um Solver para os casos com dimensoes maiores ou iguais
a 3. Em [12] é proposto incentivar os préprios estudantes do ensino médio conhecer a PL
com a resolugao por sistemas lineares e apoio de Softwares nos casos com mais de duas
varidveis. Em [13] o foco é na aplicabilidade dos conteidos estudados em Matemética
no ensino médio, contextualizando o estudo de equagoes e inequagoes, mostrando a
possibilidade de apresentar a PL a educacao basica, utilizando um Software para a

resolucao grafica de PPL.

Tendo em vista que existem trabalhos académicos com abordagem semelhante,
neste trabalho argumentamos uma forma de associar os PPL ao ensino médio.
Apresentamos alguns problemas de otimizacdo como, por exemplo, o problema da
dieta, que nos expoe conceitos e processos estudados dentro do ensino médio, ja que
o objetivo da otimizacao é a resposta para situagoes que envolvem maximizar ou
minimizar determinada conjuntura. Sugerimos uma transposi¢ao didatica dos PPL para
que possamos introduzir esta abordagem no ensino médio. Analisamos os conteidos
propostos pela BNCC através dos livros didaticos utilizados pelas escolas, para relacionar
os contetidos do ensino médio ao conteudo de PL. Apresentamos alguns mecanismos

para a transposicao didatica, como o método de resolucao de um PPL por exaustao, a
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resolucao grafica no R? e a ferramenta livre Solver encontrada no OpenOffice Calc.

O trabalho esta elaborado da seguinte maneira. No Capitulo 1 abordamos
sobre os conteudos de sistemas de equagoes e inequagoes lineares [1, 2, 9, 10] e como eles
sao apresentados no ensino médio. Ja no Capitulo 2, apresentamos alguns Problemas
de Programacao Linear [3, 4, 5, 6, 7, 8], introduzimos alguns conceitos matematicos e
apresentamos, também, o Método Simplexr que é um classico para a Programacao Linear.
Demonstramos alguns resultados da PL e uma maneira de resolver os Problemas de
Programagao Linear baseados na resolucdo grifica e exaustivamente [12, 13]. Ainda,
apresentamos um Solver do OpenOffice Calc como ferramenta tecnoldogica. Finalmente,

no Capitulo 3 sugerimos uma proposta de plano de aula para ser aplicado ao ensino médio.
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Capitulo 1

Sistemas de Equacoes e Inequacoes

Lineares

Os livros didéticos do ensino médio apresentam algumas maneiras de
estudarmos tanto sistemas de equagoes quanto inequacoes. Nas préximas segoes
analisamos como sao apresentados estes conteidos aos discentes e como podemos utilizar

estas informagoes para a resolugdo de Problemas de Programacao Linear [1, 2|.

1.1 Inequacoes

Quando falamos das inequacoes, é importante salientar algumas propriedades
a respeito das desigualdades. De acordo com o livro [9], a relacao de desigualdade = < y
entre numeros reais ¢ fundamental. Por isso é conveniente destacar algumas de suas
propriedades, a fim de que saibamos o que estamos fazendo quando operamos com essa

relagao.

Entendemos que as desigualdades sao relagoes dentro da matematica
ministradas desde o ensino fundamental até o ensino médio [14]. No primeiro ano do
ensino médio sao apresentadas algumas das propriedades envolvendo as desigualdades

para o estudo das inequacoes.

Segundo [1] uma inequacao de primeiro grau na incégnita = é definida como
toda inequacao que pode ser reduzida a uma desigualdade em que o primeiro membro é

um polinomio do tipo ax + b, com a,b € R, a # 0 e o sequndo membro € zero.
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No livro [1] também é apresentado o principio aditivo de equivaléncia e o
principio multiplicativo das desigualdades, e nos traz como parametro o livro Numeros
e Fungoes Reais [9] para descrevermos o principio aditivo e o multiplicativo das

desigualdades algebricamente, pois o livro didatico [1] define numericamente apenas.

Principio Aditivo de Equivaléncia das Desigualdades: Dados os

numeros reais a, b e ¢. Se a < b, entao a + ¢ < b+ ¢ (analogamente, a > b, a > b, a < b).

Principio Multiplicativo das Desigualdades: Sejam os numeros reais a,

bec, comc#0. Sea<b, temos duas situagoes:

1. Se ¢ > 0 entdo a-c < b- ¢ (analogamente para a > b, a > b, a < b);

2. Se ¢ < 0 entdo a-c > b-c (analogamente para a > b, a > b, a < b).

Assim, o livro didético [1] nos traz uma boa definigdo do uso das desigualdades
para o estudo de inequacoes. No entanto, para os discentes é necessario a construcao
das defini¢oes de forma geral [9] para uma melhor compreensdo do funcionamento da

ferramenta de desigualdade.

A BNCC sugere o estudo das inequagoes antes do estudo de sistemas lineares
no ensino médio. O estudo de sistemas lineares é reapresentado no segundo ano do ensino
médio [14, 20] e é necessario para estudarmos as questdes envolvendo Problemas de
Programacao Linear, pois as restri¢coes neste tipo de problema sao sistemas de equagoes

ou inequacoes lineares.

1.2 Sistemas Lineares

Os sistemas lineares sao apresentados inicialmente no oitavo ano do ensino
fundamental [14, 20] para a resolugao de sistemas lineares de duas equagdes com duas

incognitas. No ensino médio, ele é apresentado no segundo ano para a resolucao de
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sistemas lineares com trés equagoes com trés incognitas.

Segundo [2] temos que um sistema S de equagoes lineares de m equagoes com

n incognitas € um conjunto linear do tipo

a1, + a1209 + - - - + ATy — bl

a21T1 + A2 + * + + + Aop Ty = bg

S =
Am1T1 + ma®s + + + A Tn = by,
em que Ti,Tg, Ty, SA0 aS INCOGNItAs; a11,a12, " ,A1n, " »Umn SGO 0§ coeficientes
reais; e by, by, -+ , b, sao os termos independentes.

1.2.1 Classificacao e Representacao Matricial dos Sistemas

Lineares

Estando bem definido um sistema linear, os livros do ensino médio propoem
na sua resolucao uma classificacao quanto a existéncia de solucao de sistemas com duas
ou trés incognitas, por: Sistema Possivel e Determinado (SPD) - quando possui apenas
uma solu¢ao, Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) - possui infinitas solugoes e Sistema

Impossivel (SI) - quando nao possui solugao.

Também salientam que, quando os sistemas lineares possuem todos os termos
independentes iguais a zero, sao denominados como sistemas lineares homogéneos.

Generalizando, um sistema homogéneo é do tipo

1171 + A12%2 + -+ ATy = 0

a21T1 + Q922X + * ++ + ATy = 0

Am1T1 + Qoo + -+ - + AppTy = 0.

E acrescenta [2]: Todo sistema linear homogéneo com n incégnitas admite a
énupla (0,0,---,0) como solu¢io. Essa solugao € denominada de solu¢ao nula, trivial
ou impropria e qualquer solugao diferente de (0,0,---,0) para um sistema homogéneo é

denominada de nao nula, nao trivial ou propria.

Quando aplicamos a definicao de multiplicacao de matrizes juntamente com
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matrizes incompletas, podemos redefinir este sistema como uma equacao matricial. Segue

assim que
AX =B
11 Q2 - Aip x by
Q21 Q22 -+ A2y T2 by
. - 7
Am1 Am2 **° Omnp Tp bm

com, A a matriz dos coeficientes do sistema linear, X a matriz da incognitas e B a
matriz dos termos independentes. Apds estas defini¢oes, é entao apresentado o método

de escalonamento de sistemas lineares.

1.2.2 Escalonamento de Sistemas Lineares

O escalonamento tem como objetivo reorganizar as equagoes em um sistema
linear através de operacoes elementares, com a finalidade de obter sua solucao. Esta
subsecao explica o funcionamento do escalonamento e permite classificar um sistema de
equacao em SPD, SPI e SI.

Segundo [2] um sistema em que todas equacgoes apresentam as incdgnitas
na mesma ordem € dito escalonado quando, de cada equagao para a Sequinte, aumenta
a quantidade de coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente nao nulo. Assim, sdo

apresentados trés operagoes elementares para realizar o escalonamento:

1. Invertemos a ordem das equagoes;

2. Multiplicamos ambos os membros de uma equacao por um mesmo numero real e

nao nulo;

3. Substituimos uma equagao pela soma dela com outra multiplicada por um nimero

real ndo nulo.

Dessa forma, para realizar o escalonamento, sao utilizadas operacoes
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elementares de matrizes [10].

Um exemplo de sistema de equacgoes escalonado utilizando os processos de

operagoes elementares de matrizes é apresentado a seguir.

Exemplo 1.1. Deixe na forma escalonada o sistema linear

x + z =10
z =7
2 + y = 10.

Para deixarmos o sistema na forma escalonada, veja que em (1.1) invertemos

a ordem das equacoes das Linhas 2 e 3,

T + z =10 T + z =10
—
20 + vy =10 z =

Apés invertermos a ordem das equagoes, em (1.2) multiplicamos ambos os

membros da equagao da Linha 1 por 2 (um mesmo nimero real e nao nulo),

T + z = 2x + 2z =20
Ll—)2'L1
2 + vy =10 2 + vy =10 (1.2)
—
z =7 z =7

Em (1.3) substituimos a equagao da Linha 2 pela soma dela com a equagao da

Linha 1 multiplicada por —1 (um ndmero real nao nulo), deixando o sistema na forma

escalonada,
2z + 2z =20 2x + 2z =20
L2 — L2 + (—1) . Ll
20 + y =10 y — 2z =-10 (1.3)
—
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Assim, temos a equagao da Linha 3 com z = 7. Substituindo o valor de z na

equacao da Linha 2 temos

y—2-T=—-10=y=4.

E, substituindo novamente o valor de z na equagao da Linha 1 temos

20+ 22 =20 — x = 3.

Portanto, este sistema é possivel e determinado e possui como solugao tnica
S=(3,4, 7).

O processo de escalonamento no Exemplo 1.1 mostra um sistema possivel e
determinado (SPD). Tomando um sistema linear 3 x 3, ele serd considerado possivel e
indeterminado (SPI), se apds o escalonamento, uma ou mais equagoes ficar na forma
0 = 0. Para ser considerado impossivel (SI), uma ou mais equagoes deve ficar na forma

0=k, com k € R\ {0}, como mostram os exemplos a seguir.

Exemplo 1.2. Realize o escalonamento e verifique se os sistemas lineares sao SPD, SPI
ou SI.

r +y —z =95
(a) 2y -3z =-1
-2y +3z =1
Realizando o escalonamento neste item temos que

r -+ —z =95 r —+ —z =5
Y L3 — L2 + L3 4
2y -3z =-1 2y =3z =-1
—
-2y 43z =1 0 = 0.

Neste caso, temos um sistema linear possivel e indeterminado (SPI).

r -y +=z =5
(b) y 44z =10
- +y —z=12.

Realizando o escalonamento neste item temos que
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r - +z =5 r — +z =5
J L3 — L1 + L3 4
y +4z =10 y +4z =10
—
—T +y —z=12 0=17.

Neste caso, temos um sistema linear impossivel (SI).

Apresentados os conteidos do ensino médio que servem como base deste
trabalho, enunciaremos o Método Simplex, os Problemas de Programacao Linear e

métodos de resolugao no Capitulo 2.
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Capitulo 2

Programacao Linear e Métodos de

Resolucao

2.1 Introducao

Os Problemas de Programagao Linear envolvem geralmente questoes ligadas a
tomadas de decisao, objetivando otimizar estas situagoes [11]. Seja para a maximizacao
do lucros ou para a redugao de gastos por exemplo, sempre visam os obstaculos relativos
a quantidade de recursos com objetivo de melhorar tanto a produgao, quanto a renda de

determinada anélise.

Habitualmente, a Programagao Linear é uma ferramenta de uso economico,
visa que solucionar problemas que podem ser escritos em forma de sistemas lineares,
sendo o usufruto destas de maneira bem simples e aplicavel, por tratarmos de equacoes e

inequacoes lineares.

Assim, a Programacao Linear consiste em métodos para maximizar ou
minimizar uma funcao linear, denominada Funcao Objetivo, que segue o rigor de um
conjunto de limites impostos pela situacao problema, denominadas restricoes do modelo,
descritas como desigualdades lineares em um sistema linear. Estas restricoes irao nos
dizer onde encontramos todas as solucoes que sao viaveis para o problema. E, finalmente,
dentro deste conjunto de solucoes viaveis, determinarmos os valores que majoram ou

minoram a nossa Funcao Objetivo.

Neste capitulo definimos um Problema de Programacao Linear e apresentamos
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algo acessivel aos alunos do ensino médio utilizando as ferramentas de resolucao gréfica

no espaco R?, a resolucao por exaustao e o uso de uma ferramenta tecnoldgica.

Tomamos por base uma proposta de atividade retirada da pagina 196 do livro
[2] (Enunciado 2.1), porém, com algumas adaptacoes envolvendo a inclusdo de custos

para a producao de uma dieta com a intencao de otimiza-la.

2.2 Programacao Linear

A principio, na Matematica, podemos definir um modelo matematico como a
representacao simplificada da realidade que preserva, para determinadas situagoes, uma
equivaléncia adequada. Em outras palavras, dada uma situacao ou problema, é uma

busca de mostrar com embasamento matematico uma representacao da realidade.

Para a Programacao Linear, os modelos visam a conversao de sistemas reais
a um conjunto de equacgoes e inequacoes que visam otimizar uma funcao denominada
Fungao Objetivo, respeitando sempre as devidas restricoes impostas pela modelagem que

os problemas nos trazem.

Segundo [6] os Problemas de Programacao Linear tem como caracteristicas
uma Funcao Objetivo linear, as restri¢oes lineares e varidveis reais nao-negativas. Desta
forma, devemos modelar um Problema de Programacao Linear seguindo os seguintes

passos.

e Selecao das variaveis de decisao;
e Obtencao da Funcao Objetivo;

e Identificacao das Restrigoes do problema.

Um Problema de Programacao Linear pode ser definido sob a forma [4]
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n

maximizar z = Z i, (2.1)

j=1
n
sujeito a Zaijxj S bl (22)
j=1
em que ¢j,a;;,b; € Rcomi=1,2,--- ,m,j=1,2,--- nex; representando as varidveis

de decisao.

A fungao linear a ser maximizada em (2.1) é denominada Fungao Objetivo,
as desigualdades (2.2) sdo as restri¢gbes do problema e, em (2.3) as restri¢oes de nao
negatividade sdo conhecidas como triviais, com m sendo o total de restri¢oes em (2.2) e
n o total de variaveis do problema. Definimos como Regiao Viavel o conjunto de solucoes

formadas pelas restricoes de um Problema de Programacao Linear.

O sinal das varidveis podem assumir valores negativos ou irrestritos e o
problema pode ser de maximizar ou minimizar. Tomando o vetor de custos (ci, ..., ¢,),
o vetor de recursos (by,...,b,) e as varidveis de decisao (x1,...,2,)", a forma geral de

um Problema de Programacao Linear fica

otimizar  F(z1, -+ ,x,) = 121 + Coxa + - -+ + Cpxy
sujeito a 1171 + a19%2 + -+ - + a1, < by
2121 + A2Ts + -+ + a2y < by
(2.4)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm

2; >0, j=1,-- ,n.

A funcao F' de n incognitas F' : R — R é denominada Funcao Objetivo. As
m desigualdades sao denominadas restrigoes. As ultimas desigualdades fazem referéncia

a nao-negatividade das varidveis ;.

A forma canonica de um Problema de Programacao Linear é dada por

otimizar flz)=cx
sujeito a  Axr <bou Axr >b (2.5)
x> 0.
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E a forma padrao dada por

otimizar  f(z) = cx

sujeitoa  Ax =10
x>0
b>0.

As operacoes para deixar o problema na forma padrao sao:

1. Transformar restrigoes de desigualdade em igualdade;

(a) Para restrigoes do tipo <, insira uma varidvel de folga x, ;. Assim,

1+ xo+ ..+, <b=x14+22+ ...+, +Tpr1 =b, x, 1 > 0.

(b) Para restri¢oes do tipo >, insira uma varidvel de excesso x,;1. Assim,

1+ a0+ ...+, >2b=x1+22+ ... +2, — 21 =b, x,1 > 0.

2. Transformar uma varidvel livre (z; € R), em varidvel nao negativa;

(a) Se z; > a com a € Rea # 0 para algum j, escrevemos z; — o > 0.

Denominamos z; — a = y. Assim, y > 0;
(b) Se z; < 0 escrevemos —z; > 0. Denominamos —z; = y. Assim y > 0;

(c) Se —oo < z; < o0, ou seja, x; irrestrito de sinal, escreva z; como uma

diferenca de dois nimeros positivos e substitua no modelo

et + -
rj=x; —x; comz; >0,z; >0.

Transformando restricoes de desigualdade em igualdade podemos realizar as

operagoes elementares [2, 10], descritas em 1.2.2:

e Multiplicar ambos dos membros da igualdade por um nimero diferente de zero;

e Multiplicar uma equagao por um numero real e somar com outra equacao.
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Finalmente, segundo [11] podemos utilizar a mudanca no critério de

otimizacao. Essa mudanca pode ser feita através da seguinte propriedade.

e Maximizar f(z) corresponde a minimizar — f(x);

e Minimizar f(z) corresponde a maximizar — f(x).

A Figura 2.1 mostra esta propriedade de equivaléncia entre minimizar e

maximizar uma funcao.

Figura 2.1: Minimizar f(z) é equivalente a maximizar — f(x).

A quantidade de solugoes de um Problema de Programacao Linear que
encontramos serda de uma quantia imensuravel, e este conjunto de solugoes sao ditas
como viaveis. Deste modo, percebemos que para encontrar a melhor solucao de um
problema devemos nos ater a duas situacoes que dificultam o processo: Primeiro,
como obter as solugoes denominadas Vidveis Bdsicas do sistema de equacgoes; Segundo,
encontrar um método com a finalidade de otimizar a Fungao Objetivo. Com estes
empecilhos, apresentamos o Método Simplex para a resolucao de tais modelos envolvendo

a Programacao Linear [11].

Discutimos a seguir trés maneiras de determinar a solu¢ao de um Problema

de Programagao Linear.
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2.3 Principios do Algoritmo Simplex

Nesta secao apresentamos alguns principios do algoritmo Simplex, este método
nao sera apresentado ao alunos, o apresentamos neste trabalho por ser um método cléssico
da Programacao Linear. Algoritmo é um procedimento que termina em um nidmero
finito de operagoes, e procedimento é uma sequéncia finita de instrucoes. Deste modo, o
Método Simplex é definido como um algoritmo que se sustenta na Algebra Linear para
determinar, por iteracoes, a solucao otima de um Problema de Programacao Linear.
Este método tem como ponto de partida uma solucao viavel e através das iteracoes vai
encontrando solugoes melhores. A tempo, é importante embasar o algoritmo dentro de

algumas concepcoes da Algebra Linear.

O algoritmo Simplex foi desenvolvido por George B. Dantzig [11], denominado
Método Simplez. E um algoritmo que utiliza um ferramental baseado na Algebra
Linear para determinar, por um método iterativo, a solugao 6tima de um Problema de

Programagao Linear [11].

Importante ressaltarmos algumas definigoes da Algebra Linear, com o
proposito de embasar o funcionamento do algoritmo Simplex. Assim, as Defini¢oes 2.1,
2.2, 2.3 a Proposigdo 2.1 e o Coroldrio 2.1 foram todos retirados do livro [10], para

fundamentar essa base.

Definicao 2.1. Sejam vy, v, - -+ , v, vetores em um espaco vetorial V. Dizemos que os
vetores vy, Vs, -+ , v, sao linearmente independentes, ou simplesmente independentes, se
a equacao ajvy; + asvy + - -+ + a,v, = 0 € satisfeita somente quando a; = ay = -+ =
a, = 0. Caso exista algum a; # 0, dizemos que 0s vetores vy, vy, -+ , v, SGo linearmente
dependentes, ou simplesmente dependentes. O conjunto S = {vy,ve, -+ ,v,.} € dito ser
independente ou dependente se 0s vetores vi,vq, - -+ , v, sao independentes ou dependentes,

respectivamente.
Assim, para que os vetores sejam linearmente independentes, um vetor de S

nao pode ser escrito como combinagao linear dos demais vetores de S.

Definicao 2.2. Dada uma matriz A de ordem n, denominamos de inversa de A a uma
matriz quadrada B de ordem n tal que AB = BA = I,,. Dada uma matriz A denotamos

SUa 1NVErsa como Ail.

A Proposicao 2.1 caracteriza a consequéncia de ser linearmente independente
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pois a matriz associada é invertivel.

Proposicao 2.1. Sejam vy, vq, -+ , v, vetores em R"™, onde, para cada i, com 1 <1i <mn,
temos v; = {a;1, ai, -+ ,ain}. Seja A = [a;;]. Temos que {vi,ve,--- ,v,} € linearmente

independente se e somente se, A € invertivel.

Isto é, definindo os vetores em uma matriz, uma forma de determinar se esta

matriz é linearmente independente, é verificar se existe a sua inversa.

Outra forma para verificar se os vetores sao linearmente independentes vem

de um corolério sobre determinantes.

Corolario 2.1. Se os vetores linhas de uma matriz A sao linearmente dependentes, entao
det(A) = 0. Em outras palavras, se o determinante de uma matriz for diferente de zero,

os vetores serao linearmente independentes.

Outro conceito importante é a definicao de base de um espaco vetorial.

Definigao 2.3. Seja a = {vq,v9, -+ ,v,.} um conjunto ordenado de vetores de um espago
vetorial nao nulo V. Dizemos que o é uma base de V' se a € linearmente independente e
gera o espaco vetorial V', no sentido de que todo vetor de V' é uma combinacao linear de

Q.

2.3.1 Definicoes do Método Simplex

Agora apresentamos as definicoes para compreensao do Método Simplez.
Estas informagoes sao importantes, pois nos apoiamos nelas para sustentar o uso das
ferramentas de iteragao do algoritmo para a resolugao de Problemas de Programacao

Linear que veremos adiante [11].

Definicao 2.4. Uma base de uma matriz A,,x, € uma matriz quadrada de m wvetores
coluna linearmente independentes em R™.  As waridveis associadas a esta coluna

denominamos de varidveis bdsicas.

Em um Problema de Programagao Linear na forma padrao como em (2.6),

podemos decompor o vetor das varidveis, + € R" em = = (xp,zg), com xg 0 vetor
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das varidveis basicas de m componentes e xr o vetor das restantes n — m varidveis nao

bésicas com n > m.

Como podemos solucionar o conjunto de equacoes m x m somente em fungao
das variaveis bdasicas, pois uma matriz quadrada de m vetores coluna linearmente
independentes torna este sistema linear possivel e determinado, temos x = (zp,0).
Estendendo o raciocinio a uma matriz A,,«,, podemos igualmente dividi-la em uma

matriz m X m, matriz denominada B, e outra m x (n —m) denominada Ry, n—m)-

’

E importante salientar a seguinte proposi¢ao para compreender de maneira

satisfatoria a Definicao 2.5.

Proposigao 2.2. Seja Ax = b um sistema linear. Suponhamos que Xy seja uma solu¢ao
do sistema Ax = b e que Sy, seja o conjunto solucao do sistema linear homogéneo associado
Az = 0. Entao, S ={X1+ Z;Z € Sp} € o conjunto solugao do sistema Az = b.

Defini¢ao 2.5. O conjunto C = {x € R" | Az = b,z > 0} ¢ denominado Conjunto de
Solugoes Vidveis.

Definigao 2.6. Seja B uma base associada o matriz A. O vetor composto de vz = B~

e xr =0 € denominado de solucdao basica.

Definicao 2.7. Uma Solu¢do Bdsica sem componentes negativas é denominada solu¢ao

bdsica vidvel.

Em resumo, em um Problema de Programacao Linear, se o vetor x satisfaz as
restricoes é denominado como solucao viavel. Qualquer vetor x que satisfaz a equacao
Ax = b fixando as varidveis nao bésicas iguais a zero ¢ denominado solugao basica. Se a

solucao basica for x > 0, dizemos que a solugao ¢é basica e viavel.

Como exemplo do que as defini¢oes anteriores nos mostram, temos um sistema
de equacgoes que constituem um conjunto de restricoes impostas por um Problema de

Programacao Linear, dado por

a1y + a12r2 < by
a2171 + A22T2 < bo.
Na forma padrao, entrando as variaveis de folga z3 e x4 temos,
anTi + apTy + r3 = by

92121 + A92T9 + Ty = bg.
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Assim, a decomposicao ficara na forma,

A= aj; aip 1 0 . B= 10 c R— 11 Q12

21 A929 0 1 0 1 a1 Q22

Nessa situagao temos, xp = (r3,%4), Tr = (21, 22) e a solu¢ao bésica pode ser
escrita como (0,0,by,b) e se by, by > 0, a Definigao 2.7 diz que a solugao (0,0, by, by) é

béasica e vidvel.

A Defini¢ao 2.8 de conjunto convexo é importante no contexto de Programacgao

Linear, pois serve como base do Teorema 2.1.

Definicao 2.8. Um conjunto X de elementos de um espaco vetorial é convero, se dados
r1,x2 € X, todos os pontos na forma ax; + (1 — a)xe, com 0 < o < 1, pertencem
também a X. Isto €, tomando dois elementos de um conjunto convexo, baseando-se na
geometria, € possivel construir um segmento de reta unindo tais pontos, e que, quaisquer

pontos tomados deste segmento, irao pertencer a este conjunto.

A Figura 2.2 mostra geometricamente este conceito.

Convexo Nio Convexo

Figura 2.2: Exemplo Geométrico Conjunto Convexo e Nao Convexo.

O proximo teorema mostra que o conjunto de solucoes viaveis pertencem a

um conjunto convexo de um espago vetorial.

Teorema 2.1. O conjunto C' das solucdes vidveis de um modelo de programacao linear é

um conjunto convexo.

Demonstracao:
Seja C' o conjunto formado pelos pontos x € R™ tais que Ax = b com = > 0. Queremos

mostrar que, para qualquer conjunto de dois pontos distintos z; e x5 pertencentes ao
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conjunto convexo C, o segmento que une os vetores x; e xy pertence a C, ou seja, a

combinacao linear convexa desses pontos também pertence a C.

r=ar;+(l—a)zy el
0<a<l.

{fl,l’g} € C = {

De fato, sejam duas solugoes vidveis de C', 1 e zo, tais que x; # xa, entao

Ary =bcomz; >0 e Axzy =D com x5 > 0. (2.7)

Tome a combinagao convexa,

Assim, pela linearidade de A,

Az = Aoz + (1 — a)xg] = 0z + (1 — a) Az =
Az =ab+ (1 —a)b=0b.

Ainda z > 0, pois,

r=ar;+ (1 —a)rg >0com,x; >0,z >0e0<a<1 O

O Teorema 2.2 mostra que a solucao bésica viavel é um ponto extremo de um

conjunto convexo C'.

Definicao 2.9. Seja X C R"™ um conjunto. Temos que v € X € um vértice ou ponto
extremo de X se nao existirem x1 e xo € X com x1 # X3, tais que v é combinagao linear

de x1 € xo.
Teorema 2.2. Toda solug¢ao basica vidvel do sistema Ax = b é um ponto extremo do

conjunto de solucoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracao:

Seja C' o conjunto formado pelos pontos x € R” tais que

Az =bx > 0.

Seja, ainda, qualquer z uma solucao viavel, de dimensao m, na qual, sem perda de
) ) s ) ) )
generalidade, as varidaveis béasicas sao as m primeiras, pelo que nos mostra a Definicao

2.6, ou seja
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T

T = , com todas componentes x; > 0.

0
Suponha que x nao seja um ponto extremo do conjunto convexo C. Entao x pode ser

obtido por uma combinacao convexa de outros dois pontos distintos do mesmo conjunto.

Denominando tais pontos de y e z, temos

r=ay+ (1l —a)z, com0<a<l.

Como y, z € C, as relagoes seguintes valem.
Ay=bcomy >0 e Az=0bcom z > 0.

Escrevendo z = ay + (1 — «)z, em termos de coordenadas de cada um dos

trés vetores, temos as seguintes relacoes:

rr=ay + (1 —a)zn
To = ays + (1 —a)z

T = Ym + (1 — )z,

0= aYmi1+ (I — a)zmp

0=ay,+ (1 —a)z,.

Por conta das relagdes 0 < a <1,y >0e z > 0 as tltimas (n — m) relagoes

do conjunto acima descrito s6 podem ser satisfeitas em um dos casos a seguir:

e Se)<a<1,entao Ymii = 2mes =0parai=1,--- ,n—m.
Nesse caso teriamos x = y = 2z, pois tanto y quanto z sao solucoes basicas do

sistema em analise, calculados com as mesmas variaveis basicas.

e Se o =0, entao z,,,; =0parai=1,--- ,n—m.
Por raciocinio andlogo ao caso anterior, temos x = z. Além disso, como a = 0,

segue que r =Y = 2.
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e Sea =1, entao Yy =0parai=1,--- ,n—m.

Analogamente, z =y = z.

Assim, vemos que nao ha solucoes vidveis y e z, distintas da solucao bésica
x que satisfagam a relagdo x = ay + (1 — a)z. Por absurdo, demonstramos que x é um

ponto extremo do conjunto convexo C'. [

A relacao entre pontos extremos de C' e as solucoes viaveis basicas de um
Problema de Programacao Linear é uma correspondéncia biunivoca. Por outra forma,
dentro da geometria, a solucao basica seria um ponto que pertence a fronteira do conjunto
de solugoes viaveis. Deixamos este resultado no teorema a seguir e sem demonstragoes

pois foge aos propdsitos deste trabalho [11].

Teorema 2.3. Um ponto x € extremo em um conjunto de solucoes vidveis de um problema

de Programacado Linear se, e somente se, x > 0 for uma solucdo bdsica vidvel.

Como consequéncia direta do Teorema 2.3 temos os Corolarios:

Corolario 2.2. O conjunto dos pontos extremos de um conjunto de solugoes vidveis €

finito e limitado em CI', com C™ sendo o nimero binomial ().

Corolario 2.3. Se existe uma solugcao vidvel, entao existe uma solucao bdsica vidvel.
Para entendermos a teoria, o ultimo amparo necessario a fim de justificar a
estratégia do Método Simplex diz respeito ao valor étimo obtido pela Funcao Objetivo.

Assim, o proximo teorema explica como associar os pontos extremos e o valor da Funcgao

Objetivo para afirmar a existéncia do valor 6timo nos pontos extremos de C'.

Teorema 2.4.
e Se a Fungao Objetivo em um Problema de Programac¢ao Linear possui um mdrimo

ou um minimo finito, entao pelo menos uma solucao otima € um ponto extremo do

conjunto convexo C, descrito no Teorema 2.1.
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e Se a Funcdao Objetivo em um Problema de Programacdo Linear assume o mdzrimo
ou 0 minimo em mais de um ponto extremo, entao ela toma o mesmo valor para

qualquer combinacao convexa desses pontos.

Assim, se encontrada a Solugao Otima em um Problema de Programacao
Linear, entao ela estda em um Ponto Extremo do conjunto convexo se, e somente se, ela é

uma Solucao Bésica Viavel.

O Algoritmo

O Algoritmo Simpler utiliza um critério para a melhoria de uma Solugao
Basica, partindo sempre da existéncia de uma solugao basica viavel para algum Problema
de Programacao Linear. Desta forma, segundo o livro [11], vamos supor que exista a

solugao basica para o Problema de Programacao Linear

minimizar 2z = cx
sujeitoa  Ar =0
x>0
com, A uma matriz m X n, com posto m (todas as linhas linearmente independentes).

Podemos decompor o vetor ¢ em suas componentes béasicas e nao bésicas, ¢ = (cg, cg), €

B~
supor que a solugao bésica viavel existente seja representada por um vetor T = 0
cujo valor associado é dado pela expressao
-1 —1
_ (BTbY) B~b\ _1
Zg=¢ = (¢, CR) =cgB™b.
0 0
Podemos escrever o vetor T = (x1, z, -+ ,x,), em fungao das varidveis bésicas
e nao basicas por
—_ Tp
T = eb=Ar = Bxp + Rxp.
TR

Multiplicando por B~! a expressdo b = Ax = Bxp + Rxp temos

rB = B~ — BilR[ER = B71h— ZBil(ijL’j,

jeJ
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com Rrp = Y a;x; e J sendo o conjunto de indices das varidveis ndo bésicas a serem
j€J
analisadas para entrar na base.

Dessa forma, podemos reescrever a expressao z = cx por

Z = CBTB + CRTR

como zp = B™'b— > B lajxj e xp = Y c¢jx; temos
jeJ jeJ

z=cp | LB gz | + Yoz,
jes jed

z=zy— Z(zj —¢j)z;, (2.8)

jeJ

com, z; = cgB7'a; e 2o = cpB~'b para cada varidvel nao bésica.

A Equagao (2.8) mostra a possibilidade do estabelecimento de um critério de
melhoria de uma solucao basica. Quando o valor do termo z; — ¢; é estritamente maior
que zero existe a possibilidade de, com a entrada da variavel de indice j na base, reduzir o
valor da Funcao Objetivo em (z; — ¢;j)x;, desde que essa varidvel possa assumir um valor
positivo. O termo z; — ¢; pode ser interpretado como o coeficiente de utilidade relativa
da varidvel z;, e seu valor negativo ¢; — z; ¢ comumente denominado custo reduzido. Se

denominarmos k o indice dessa variavel ndao béasica teremos

z=zo — (2K — C) Ty (2.9)

Examinando a Equagao (2.9) é ficil concluir que, de uma forma geral, para
o processo de otimizacao serd interessante que a varidavel xj seja incrementada ao
maximo. Pois com o crescimento de zj, o valor de z diminui na nova solucao basica,

proporcionalmente ao valor do custo reduzido associado. Como sabemos que

Irp = B_lb — B_lakxk == l_) — YTk (210)

CcOo1m
yr = B~'ay, e b= B7'D, (2.11)
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denotando as componentes do vetor xp e b respectivamente  por,

LBy LBy, " ,me,E, b_z, ce ,E, temos, finalmente, a expressao
TB, by Yik
S E | (2.12)
TB,, b, Ymk

A Equagao (2.12) nos mostra que se existir algum elemento de y;, com y;; < 0,
entao o xp, associado pode crescer indefinidamente com o crescimento de xj. Se existir
yir > 0, entao xp, decresce com o incremento de zy. Para satisfazer as condicoes de nao
negatividade de uma solucao basica viavel, a nova variavel x sé poderd crescer até que a

primeira componente xp, seja reduzida a zero, o que corresponde ao minimo entre todos

bi
0s — para os valores positivos de y;, ou
Yik

b _ min {ﬂ DYk > 0} (2.13)

Ysk  1sism  Yik
com s sendo o indice da variavel que deixara a base.

Note que para garantir a independéncia linear da coluna k& com as demais
colunas existentes na base ¢é indispensavel que y4 # 0. Pelo critério sugerido na Equagao
(2.9), a varidvel xy seria a que entraria na base melhorando o valor da Fungao Objetivo,
e a variavel x,, linearmente dependente de x, deixaria a base ao ter o seu valor numérico

esgotado completamente pelo crescimento de xy.

Em [11], na pégina 105, é descrito o processo de escolha da base inicial de

calculo, critério de troca de variaveis na base e regra de parada no algoritmo.

Inicialmente determinamos uma solugao basica inicial xg. Seja I o conjunto
de indices das colunas de A pertencentes a base e J o conjunto dos indices restantes.

Passo 1

Calculamos a matriz Y = (y;) = (ys;), s € [ e j € J eos valores z;—c; V j € J,

e temos

Y =B'R

2j = cpyYj, com j € J.
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e Se z; —c¢; < 0 paratodoj € J, entao a solucao basica vidvel zp é dtima.

Encerramos o processo aqui;

e Caso contrério, fazemos J; = {j € J | z; — ¢; > 0}.
Passo 2

e Se y; < 0 para pelo menos um j € J;, nao existe solucao 6tima finita. Encerramos

0 processo aqui;

e Caso contrério, determinamos k£ de modo que zj, — ¢ = max{z; — ¢, }.
jeJ

Na coluna k£ devemos encontrar a relagao

by T, bi
Os L min {— : yik>0}.

Ysk Ysk  1<ism (Y
Passo 3

Consideramos a nova base B deduzida a partir da anterior pela substituicao

de ag por ay.

Assim, temos B = (B \ {as} U {ax}), e calculamos a nova solu¢ao bésica

viavel, dada por

rp = Bilb,

T S
20 =20 — (2x — Ck) )
Ysk

Atualizamos R, I e J por

R = (R\{ar}) U{as}
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I'=(I\{s})U{k}

J = (J\{k}) U{s},

e voltamos ao Passo 1 até finalizarmos o algoritmo.

Exemplo 2.1. Utilize o critério de melhoria no Problema de Programag¢ao Linear.

(Adaptado) [11].

maximizar f(z1,x2) = 3x; + dxo
1 <4
sujeito a T2 < 6
3xr1 4+ 225 < 18
1 >0, 29 > 0.

Reescrevemos na forma padrao, considerando a transformacao em um

Problema de Programagao Linear de minimizagao e acrescentando as variaveis de folga
temos,

minimizar

z = —3x1 — bxy + 0x3 + 024 + Oz5
r1 +0xy +z3 +0x4 405 =4
sujeito a  0z; +x9 +40x3 H4z4 +0x5 =6
3x1 +2x9 +0x3 +0x4y +z5 =18

T1,T2,T3,Ty4,Ts Z 0.

Identificamos a matriz de restricoes, dos termos independentes e de custos,
respectivamente, por

A= [ala a2, a3z, G4, a5] =

w O =
N = O
o O =
o = O
_ o O

jop

I

D

@)

@}

|

|

w

|

VO‘l
=
=
=

Consideramos as variaveis basicas x3, xo € x5, para compor a base.

B = [Cl3, a2, 05] =

o O =
N = O
_ O O

Assim as varidveis nao bésicas sdo x; e x4. Entdo, temos I = {3, 2, 5} o

conjunto de indices das varidveis basicas e J = {1, 4} como o indice das varidveis nao
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béasicas.

Calculamos a inversa da matriz B, dada por

1 0 0
B1'=10 1 0
0 —2 1

Com a inversa da base, podemos calcular os vetores xg, g € z por

2 100 4
tp= |zo| =B =101 0| -|6|=]6]:
Er 02 1| |18 6

_331 0
f Ty 0

0
ZZCf:CBxB‘f'CRIR:[O -5 O]- 6 +[—3 0}-[]:—30.

Para melhorarmos a solugao z, utilizamos o Passo 1 e calculamos os valores
(2j —¢;) para j € J.

Para j = 1 temos que

21 —c =cgBl'ay —

100 1
s-a=[0 =5 0[]0 1 0| o] —(-3)
0 21 3
Zl—C1:3.
Para 7 = 4 temos que
24 — Cy = CBB_1a4 —Cy
100 0
a—c=[0 =5 o[-0 1 0|1 =0
0 21 0
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Z4 — Cq4 = —5.

Pelo critério adotado no Passo 1 do algoritmo, a varidvel z; entra

na base, e conforme o Passo 2 do algoritmo, sai a varidvel x5 uma vez que

bs s Z_)’L .
— = minimo {— DYk > O} = 2, pois

Ysk I<ism | Yik
T3 4 1 4
Ty 6 3 2

De outra forma, para a variavel xs, temos que

Y13

xT3 =4.

4
1

Para a variavel x5, temos que

b 6
1’5:—1:—:2.
Yis 3

A variavel x5 nao entra no processo de iteracao do algoritmo pois precisamos

. : . by 6
de y; > 0, o que nao ocorre para esta variavel pois 9 = — = 0 e neste caso temos
Y12
Yir = 0.

Utilizamos o Passo 3 para a nova base que sera formada pelas variaveis

T3, Ty € X1, OU Seja,

B = az, as, a1] =

o O =
NN = O
w o =

Depois de realizarmos esta etapa, voltamos ao inicio do algoritmo utilizando

a nova base até finalizar o processo.

Segundo [11], h& a possibilidade de que a base vidvel inicial nao esteja
disponivel, ou seja, quando tomada uma base que nao atende a exigéncia de conduzir a
uma solugao em que todas as variaveis sejam maiores ou iguais a zero. Assim, quando nao

é possivel identificar uma solugao bésica viavel inicial em um Problema de Programacao
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Linear dado na forma padrao, uma técnica é inserir variaveis artificiais em cada equacao
onde nao foi possivel inserir as variaveis de folga, sendo esta tomada como varidvel basica,
de forma que podemos identificar uma solucao basica vidvel. As varidveis artificiais
nao tem significado no Problema de Programacao Linear, é simplesmente um artificio
matematico para producao de uma solucao basica viavel, e desta forma, podermos
aplicar o método Simplex. Logo, é importante que o Simpler elimine rapidamente estas
variaveis. Isto pode ser feito com a técnica denominada Big-M ou com o método das

Duas Fases.

No Big-M, as variaveis artificiais sao fortemente penalizadas na funcao
objetivo, para que sejam anuladas antes das outras varidveis. No método das Duas
Fases, o Problema de Programacao Linear a ser resolvido na primeira fase consiste em
minimizar a soma das variaveis artificiais. Na segunda fase, aplicamos o Simplexr com
uma solucao basica viavel que sai da fase um. Nao apresentamos uma demonstracao ou
exemplo pois foge do tema proposto do trabalho. Contudo, precisamos verificar outros
meios mais proximos da realidade do aluno do ensino médio para resolver um Problema

de Programacao Linear.

Outros Métodos de Resolugao

O Algoritmo Simplez nao é o inico meio de obtermos uma solu¢ao étima em
um Problema de Programacao Linear. Desta forma, ha outras maneiras de encontrarmos
tais resultados. Com isso, relembraremos de alguns resultados obtidos dentro deste

capitulo com a finalidade de apresentar outros métodos de resolugao [3, 5, 8.

Se firmando ainda na geometria, as solugoes basicas viaveis se encontram na
fronteira do conjunto convexo C' de solugoes: arestas e vértices no R?, faces, arestas e
vértices no R®. E mais, mostramos nos Teoremas 2.2 e 2.4 que a solucao 6tima estard

sempre no vértice do conjunto convexo C.

2.4 Resolucao Grafica

A proposta para a resolucao grafica de um Problema de Programacao Linear
é embasada principalmente no Teorema 2.4. Para encontrarmos a solucao 6tima de um

Problema de Programacao Linear, basta analisarmos os vértices do conjunto convexo

44



formado pelas restricoes de um Problema de Programagao Linear e substituir suas
componentes na Func¢ao Objetivo e verificar se este valor serd 6timo (maximizar ou
minimizar a Fungao Objetivo). Em outras palavras, caso encontre dois vértices, se ambos
obtiverem o valor 6timo, entao hé infinitas solugoes dentro do segmento de reta formado

por estes vértices. Como exemplo observe a Figura 2.3.

Figura 2.3: Regiao Viavel ABCD.

Supondo que o poligono ABCD é o conjunto convexo C' de solugbes temos
entao que os vértices A, B, C' e D sao os Pontos Extremos do conjunto de solugoes e que
pelo menos um dos vértices é Solucao Otima deste conjunto. Desta forma, supomos duas

situacoes:

1. O vértice A é Solucao Otima.
Dada uma funcao f que desejamos maximizar, apds substituirmos as coordenadas
dos vértices dentro da Funcao Objetivo observamos que
F(4) > F(B), f(4) > F(C) e f(4) > f(D).
Assim, temos que a Solucao Otima estd no vértice A e é unica. Sendo de maneira

analoga caso fossemos minimizar a funcao.

2. Os vértices A e B sao Solugoes Otimas.
Dada uma funcao f que desejamos maximizar, apos substituirmos as coordenadas

dos vértices dentro da Fungao Objetivo observamos que

f(A) = f(B) > f(C) e f(A) = f(B) > [(D).

Assim, temos que a Solucao Otima estd tanto no vértice A como no vértice B e,
como diz o Teorema 2.4, a Solugao Otima ser4 qualquer ponto X pertencente ao
segmento de reta AB tal que X = aA+ (1 —a)B com, 0 < a < 1, logo, temos

infinitas solugoes. Sendo de maneira andloga caso fossemos minimizar a fungao.
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De maneira andloga seguem os casos em que a solugao 6tima estd em um

outro vértice ou aresta qualquer.

Assim, um Problema de Programagao Linear, quando envolve duas varidaveis
1 e x9, pode ser calculado a partir da resolucao grafica no plano cartesiano. Nestas

situagoes, considere que desejamos resolver o problema

maximizar f(x1,z) = c1x1 + oo

a;1ry + a1z < by
a1 + A%2 < by
. az1T1 + aspre < by
sujelto a
A1 T1 + Apata < by,
T Z Oe ) Z 0.

Tendo a Funcao Objetivo e as restricoes apenas duas variaveis, e representando
21 no eixo das abscissas e x, para as ordenadas, podemos colocar estas informagoes no
plano cartesiano. Assim, a interseccao de todas as regioes delimitadas pelas restrigoes

formam a regiao viavel, tal que

e A solugao é unica e estd em um vértice da regiao viavel;

e Ha4 infinitas solugoes e estao sobre uma aresta da regiao viavel;

e Nao ha solucao por nao termos uma regiao vidavel definida ou solucao nao

pertencente a regiao viavel. Como observamos no Exemplo 2.2.

Exemplo 2.2. Observe a Figura 2.4 onde queremos mazimizar f(z,y) = c1x + ¢y, com

x,y >0 ecpco €R.

Note que nao ha a interseccao das restricoes R; e Ry no primeiro quadrante.
Desta forma, estas restricoes nao geram uma regiao viavel. Portanto, nao héa solucao

para este problema.
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Figura 2.4: Restricoes Ry e R».

Para determinar onde esta a solucao de forma grafica, veremos as Defini¢oes

2.10 e 2.11 para auxiliar na resolucao [16, 17].

Definigao 2.10. Seja f(x,y) uma fun¢ao que admite derivadas parciais de primeira
ordem no ponto (xo,Y). O gradiente de f no ponto (x¢,yo) denotado por grad f(xo,yo)
ou V f(xo,y0) € um vetor cujas componentes sao as derivadas parciais de primeira ordem

de f nesse ponto. Ou seja,

vf($0a y()) = (%([Eo, yO)a %(ZEQ, yo)) .

Neste caso, de forma geral, tomando n variaveis, podemos denotar o Vetor

Gradiente por
Vf(l'l,x%"' 7xn) = (

of of 3f)

Ox, Oxy’  Ox,

Como trabalhamos com a Funcao Objetivo sempre linear, sem perda de
generalidade temos sempre uma fungao do tipo f(z1, X2, -+, x,) = c1T1+Coxo+- - -+ CpTy.

Desta forma, fazendo as derivadas parciais temos o Vetor Gradiente dado por
Vf(xl,x27 e 7$n) - (017 Coy 7cn)-

O Vetor Gradiente aponta em direcao e sentido de maior crescimento da

Fungao Objetivo.

Defini¢ao 2.11. Sejam z = f(x,y) uma fungao e ¢ pertencente ao conjunto imagem de

f. O conjunto de todos os pontos (x,y) pertencentes ao dominio de f tais que f(x,y) = c
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denomina-se curva de nivel de f correspondente ao nivel z = c. Assim, f € constante
sobre cada curva de nivel. O grdfico de f é um subconjunto do R3. Uma curva de nivel é

um subconjunto do dominio de f, portanto, do R2.

Além disso, o Vetor Gradiente é Normal as Curvas de Nivel.

Desta forma, como a Funcao Objetivo é linear, e as curvas de nivel
sdo pertencentes ao dominio em R2?, entao, no plano cartesiano, estas curvas sao

representadas sempre como retas.

Assim, para a resolucao grafica devemos construir a Fungao Objetivo de tal
forma que f(x1,22) = 0. Para tanto, precisamos do Vetor Gradiente V f(x1, z2) = (c1, ¢2).
Assim, a solugdo méaxima pertence a uma das retas paralelas a Fungao Objetivo. Estas

retas sao denominadas Curvas de Nivel.

Exemplo 2.3. Dada a funcdo f(x,y) = 12x + Ty, sujeito a 2x + 4y < 80 , 3x + 2y < 60
ex,y > 0V x,y € R. Qual deve ser o ponto otimo da fun¢do para que a solugdo seja

mazima?

Modelando como um Problema de Programacao Linear temos

maximizar f(x,y) = 122+ Ty (2.14)
sujeito a 2z 4+ 4y < 80 (2.15)

3z 4 2y < 60 '
x>0,y >0. (2.16)

Plotamos no plano cartesiano as Restrigoes (2.15) e (2.16), que nos restringem
ao primeiro quadrante. As restrigoes ocorrem na interseccao entre as regioes dos poligonos
AOD e BOE resultando no poligono AOBC' onde ocorrem as restrigoes (2.15) e (2.16),

como segue a construcao da Figura 2.5.

Desta forma, as coordenadas de AOBC' sao dadas por A = (0,20), O = (0,0),
B = (20,0) e C' = (10,15). AOBC ¢ o conjunto convexo de pontos que obedecem a

todas restri¢oes dadas.

Agora, para determinar o valor de méximo destes pontos a partir da Funcao

Objetivo dada em (2.14), construimos esta func¢ao no plano cartesiano tal que f(z,y) =0
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Figura 2.5: Representagao grafica das restrigoes (2.15) e (2.16).

para que passe pelo ponto O = (0,0), como mostra a Figura 2.6.

E facil ver que, se fosse desejado o minimo da Funcgao Objetivo se daria no
marco do plano cartesiano O = (0,0), pois f(0,0) = 0. Porém, desejamos maximizé-la e
para isso, utilizamos as Curvas de Nivel que, nada mais sao, o conjunto de retas paralelas

tomadas a partir da Funcao Objetivo.

Tragamos o Vetor Gradiente V f(x,y) = (12,7) e consideramos as Curvas de

Nivel ¢1, ¢y € c3 perpendiculares ao Gradiente de f, como mostra a Figura 2.6.

Através das Curvas de Nivel ¢, ¢ e ¢3, onde nelas encontramos os vértices
do poligono AOBC', vemos também que, uma destas curvas, c3, tangencia AOBC' e que

além disso, é a reta mais distante da reta f(z,y) = 0.

Assim, o ponto maximo, ou 6timo, estd em um dos vértices de AOBC.

Analisando, algebricamente, vértice por vértice, temos que

A= (0,20) = £(0,20) =120+ 7 - 20 = 140,

B = (20,0) = £(20,0) = 12-20 + 7 0 = 240,
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Figura 2.6: Vetor normal V f e as curvas ¢y, ¢s e c3.

C = (10,15) => f(10,15) = 12-10 + 7 - 15 = 225,
O = (0,0) => f(0,0) =12-0+7-0=0.

O vértice B = (20,0) é o ponto de méximo da funcao f(z,y) = 5z + Ty e o
valor méaximo é f(20,0) = 240. O que também pode ser visualizado graficamente, como

o ponto mais distante do nivel f(x,y) = 0 na diregdo de crescimento de f.

Se por acaso fossem encontrados dois vértices, por exemplo () e R, veja que
@ e R pertencem a uma aresta QR do poligono, isso implicaria que toda a aresta serd
paralela a Func¢ao Objetivo quando f(x,y) = 0. Portanto, qualquer combinagao convexa
dos pontos desta aresta sera uma solucao 6tima, denominando tal ponto de P, teriamos
que P = a@Q + (1 — a)R. Logo, todos os pontos da aresta serao pontos timos. Caso nao

houvesse um poligono definido, nao teriamos solucao definida, por exemplo.

Exemplo 2.4. Otimize o Problema de Programagao Linear

maximizar  f(x,y) = 122 + Ty
2x 4+ 4y > 80
sujeito a 3r + 2y > 60
z>0,y>0.

Neste caso temos uma regiao que nao € limitada, como mostra a Figura 2.7.
Isto é, tomando uma solugao (xg,ys) € C, com C sendo o conjunto de soluges, sempre

existird (z1,11) € C tal que f(xo,y0) < f(x1,y1). Assim, ndo temos uma solucao

20



definida para este Problema de Programacao Linear.

Figura 2.7: Regiao sem solugao definida.

2.5 Resolucao Por Exaustao

Para encontrarmos a solucao 46tima, por exaustao, devemos substituir os
sinais de desigualdade das restri¢oes (> ou <) pelo sinal de igualdade (=), logo, temos
que resolver todos os sistemas lineares n x n possiveis, geometricamente, procuramos

possiveis vértices da regiao viavel.

Os seguintes sistemas de equacoes, sao facilmente compreendidos pelos alunos

do segundo ano do ensino médio |2, 14|, pois o contetido de sistemas de equacoes faz
b ) s

parte da matriz curricular, e como temos sistemas com duas incognitas, trata-se de um

contetdo ao qual ja foi visto no oitavo ano do ensino fundamental [14].

Exemplo 2.5. Otimize o Problema de Programacao Linear

minimizar f(z,y) = 3z + 2y (2.17)
dr+y>12
.. 3z + 4y > 30
sujelto a
2z + Ty > 28
x, y = 0.
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Substituindo as desigualdades por igualdades nas restricoes temos as equacoes

3 +y =12
3z + 4y = 30
20 + Ty = 28
z=0
y = 0.

Como temos duas incégnitas e cinco restrigoes, de acordo com o Corolario

2.2, temos que o total de sistemas lineares a se calcular é igual ao nimero binomial

m 5 5'
()= = 53

= 10 com m o total de restrigcoes e n o total de variaveis.

Os sistemas, que podem ser resolvidos por escalonamento, assim como as suas

solugoes, sao os seguintes:

1.
3 =12
Tty (2.18)
3z + 4y = 30,
com S = (2,6).
2.
3 =12
Tty (2.19)
2z + Ty = 28,
com Sy = (2,95;3,16).
3.
3 =12
{ Tty (2.20)
x =0,
com S3 = (0,12).
4.
3 =12
Tty (2.21)
y="y
com Sy = (6,0).
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com S5 = (7,54;1,85).

6.

com Sg = (0;7,5).
7.

com S; = (10,0).
8.

com Sg = (0,4).
9.

com Sy = (14,0).

10.

com Sjp = (0,0).

3z + 4y = 30

2z + Ty = 28,

3z + 4y = 30
x =0,

3z + 4y = 30
y=0,

2+ Ty = 28
x =0,

204+ Ty =28
y =0,

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Notamos que nas operagoes (2.19), (2.21), (2.23), (2.24), (2.25), (2.27), se

tomarmos as solugoes, e substituirmos nas Restrigoes, estas serao invalidas, ou seja, nao

vidveis. Por exemplo, tomando o sistema (2.19), vemos que nao utilizamos a solugao do

sistema
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dr+y =12
2z + Ty = 28,
pois temos como solugao o par ordenado (2,95;3,16) e f(2,95;3,16) = 3-2,95+2-3,16 =

15,17, porém se substituirmos o par ordenado na inequacao 3x + 4y > 30 temos um

absurdo, pois
3r+4y >30=3-2,95+4-3,16 = 21,49 < 30.

Ja os seguintes sistemas (2.18), (2.20), (2.22), (2.26) cujas solugbes obedecem
todas as Restricoes, pertencem ao conjunto de Solucoes Bésicas Viaveis, deste modo,

basta substituirmos estes valores dentro da Fungao Objetivo (2.17).
flr,y) =30+ 2y
f(S1)=f(2,6)=3-24+2-6=18,
f(S3) = f(0,12) =3-0+2-12 = 24,
f(Ss) = f(7,54;1,85) =3-7,54+2-1,85 = 26, 25,
f(S9) = f(14,0) =3-14+2-0 = 42.

Como queremos minimizar a funcao, note que, o menor valor encontrado esta
na solugao S; = (2,6) sendo esta a solu¢ao étima a fim de minimizar a Fungao Objetivo

que assume o valor minimo f(2,6) = 18.

Portanto, em uma apresentacao do método por exaustao de resolugao para
o ensino médio de um Problema de Programacao Linear devemos observar que, nem
todas as solugoes serao viaveis, ja que nao obedecem as restricoes impostas. Torna-se
simples analisarmos situagoes com duas variaveis, por termos uma representagao grafica
além da manipulacao de sistemas lineares de ordem 2. Entretanto, em casos que nao ha
como representar graficamente, é importante observarmos se as solugoes encontradas nas

combinagoes das equacoes sao, de fato, Solugoes Viaveis.
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2.6 Atividade do Ensino Médio com Relacao a

Programacao Linear

Nesta segao, apresentamos uma proposta de atividade, onde trabalhamos com
um problema muito similar aos da Programacao Linear. As informagoes foram retiradas
do livro [2] pagina 196 (adaptada). Usaremos ele como base na sequéncia deste trabalho.

Trata-se da elaboracao de uma dieta alimentar usando sistemas lineares

Enunciado 2.1. Neste exemplo mostramos que o estudo de sistemas lineares

indeterminados pode ser til para abordar um problema nutricional.

O leitor ja deve ter reparado que as embalagens de alimentos trazem
informagoes sobre o valor energético e as quantidades de carboidratos, gorduras, sédio,
proteinas, etc., contidas nos produtos e quanto cada uma dessas quantidades representa
percentualmente nos Valores Diarios de Referéncia - VDR - para uma alimentacao

adequada.

Apo6s vasculhar a geladeira e os armarios da cozinha, montamos a tabela a
seguir, que mostra os valores nutricionais de alguns alimentos encontrados: arroz e feijao
in natura, peito de frango empanado congelado, suco de laranja pasteurizado e adogado,

pao tipo francés e margarina sem sal.

Arroz (50g) | Feijao (30g) | Frango (80g) | Suco (200m!) | Pao (50g) | Margarina (14g) | VDR
Energia (kcal) 190 100 150 120 130 45 2000
Carboidratos (g) 37 16 8 30 28 0 300
Proteinas (g) 13 1 4 0 75
Gorduras totais (g) 6 0 1,5 5 55
Tabela 2.1: Principais Nutrientes de Alguns Alimentos
Para montar uma dieta, é preciso determinar as quantidades zq,--- ,x¢ (em

porgoes) de cada alimento necessérias para compor o VDR. Isso corresponde a resolver o

sistema linear.

1902y + 1002y + 15023 + 12024 + 13025 + 4526 = 2000
37x1 + 162, + 8x3 4+ 30xy 4+ 28z5 + O0zg = 300
311 + Txe 4+ 1323 + lay +4xs 4+ 0xg =75

0z, + 0z, + 6z3 4+ 0xy + 1,5z5 + 5z = 55.
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Observe que o sistema possui quatro equagoes, correspondentes ao numero
de nutrientes, e seis incognitas, correspondentes ao nimero de alimentos. Uma maneira
de resolver o sistema é por escalonamento, aplicando as trés operacoes elementares

previamente e transformando o sistema na forma escalonada reduzida, temos

7 —0,33z5 +0,17z5 =0,19
T 40,0725 — 1,687 = —8,05
T3 10,2525 + 0,83z =09,16

Ty + 1,24ZE5 +0,45[L‘6 :11,60

Vemos em sua forma escalonada que o sistema é possivel e indeterminado.
Assim, tomemos x5 = «a e xg = [, teremos entdao z; = 0,19 + 0,33a — 0,175,
x9=—8,05—0,07ac + 1,680, x3=9,16 — 0,25 — 0,835 e x4 = 11,60 — 1, 24 — 0,450.

Temos entao o conjunto solugao

S = {0,19 + 0,33 — 0,178;—8,05 — 0,07c + 1,683;9,16 — 0,250 —
0,838; 11,60 — 1,24 — 0,458; o; B}, Vo, B € R.

Porém, como nos referimos a wum problema de dieta, temos que
5,6 > 0. Assim, se tomarmos, como exemplo, « = 1 e f = 1, teremos,
x9=—8,05—0,07ac+ 1,688 = —8,05—0,07-1+ 1,68 -1 = —6, 44.

Logo, nem toda solucao matematica é utilizavel na situacao pratica, ja que
numa dieta é necessario escolher x5 > 0 e x5 > 0 de modo que também tenhamos
r1 2 0,-+ ;14 > 0.

Faremos uma transposicao didéatica desta atividade no Capitulo 3,
introduzindo desigualdades e uma funcao custo, ou seja, deixando o problema na

forma de um Problema de Programacao Linear.

A seguir, apresentamos o Solver como ferramenta tecnoldgica para a resolucao

de Problemas de Programacao Linear.
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2.7 Resolucao com o Solver

Para os alunos, a ferramenta grafica para a resolucao de Problemas de
Programacao Linear, quando no R?, é um bom instrumento pois permite visualizar
como encontrar as possiveis solugoes 6timas para um Problema de Programagao Linear.
Porém, os alunos nao tém em sua grade o estudo de Geometria Analitica no R?® e a
resolucao de sistemas de equacoes quando a quantidade de variaveis n for maior que 3
[14]. Sendo assim, podemos utilizar ferramentas dentro da computacao para a resolugao
de Problemas de Programacao Linear com qualquer ntimero de varidveis, considerando,

desta forma, a inclusao de softwares como possibilidade de construgao do conhecimento.

Neste capitulo apresentamos o Solver, uma ferramenta que faz parte do pacote
OpenOffice Calc, como material para solucionar Problemas de Programacao Linear. A
escolha de tal instrumento é pelo fato de ser um software livre que pode ser utilizado nas

escolas publicas.

Contudo, a intencao é estabelecer um vinculo do estudo de sistemas lineares
[2] com os Problemas de Programacao Linear [11]. Para tanto, é necessario o docente
introduzir o funcionamento do Solver para os discentes. Entao, este trabalho sugere e
apresenta um tutorial de como utilizar o Solver para tal. E importante destacar que,
o Algoritmo Simpler, definido no Capitulo 2, é um dos algoritmos utilizados dentro do

software Solver.

Como Utilizar o Solver (passo-a-passo)

Este tutorial tem como base o uso do Sistema Operacional Windows 8.1 Pro

e foi instalado o aplicativo Apache OpenOffice 4.1.7.

Localizar o Solver no OpenOffice Calc

1. Abra o OpenOffice Calc;

2. Busque na barra principal por Ferramentas e selecione o Solver como mostra a

Figura 2.8.
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Figura 2.8: Localizando o Solver.

2.7.1 Utilizando o Solver Como Ferramenta Para Resolucao de

Problemas
Problema da Dieta: Proposta de Atividade Para o Ensino Médio

Considere o problema da dieta que foi transposto no Capitulo 2 na Segao 2.6

com todas as variaveis e, agora, juntamente com os custos de cada porcao.

Arroz (50g) | Feijao (30g) | Frango (80g) | Suco (200m!) | Pao (50g) | Margarina (14g) | VDR
Energia (kcal) 190 100 150 120 130 45 2000
Carboidratos (g) 37 16 8 30 28 0 300
Proteinas (g) 3 7 13 1 4 0 75
Gorduras totais (g) 0 0 6 0 1,5 5 55
Custos 0.3 0,24 0,48 0.3 0.5 0.2

Tabela 2.2: Tabela de Custos

Neste problema, o PPL a ser resolvido é dado por

minimizar f(z,---,x¢) = 0,3z + 0,242 + 0,482x3 + 0,324 + 0, 55 + 0, 2.
sujeito a 190x; + 10025 4+ 15023 + 12024 + 13025 + 4526 > 2000
37x1 + 1629 + 8x3 + 30x4 + 28x5 + 0xg > 300
3x1 + Ty + 1323 + 1ay + 45 + 026 > 75
0xq1 + 02y + 623 + 024 + 1,525 + 526 > DD

Ty, ,ZL’GZO.
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1. Digite no OpenOffice Calc a tabela conforme o enunciado do problema (Tabela 2.2).

A B £ D E F G H |
1 Arroz (50g) | Feijdo (30g) |Frango (80g) | Suco (200ml) | Pdo (50g) | Margarina (14g) VDR
2 Energia 190 100 150 120 130 45 2000
3 Carboidratos 37 16 B 30 28 0 300
4 Proteinas 3 7 13 1 4 0 75
5 | Gorduras Totais 0 0 6 0 1.5 5 55
6 Custos 0.3 0,24 0.48 0.3 0.5 0.2
=

Figura 2.9: Tabela Conforme Enunciado do Problema.

2. Escolha as células onde conterao as férmulas para a Fungao Objetivo, as Restrigoes
e as Variaveis (Figura 2.10);

(a) A célula B17 contém a Fungao Objetivo.

(b) As células E9, E10, E11, E12 e E13 as Restrigoes.

(c) As células B9, B10, B11, B12, B13 e B14, contém as varidveis xy, - - - , .
(d) As informagoes que foram colocadas em cada célula:

i. Para a restricio (2.29) na célula E9 escreva a férmula;
“=B2*B9+C2*B10+D2*B11+E2*B12+F2*B13+G2*B14”;

ii. Para a restrighio (2.30) na célula EI10 escreva a férmula;

“=B3*B9+C3*B10+D3*B11+E3*B12+F3*B13+G3*B14”;

iii. Para a restricdio (2.31) na célula E11 escreva a formula;
“=B4*B94-C4*B10+D4*B11+E4*B12+F4*B13+G4*B14”;

iv. Para a restricdio (2.32) na célula E12 escreva a férmula;
“=B5*B9+C5*B10+D5*B11+E5*B12+F5*B13+G5*B147;

v. Para a restricdo (2.33) na célula E13, deve ter valor zero pois
L1, ,Te 207
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vi. Para a Fungdo Objetivo (2.28) na célula B17 escreva a férmula
“=B6*B9+C6*B10+D6*B11+E6*B12+F6*B13+G6*B14”.

B17 v fx E = |:BE*BQ+C6*B1D+D6*B1‘I+E6*B12+F6*B13+GE*B14

A B C D E F G H
1 Arroz (50g) | Feijdo (30g) |Frango (80g) [ Suco (200ml) | Pdo (50g) | Margarina (14g) VDR
2 Energia 190 100 150 120 130 45 2000
3 Carboidratos 37 16 g 30 28 0 300
4 Proteinas 3 7 13 1 4 0 75
5 | Gorduras Totais 0 0 6 0 1.6 5 55
6 Custos 0.3 0,24 0.48 03 0.5 0.2
=
8 Varidveis Restrigdes
9 x1 Restrigdo 01 0
10 %2 Restrigdo 02 0
11 %3 Restricdo 03 0
12 x4 Restricdo 04 0
13 %5 *_n 0
14 x6
15
16 [Funcdo Objetivo I |
17 F= | 0 |
18

Figura 2.10: Funcao Objetivo e Restrigoes Dispostas na Planilha.

3. Utilizando o Solver.

V4 ao Solver abrindo assim uma nova janela como na Figura 2.11.

(a) Em Célula Objetivo, selecione a célula B17, pois é nesta célula que estd o

valor da Fungao Objetivo;

(b) Em Otimizar para, selecione Minimo, pois neste problema desejamos

minimizar;

(¢) Em Células Varidveis selecione o intervalo de células de B9 a B14, pois estas

células apresentarao os valores das variaveis;

(d) Como todas nossas restrigdes da forma (>), em Conjunto de restrigoes,

selecionamos da seguinte maneira nossas operagoes;

i. Em Referéncia de célula selecione E9, com Operador >=, e Valor a célula
H2;
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ii. Em Referéncia de célula selecione E10, com Operador >=, e Valor a
célula H3;

iii. Em Referéncia de célula selecione E11, com Operador >=, e Valor a
célula H4;

iv. Em Referéncia de célula selecione E12, com Operador >=, e Valor a
célula H5;

v. Em Referéncia de célula selecione o intervalo de células de B9 a B14,

com Operador >=, e Valor a célula E13.

(e) Clique em Resolver.

As células B9 a B14, nos mostrarao os valores que as varidveis assumem, ja a

célula B17 o valor que assumird a nossa Fungdo Objetivo (Figura: 2.13).

1 Solver B
: Lélula objetive
7 Otimizar para (@ Maximo
: () Minimo
() Valor de
1| Céulas varidveis

Conjunto de restrigdes

Referéncia de célula Operador Walor

]| 21| =] &l

el | &l &) &l

Opgoes... Ajuda Fechar

Figura 2.11: Janela de Parametros do Solver.

Portanto, para a dieta ter o menor custo, precisamos de 7,22 porcoes de arroz,

4,10 porgoes de frango e 6,08 por¢oes de margarina, tendo um custo de R$5,35.
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Solver

Célula objetivo $BS17
Otimizar para () Méximo
(®) Minimo
() Valor de
Células varidveis $BS9:5B514 [&]
Conjunto de restrigies
Referéncia de célula Operador Valor
SESTD SHS3 =1
SEST [¢] SHS4 o] |EH
SES12 [¢] SH3 [o]| |E=d
$B39:3B8514 [¢] SES13 & [BH| o
Opgoes.. Ajuda Fechar Resolver

Figura 2.12: Janela apds Adicionar as Operagcoes.

B17 vl A E = ‘:ES*ED*CS*EWU*DE*EH*EE‘N1*F5*EH*G6*EM
A C D E F G H
1 Arroz (50g) | Feijdo (30g) | Frango (80g) Suco (200ml) Péo (50g) | Margarina (14g) VDR
2 Energia (kcal) 190 100 150 120 130 45 2000
3 Carboidratos (g 37 16 8 30 28 0 300
4 Proteinas (g} 3 7 13 1 4 1] 75
5 | Gorduras totais (g [1] 0 6 0 15 5 55
6 Custos 03 0.24 0.48 0.3 0.5 02
T
8 Varidveis Restricdes
9 x1 7.221006565 Restricdo 01 2260.8643326039
10 x2 0 Restricdo 02 300
11 x3 4,102344639 Restricdo 03 75
12 x4 [1] Restricdo 04 55
13 x5 0 xn 0
14 x6 6,076586433
5]
16 | Funcéo Objetivo
A N 17157
0

Figura 2.13: Resultados.

O Solver para Variaveis Inteiras

Se desejamos variaveis inteiras na resolucao da atividade seguimos os mesmos

passos da Se¢ao 2.7.1 até o Item 3(d)v. Acrescentamos a seguinte informagao ao Solver.

e Em Referéncia de célula selecione o intervalo de células de B9 a B14, com
Operador Inteiro, e Valor deixar em branco conforme mostra a Figura 2.14 e

clique em Resolver.

A Figura 2.15 nos mostra a resolucao utilizando varidveis inteiras. Assim,
para a dieta ter o menor custo para porgoes inteiras, precisamos de 7 porcoes de arroz, 1

porcao de feijao, 4 porcoes de frango e 7 por¢oes de margarina, tendo um custo de R$5,66.

Adaptamos esta atividade com a finalidade de torna-la um Problema de
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Solver b

7| Célula objetivo 58517
: Otimizar para () Maximo
] (® Minimo

() Valor de

Células varidveis SB5%:5B514

Conjunto de restrigdes

Referéncia de célula Operador Valor
$B5%:5B514 [l SES13 [&] |B=H ~
E 5B59:5B514 & | =]
[&]
& v

Opgbes... Ajuda Fechar

Figura 2.14: Variaveis Inteiras.

B17 vk E = ‘:BE’BB+C6*E1D+DS*B1T+EE’BWZ+FE*E13+G6*B14

A B C D E F G H
1 Arroz (50g) | Feijdo (30g) |Frango (80g) | Suco (200ml} | P&o (50g) | Margarina (14g) VDR
2 Energia 130 100 180 120 130 45 2000
3 Carboidratos 37 16 8 30 25 0 300
4 Proteinas 3 7 13 1 4 0 75
5 | Gorduras Totais 0 0 6 0 1.5 5 55
[ Custos 03 0.24 0.48 0.3 05 02
7
8 Varidveis Restriciies
9 x1 T Restricdo 01 2345
10 %2 1 Restricdo 02 307
1 x3 4 Restricdo 03 80
12 x4 -0 Restrico 04 59
13 x5 0 x_n 0
14 X6 7
15
16 | Funcdo Objstivo | |
17 F= | I |
18

Figura 2.15: Resultado com as Variaveis Inteiras.

Programacao Linear, encaixando-a de tal forma que podemos trata-la como algo tangivel

aos estudantes do ensino médio. E o que segue no Capitulo 3.
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Capitulo 3

Proposta de Aplicacao da
Programacao Linear no Ensino
Meédio

Este capitulo tem como objetivo mostrar uma maneira de empregar os
Problemas de Programacao Linear no ensino médio. Nao consiste em apresentar
todas as definicdes e resultados sobre Programacao Linear, pois foge do escopo de
aprendizagem aos discentes, ja que nao ha nada previsto dentro da Base Nacional
Comum Curricular [14], como a definicao de Vetor Gradiente, por exemplo. Entao,
sugerimos uma transposicao didatica para que seja possivel aplicar a Programacao Linear
com conteiudos do ensino médio. Partimos da afirmacao de que a solucao de um Problema
de Programacao Linear, quando existe, estd em um vértice do conjunto que define as

restri¢oes do problema.

Deste modo, este capitulo apresenta uma proposta de plano de aula que pode
ser utilizado para o ensino médio embasado nos procedimentos e conhecimentos dos
estudantes. Este modelo é adequado aos alunos que estao estudando a partir do fim do

segundo ano do ensino médio.

3.1 Plano de Aula

Tema: Problemas de Programacao Linear para o Ensino Médio.
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Objetivo: Apresentar aos alunos métodos de resolugao de Problemas de

Programacao Linear utilizando as ferramentas ja conhecidas por eles.

Piblico Alvo: Alunos do Terceiro Ano do Ensino Médio e alunos do Segundo

Ano do Ensino Médio que ja estudaram Sistemas Lineares.

Competéncias Especificas: Na BNCC [14] sao apresentadas cinco
competéncias especificas de matematica e suas tecnologias para o ensino médio.

Utilizamos duas delas para a construgao do plano de aula.

e Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matemdaticos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,

de modo a construir argumentacao consistente.

e Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de
representagao matemaéticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),

na busca de solugao e comunicagao de resultados de problemas.

Habilidades: Na BNCC [14] ¢ relacionado um conjunto de habilidades
que representam as aprendizagens essenciais a serem garantidas. Recorremos a trés

habilidades.

e Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas
do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando técnicas

algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

e Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou 2° graus, para

resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

e Converter representacoes algébricas de funcoes polinomiais de 1° grau em
representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o

comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de
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algebra e geometria dinamica.

Metodologia: Utilizaremos a partir daqui uma linguagem menos formal
do que a apresentada no texto até o momento, como se o conteudo estivesse sendo

transmitido aos alunos.

Introducao

Como podemos maximizar os lucros de uma empresa que deseja produzir
algo a fim de que seu lucro seja o maior possivel, ou também, como podemos minimizar
os custos para a elaboragao de uma dieta respeitando todos os valores nutricionais

necessarios basicos?

Sabemos que, no ensino médio é pouco apresentado estas formas de
contextualizacao de um problema onde pretendemos obter um lucro maximo ou ter um
gasto minimo para determinadas situagoes. Assim, apresentamos um material onde serao

abordados os Problemas de Programacao Linear.

Mas, o que é um Problema de Programacao Linear? Ha algum modelo
em algum livro do ensino médio? Antes de respondermos a estas perguntas, devemos
verificar se ja estudamos os conteudos referentes a inequacgoes, sistemas de equagoes
lineares e esboco de graficos de fungoes pois eles servem como base para a resolugao

destes problemas.

A fim de aprimorar o contetido, serao postos como verdadeiros aos estudantes,
o fato da solugao de um Problema de Programacgao Linear, apds a construcao das
restrigoes, estar no vértice da regiao viavel definida pelas restrigoes do problema. Como

mostra a Figura 3.1

Temos na Figura 3.1 a regiao ABC'O, este poligono contém os vértices A, B,
C e O que analisamos no método de resolugao grafica. Os outros vértices, D e E, que a

figura apresenta analisamos junto com os outros vértices na resolugao por exaustao.

Vemos que, no livro [2], temos uma proposta de desenvolvimento de um

Problema de Programacao Linear. Contudo, iremos utilizar uma atividade modificada do
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Figura 3.1: Regiao viavel ABC'O formada pelas restrigoes.

exercicio da pagina 196 deste livro, fazendo uma transposicao didatica e o apresentando

como um Problema de Programacao Linear, o problema da dieta.

Atividade

O enunciado original nos apresentava uma tabela com seis alimentos sem as

informagoes dos custos para eles, como mostra a Tabela 2.1.

Desta forma, faremos algumas alteracoes para facilitar a compreensao dos
contetidos propostos. Suprimos alguns alimentos para termos apenas duas varidveis no
exercicio e acrescentamos custos a estes alimentos a fim de torna-lo um Problema de
Programacao Linear. Transpomos o problema da seguinte maneira, modificando valores

também por questao didatica.

Enunciado 3.1. As embalagens de alimentos trazem informagoes sobre os carboidratos
e proteinas contidas nos produtos e quanto cada uma dessas quantidades representa
percentualmente nos Valores Didrios de Referéncia - VDR - para uma alimentag¢ao
adequada. Montamos a tabela a sequir, que mostra os valores nutricionais do arroz e
do feijao in natura e os custos de cada produto proporcional a quantidade das porcoes.
Queremos determinar qual a melhor forma de montar uma dieta com o menor custo

possivel.

Neste exercicio devemos encontrar uma maneira de fazer com que os gastos
com esta dieta sejam minimos mas nos dando a quantidade suficiente de nutrientes

listados. Com isso, vamos analisar e modelar as informacoes.
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Nutrientes

Arroz (50g) | Feijao (30g) | VDR
Carboidratos (g) 30 15 300
Proteinas (g) 3 5 58
Custos (R$) 4,00 3,00

Tabela 3.1: Informacoes do Problema

As quantidades de porcoes de arroz e feijao denominamos x e y, respectivamente.

A quantidade minima de carboidratos que devemos ter em nossa dieta obedece a
inequacao 30z + 15y > 300.

A quantidade minima de proteinas que devemos ter em nossa dieta obedece a inequacao
3x + 5y > 58.

Denominamos os custos como (', assim temos a equagao que definird nossos custos é
dada por C' = 4z + 3y.

As quantidades de porc¢oes nao admitem valores negativos, assim temos z > 0 e y > 0.

Observamos que uma inequacao é mais adequada aqui ao invés de uma
equacao, como sugerido no problema original. Pois como vimos na resolucao do
Enunciado 2.1 o resultado do problema obtinhamos valores negativos nas porgoes da

dieta, tornando o uso das igualdades inviavel.

Como queremos obter um gasto minimo com a nossa dieta, entao C' deve
ter o menor valor possivel, ou seja, queremos minimizar estes valores. A fungao custo
C(z,y) = 4x + 3y é denominada Fungao Objetivo e queremos minimizar os custos.
J& as desigualdades que temos aqui sao denominadas Restricoes. Modelando, temos o

Problema de Programacao Linear

minimizar C(z,y) = 4z + 3y (3.1)
sujeito a 30z + 15y > 300 (3.2)
3z + by > 58 (3.3)
r>0ey>0. (3.4)

Agora, apresentamos trés métodos de resolucao deste problema. Nos dois
primeiros, podemos utilizar de ferramentas tradicionais para a resolucao, e no terceiro

método utilizamos uma ferramenta tecnoldgica.
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Resolucao Grafica

O método grafico consiste em observar os valores dos pares ordenados
nos vértices da regiao viavel obtida a partir da construcao das restricoes no plano
cartesiano. Para analisarmos em qual dos vértices encontramos a Solucao Otima, faremos
a construgao da Funcdo Objetivo quando f(z,y) = 0 e construimos retas paralelas a
f(z,y) = 0, denominadas Curvas de Nivel, passando pelos vértices da regiao vidvel.
Como nosso objetivo é minimizar f, devemos tomar a reta paralela mais proxima da reta

f(x,y) = 0. Plotemos entao as restri¢oes no plano cartesiano.

30
25

20

Figura 3.2: Restrigao 30x + 15y > 300 (3.2).

30
25

20

Figura 3.3: Restricao 3z + 5y > 58 (3.3).

As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam as restrigoes separadamente. Jé a Figura 3.4
apresenta mutualmente ambas as restrigoes. Ficamos restritos ao primeiro quadrante pois
x> 0ey > 0. Note, na Figura 3.5 que temos no plano cartesiano a regiao ABC', onde
qualquer par ordenado contido nesta regiao é uma solucao viavel, mas basta analisarmos

os vértices dessa regidao. Assim tracamos as retas paralelas a funcao objetivo quando
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N

Figura 3.6: A Fungao Objetivo com f(z,y) =0 (3.1).
f(z,y) = 0 como mostra a Figura 3.6 e passando por A, B e C, um a um, como mostra

a Figura 3.7. Note que todo ponto em uma curva de nivel tem o mesmo valor na Funcao
Objetivo.
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Figura 3.8: Resolucao Grafica.

Na Figura 3.8, devemos analisar que nao ha um poligono, mas existe uma
regiao onde podemos analisar a existéncia da solugao e analisarmos os vértices desta
regiao para determinar a solugdo 6tima. A reta mais proxima a f(z,y) = 0 é a que nos
interessa, que é no caso a que passa no ponto B = (6, 8), e assim o custo minimo sera de
C(6,8) =4-6+3-8=148.

Portanto, precisamos de 6 porcoes de arroz e 8 de feijao para satisfazer a dieta

com o menor custo possivel que é de R$ 48,00.

Resolugao por Exaustao

Outro método que podemos utilizar é o de exaustao. Este método consiste
em testar todos os vértices oriundos das restricoes de um Problema de Programacao
Linear. Significa que devemos calcular todas as solugoes possiveis a partir dos sistemas

lineares n x n, até encontrarmos a solucao o6tima. Os possiveis sistemas lineares que
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devemos calcular dependem da quantidade de variaveis n e da quantidade de restrigoes
m. O nimero binomial (Z‘) nos permite saber a quantidade de sistemas que precisamos
calcular. Outro detalhe é que, todas as restricoes devem ser substituidas por igualdades,

uma vez que ¢ onde estao os vértices.

Neste problema, a quantia possivel de sistemas que podemos calcular é dado

mbinagao (,) = = i uimos quatro restrigoes m = m
ela combinacao (2 6 pois poss 0s quatro restricoes 4 dados e

21(4 —2)!
(3.2), (3.3), (3.4) e duas varidveis n = 2. Substituindo os sinais de desigualdade por
sinais de igualdade temos os seguintes sistemas lineares para calcular, que podem ser

resolvidos por escalonamento ja que os alunos tem conhecimento desta técnica.

30 15y = 300
{ oy = S = (6,8),

3z + by = 58

{ 0z + 15y =300 L 5, = (0,20,
{30x + 15y =90 s~ (10,0),
{3 :: :>54:(0,§>7
{3 :: :>55:(§,0>,
{ = S6 = (0,0).

Substituindo as solugoes S; encontradas nas resolugoes dos sistemas na Funcao
Objetivo C' = 4z + 3y, em ordem crescente para as imagens, temos

C(Ss) =C(0,0)=4-04+3-0=0,
58 58 174

C(Sy) = 0(0 E)_4 0432 =,
C(S3) = C(10,0) = 4-10+3-0 = 40,
C(S)) = C(6,8) =4-6+3-8 48,
C(Ss) = C(0,20) — 40+ 3 - 20 — 60,
0(55):0(@,0)—4 B L 3.0-22

3 3 3

Testando os menores custos, vemos que

73



Sg € inviavel pois 30 -0+ 15 -0 < 300,
58

Sy € inviavel pois 30 -0+ 15 - = < 300,

S3 é inviavel pois 3- 10+ 5 -0 < 58.

Testando o custo dado por S; vemos que ela é viavel pois
30-6+15-8 =180+ 120 > 300,

3-6+5-8=18+30 > 58,

Assim, a Solu¢ao Otima que minimiza a Fungao Objetivo C' é S; = (6,8),
pois além de respeitar todas as restrigcoes ¢ um extremo que tem menor valor na Funcao
Objetivo. Devemos observar que, estas coordenadas sao as mesmas encontradas na

resolucdo grafica no vértice B = (6,8) da regiao vidvel apresentada na Figura 3.5.

Resolucao Pelo Solver

Utilizamos o tutorial do Solver apresentado na Secao 2.7 para resolver o
Problema de Programagao Linear. Como ja temos a Fungao Objetivo (3.1) e as restrigoes
(3.2), (3.3) e (3.4), construimos a tabela no OpenOffice Calc com as informagoes do
Enunciado 3.1, juntamente com as células que contém a Fungao Objetivo e as restrigoes,

como mostra a Figura 3.9.

1. Na célula B11 escrevemos a férmula “=B4*B7+C4*B8”, esta célula contém a
Fungao Objetivo (3.1), ela mostrard o valor minimo da Fungao Objetivo apds a

resolugao pelo Solver.

2. Na célula E7 escrevemos a férmula “=B2*B7+C2*B&”, esta célula contém a

restri¢ao (3.2).
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B11 v| /ix & = |-BrBT-caB8

A B G D E F
1 Arroz (60g) | Feijdio (30g) VDR
2 Carboidratos 30 15 300
3 Proteinas 3 5 58
4 Custaos (R3) 4 3
5
6 Variaveis Restricdes
7 X Restricdo 01 0
8 v Restricdo 02 0
9 XY 0
10 | Funcdo Objetivo
11 F= 0
12
13

Figura 3.9: Tabela com as informacoes do problema.

Na célula E8 escrevemos a formula “=B3*B7+C3*B8”, esta célula contém a

restrigao (3.3).

Na célula E9 atribuimos o valor 0, pois esta célula contém a restri¢ao (3.4) z, y > 0;

As células B7 e B8 mostrarao os resultados das variaveis apds a resolucao pelo

Solver.

Abrimos o Solver como mostra a Figura 3.10 e colocamos as seguintes informagoes.

(a) Em Célula objetivo, selecionamos a célula B11, pois esta célula possui o valor
da Funcao Objetivo (3.1);

(b) Em Otimizar para, selecionamos Minimo;

(¢) Em Células varidveis, selecionamos as células B7 e B8, pois estas sao nossas

variaveis z e y;

(d) Em Conjunto de restrigoes, selecionamos;

i. Em Referéncia de célula, selecione a célula E7, com o Operador “> ="¢

em Valor selecionamos a célula D2, para termos a restrigao (3.2);
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ii. Em Referéncia de célula, selecione a célula E8, com o Operador “> ="e

em Valor selecionamos a célula D3, para termos a restrigao (3.3);

iii. Em Referéncia de célula, selecione a célula B7, com o Operador “> ="e
em Valor selecionamos a célula E9, para termos a restrigao (3.4) para a

variavel x;

iv. Em Referéncia de célula, selecione a célula B8, com o Operador “> ="e
em Valor selecionamos a célula E9, para termos a restricao (3.4) para a

variavel y;
7. Clique em Resolver.

Solver

Célula ohjetivo SBS11 L

9 Otimizar para () Méaximo N
] ® Minimo
1 () Valor de [&]
E Células varidveis SBET:SBSE (]
1 Conjunte de restrigdes
: Referéncia de célula Operador Valor

SEST &) D2 FIREEI.

SESE [¢] SDs3 ¢l |E==

iBS7 [l SES9 (&l |

SBs8 (&l v |l |SESO el BH

Oprgoes... Ajuda Fechar

Figura 3.10: Solver com as informagoes do problema.

Vemos que nas células B7 e B8, os resultados sao os mesmos encontrados na

resolucao grafica e na resolugao por exaustao, como mostra a Figura 3.11.

Portanto, precisamos de 6 porcoes de arroz e 8 de feijao para satisfazer a dieta

com o menor custo possivel que é de R$ 48,00.
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m
=

v| A B = |=B#B7-CaB8

A B C D E F
1 Arroz (50g) | Feijdo (30g) VDR
2 Carboidratos 30 15 300
3 Proteinas 3 5 58
4 Custos (R5) 4 3
5
] Varidveis Restricfies
7 X b Restricdo 01 300
8 y 8 Restricdo 02 58
9 Ky 0
10 | Fungdo Objetivo
11 F= 48
12

Figura 3.11: Resultados do problema.
Casos Particulares

No entanto, pode ocorrer na resolucao gréafica, caso desejarmos minimizar,
tracarmos uma reta passando por dois vértices. Se esta reta for a mais proxima
da fungdo objetivo, quando f(x,y) = 0, implica em uma das arestas do poligono
de solucao estar contida nesta reta. Com isso, todos os pontos pertencentes a esta
aresta sao solucoes Otimas da Funcao Objetivo conforme mostra a Figura 3.12, onde
os vértice A e B minimizam a func¢ao, porém, quando construimos o grafico, as retas

que passam por A e B coincidem. Logo, todo o segmento AB minimiza a Funcao Objetivo.

25 30

Figura 3.12: Aresta de solugoes.
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Consideracoes

Caso tenhamos trés varidveis, ainda é possivel encontrar a solucao détima
pela resolucao grafica trabalhando com trés coordenadas, porém é inviavel ao ensino
médio, por nao ser previsto nas propostas da BNCC [14], mas ainda hé a resolu¢do por
exaustao, trabalhando com sistemas de equacoes lineares 3 x 3. Entretanto, esta também
pode vir a se tornar inviavel, pois podemos ter uma quantidade de restricoes muito
grande o que torna este cdlculo macante. Todavia, podemos utilizar um Software livre, o

Solver, como ferramenta tecnoldgica, independente da quantidade de variaveis e restricoes.

Apresentamos mais de uma maneira de resolvermos um Problema de

Programacao Linear, pois a BNCC nas competéncias especificas destaca que

“para as aprendizagens dos conceitos e procedimentos matematicos, é fundamental
que os estudantes sejam estimulados a explorar mais de um registro de representacao sempre
que possivel. Eles precisam escolher as representacoes mais convenientes a cada situacao,

convertendo-as sempre que necessario”.

Apresentamos uma lista de exercicios que podemos aplicar aos estudantes do

ensino médio com o intuito de avaliar o entendimento a respeito do contetdo.

3.2 Exercicios Propostos

Apresentamos alguns exercicios que podemos utilizar como forma de avaliagao
diagnostica e formativa dos alunos, com o intuito de verificar o aprendizado dos

estudantes sobre a proposta de trabalhar os Problemas de Programacao Linear.

Enunciado 3.2. Problema da Wyndor Glass (adaptado) [18] [19].

Uma empresa produz vidros de alta qualidade e pretende produzir dois novos
produtos, portas e janelas. FEsta empresa possui trés fdabricas e cada fabrica possui um
limite de horas disponiveis para fazer estes produtos. As informagoes quanto ao lucro

destes produtos estao na Tabela 3.2.

Com estas informagoes, queremos determinar qual serd o maior lucro possivel.
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Porta | Janela | Disponibilidade

Fébrica 1 1 hora 0 4 horas
Fébrica 2 0 2 horas 12 horas
Fébrica 3 3 horas | 2 horas 18 horas

Lucros por Lote (mil) | R$3 R$5

Tabela 3.2: Disponibilidade das Fabricas

Modelando o problema

Denominamos como x os lotes referentes as portas e y para as janelas. Observe
que, a Fabrica 1 leva 1 hora para construir um lote de portas e tem, no maximo, 4 horas
de disponibilidade para produzir estes lotes. Ja a Fabrica 2 leva 2 horas para produzir
um lote de janelas, com uma disponibilidade méxima de 12 horas. Finalmente a Fabrica
3 que leva 3 horas para produzir um lote de portas e 2 horas para produzir um lote de
janelas e tem disponibilidade maxima de 18 horas. Assim, deixamos cada uma dessas

informagoes escritas em uma linguagem algébrica.

Para as disponibilidades das Féabricas 1, 2 e 3, temos, respectivamente, as
restricoes © < 4, 2y < 12 e 3x + 2y < 18. Lembrando que, estas portas e janelas nao

podem assumir valores negativos, temos entao x > 0 e y > 0.

Como queremos o maior lucro possivel na fabricacao destas portas, estamos
buscando o lucro méaximo, ou seja, mazimizar os lucros. Denominando por L o lucro,
vemos que cada lote de portas nos d4 um lucro de R$3 mil e que cada lote de janelas
um lucro de R$5 mil, assim, escrevendo novamente em linguagem algébrica temos o

Problema de Programacao Linear

maximizar L(x,y) = 3z + by. (3.5)

Agora apresentamos trés métodos para a resolucao desta atividade, veremos

primeiramente o método grafico.
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Resolucao Grafica do Enunciado 3.2

O método grafico consiste em observar os valores dos pares ordenados nos

vértices do poligono que obtivermos a partir da construcao das restri¢coes no plano

cartesiano (Figura 3.13).

Figura 3.13: Restricoes no espaco R2.

Vemos que obtemos com isso o poligono ABC' DO e que, quaisquer dos pontos

que tomarmos dentro desta regiao respeitara as restrigoes atribuidas. Note também que,

nos limitamos ao primeiro quadrante pois ndo admitimos uma solugao negativa (Figura

3.14).

Figura 3.14: Poligono ABC DO formado com as Restrigoes.

Com isso, para encontrarmos a resposta do problema (3.5), devemos encontrar

o ponto mais distante de L(z,y) = 0, dentro do poligono ABC' DO. Para isto, tragamos as
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denominadas Curvas de nivel (Figura 3.15) que s@o as retas paralelas a reta L(z,y) = 0.

=il

Figura 3.15: Curvas de Nivel e a Fungao Objetivo quando L(x,y) = 0.

Veja que, a reta mais distante da reta L(z,y) = 0 é a que passa pelo vértice B
de nosso poligono. Com isso, basta apenas verificar quais as coordenadas deste vértice.
E como podemos observar pelo grafico, ele é origindrio da interseccao das Restri¢oes
2y <12 e 3z + 2y < 18.

Trocando as desigualdades por igualdades, basta encontrarmos os valores do

par ordenado onde esta este vértice, ou seja, resolver o sistema

2y =12
3r + 2y = 18.
Resolvendo este sistema, encontramos o par ordenado (2,6). Substituindo o

par ordenado encontrado na Funcao Objetivo temos
L=3x+5y= L(2,6)=3-2+5-6=36.

Portanto, para obtermos um lucro maximo nesta empresa, devemos produzir

dois lotes de porta e seis lotes de janelas, gerando um lucro de R$36 mil.
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Resolucao por Exaustao do Enunciado 3.2

Substituindo as desigualdades por igualdades nas restrigoes temos
r<4 =x=4,
2y <12 =2y =12,
3v 42y <18 = 3z 42y =18,
x>0 =x=0,
y>0 =y=0.

Assim, seguem os dez sistemas lineares com suas respectivas solugoes.

_ 4
v = S =(4,6),
2y — 12

=4
{ v = S, =(4,3),

3r + 2y =18
=4
{x = ngq),
xr=20
=4
{I = S, =(4,0),
y=0
20 = 12
4 = S5 =(2,6),
3r + 2y = 18
2y = 12
{y —~  Ss=(0,6),
r=0
2 = 12
{y = 57:(2),
y=0
3z +2y =18
v = Sy =(0,9),
r=0
3z +2y =18
v = Sy = (6,0),
y:
=0
{y = 510:(0,0).
x:

L(Sy) = L(4,6) =3-4+5-6 = 42,
L(Ss) = L(4,3)=3-445-3 =27,
L(Sy) = L(4,0)=3-445-0 = 12,
L(S5) = L(2,6) =3-2+5-6 = 36,
L(Ss) = L(0,6) =3-0+5-6 = 30,
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L(0,9)=3-0+5-9 =45,
L(6,0)=3-6+5-0=18,
(510) L(0,0)=3-04+5-0=0.

Perceba que, o maior resultado que encontramos foi com o par ordenado
Sy = (0,9), porém, note que este par nao obedece a restri¢ao 2y < 12 pois 2-9 = 18 > 12.
O mesmo acontece com o par ordenado S; = (4,6) que ndao obedece a restrigdo
3r+2y <18 pois 3-4+2-6 =24 > 18.

Assim, como visto no método grafico, o par ordenado que maximiza a Funcao
Objetivo é S5 = (2,6) pois tem o maior valor de Fun¢ao Objetivo, satisfazendo todas as
restricoes, a saber
r<4=2<4,
2y<12=2-6=12<12,
3r4+2y<18=3-2+42-6=18 <18,
z>0=22>0,
y>0=62>0.

Portanto, para obtermos um lucro maximo nesta empresa, devemos produzir

dois lotes de porta e seis lotes de janelas, gerando um lucro de R$36 mil.

Resolucao Pelo Solver do Enunciado 3.2

Utilizamos o tutorial do Solver, construimos uma tabela com as informagoes
do problema no OpenOffice Cale, além da Funcao Objetivo e das restricoes. Como

mostra a Figura 3.16.

maximizar L(z,y) = 3x + by (3.6)
sujeito a = <4 (3.7)

2y < 12 (3.8)

3z + 2y < 18 (3.9)

z, y > 0. (3.10)
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B12 v| i B = |=BvBs-C5ER

A : C [} E [ F [ G [ H
Portas Janelas | Disp Hordrio

Fabrica 1 1 0 4 Restrigdes
Fabrica 2 0 2 12 Restricdo 01
Fabrica 3 3 2 18 Restricdo 02
Custos 3 5 Restricdo 03
XY

olelo|e

Varidveis
x \ |
y \ |

o[ ool ]

|10 |
11 | Fungdo Objetivo
F= | I l

Figura 3.16: Tabela com as informacoes do problema.

1. Abrimos o OpenOffice Calc e colocamos as seguintes informagoes.

(a) Na célula B12 escrevemos a férmula “=B5*B8+4C5%B9”, esta célula contém a
Funcao Objetivo (3.6), ela mostrard o valor maximo da Fungao Objetivo apds

a resolucao pelo Solver;

(b) Na célula G3 escrevemos a férmula “=B2*B7+C2*B8”, esta célula contém a

restrigao (3.7);

(¢) Na célula G4 escrevemos a férmula “=B3*B7+C3*B8”, esta célula contém a

restrigao (3.8);

(d) Na célula G5 escrevemos a férmula “=B3*B7+C3*B8”, esta célula contém a

restrigao (3.9);

(e) Na célula G6 escrevemos o valor 0, pois esta célula contém a restricao (3.10)
z, Yy 20

(f) As células B7 e B8 mostrarao os resultados apds a resolucao pelo Solver.

2. Abrimos o Solver e colocamos as informagcoes mostradas na Figura 3.17.

(a) Em Célula objetivo, selecionamos a célula B12, pois esta célula possui a
Funcao Objetivo (3.6);

(b) Em Otimizar para, selecionamos Mdzimo;
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(¢) Em Células varidveis, selecionamos as células B8 e B9, pois estas sao nossas

variaveis e y;

(d) Em Conjunto de restrigoes, selecionamos:

ii.

iii.

1v.

Em Referéncia de célula, selecione a célula G3, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D2, para termos a restri¢ao (3.7);

Em Referéncia de célula, selecione a célula G4, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D3, para termos a restri¢ao (3.8);

Em Referéncia de célula, selecione a célula G5, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D4, para termos a restri¢ao (3.9);

Em Referéncia de célula, selecione a célula B8, com o Operador “> ="e
em Valor selecionamos a célula G6, para termos a restri¢ao (3.10) para a

variavel x;

Em Referéncia de célula, selecione a célula B9, com o Operador “> ="e
em Valor selecionamos a célula G6, para termos a restri¢ao (3.10) para a

variavel y.

3. Clique em Resolver.

Vemos que as células B8 e B9, possuem os resultados encontrados na

resolucao grafica e na resolugao por exaustao. Como mostra a Figura 3.18.

Portanto, para obtermos um lucro maximo nesta empresa, devemos produzir

dois lotes de porta e seis lotes de janelas, gerando um lucro de R$36 mil.

Enunciado 3.3. Otimize o Problema de Programac¢ao Linear

maximizar  f(z,y) = 8z + 4y

r+3y <5

sujeito a 204+ 9y <5

z, y = 0.
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Solver | I |

Célula objetive §BS12
Otimizar para (®) Maximo
) Minimo
() Valor de (]
Células vanaveis SBS2:5B59 [&]
Conjunto de restrigdes
Referéncia de célula Dperador Valor
$Gs3 5] $Ds2 = &gl »
5GS4 ] §DS3 (gl [E=
§GS5 [¢] 5054 (¢l |EH
5Bs8 [ v |5G56 &l [BE
Opcoes... Ajuda Fechar

Figura 3.17: Solver com as informagoes do problema.

B12 v #x = [=B5BE-C5B9

A

=z

B C [} E | F [ G [ H
Portas Janelas | Disp Hordrio

1 4

0

3

3

Fabrica 1
Fébrica 2
Fabrica 3
Custos

0 Restrigdes

2 12 Restricéo 01 2

2 18 Restricdo 02

5 Restricdo 03
XY 0

o [ [ | o | =

Varidveis
% [ 2 |
y [ 6 |

o [~

w

0]
11 |Funcdo Objetivo
12 F= | 36 |
[3]

Figura 3.18: Resultados do problema.
Resolucao Grafica do Enunciado 3.3

Na resolucao grafica devemos observar os valores dos pares ordenados nos
vértices da regiao de solucoes. As restricoes geram o poligono ABCO. Nos limitamos
ao primeiro quadrante pois x, y > 0. Tracamos também a Funcao Objetivo quando

f(z,y) = 0. Como mostra a Figura 3.19.

Para encontrarmos a resposta do problema, devemos encontrar o vértice mais
distante do poligono ABCO da reta f(z,y) = 0. Uma das maneiras que podemos fazer
é tragando retas paralelas a f(x,y) = 0, as curvas de nivel, passando pelos vértices do

poligono ABC'O como mostra a Figura 3.20.

Porém, observamos que as retas que passam por B = (2,1) e C = | =,0
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251

Figura 3.19: Regiao Viavel.

Q

5 u\ 05 \ 15 2 2.

Figura 3.20: Curvas de nivel.

coincidem. Portanto, todo e qualquer ponto que pertence a aresta BC' do poligono

o . . e 91
ABCO maximiza a Funcao Objetivo. Tomaremos os vértices B, C' e o ponto D = (Z’ 5)
pertencente a aresta para justificarmos este resultado.

Para B = (2, 1), substituindo na Fungao Objetivo temos
f(2,1)=8-2+4-1=16+4 = 20.
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5
Para C' = <2 O> substituindo na Fung¢ao Objetivo temos

91
Para D = ( 1 2) substituindo na Funcao Objetivo temos

91 9 1 72 4
—_ — — — 4-—:— —:]_ 2:2
f( ) Soptd =g =Bt 0

Portanto, qualquer ponto P = (xg,yo) pertencente da aresta BC' maximiza a

Fungao Objetivo f(z,y) = 8z + 4y e seu valor méaximo é f(xq,yo) = 20 .

Resolugao por Exaustao do Enunciado 3.3

Substituindo os sinais de desigualdade pelos sinais de igualdade, temos as

equacoes

x + 3y =5,
20 +y =9,
xz =0,

y = 0.

Assim, seguem os seis sistemas de equagoes com suas respectivas solugoes

rT+3y=>5
T = 5= (2,0,
20+y =25
r+3y=>5 5
— 9, = e
=0 2 — (73)7
x+3y—5
SS ( )a

Si = (0,5),

:>
2 = 5)
v y :55 (_70)7

{
{
U
{2
)
o=
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Aplicando a Funcao Objetivo nas solugoes dos sistemas, temos

f(S1)=8-244-1=20,
f(S)=8-0+4-2=2
f(S3) =8-5+44-0=40,
f(Sy) =8-0+44-5=20,
£(S5) :8-g+4-0220,
f(Sg) =8-04+4-0=0.
Perceba que o maior resultado que encontramos foi com o par ordenado
S3 = (5,0), porém, note que este par nao obedece a restricdo 2z + y < 5, pois

2-5+0=10>5.

Note que temos trés pares ordenados com resultados iguais, porém o par

ordenado Sy = (0,5) nao obedece a restri¢ao z + 3y < 5, pois 0+ 3 -5 =15 > 5.

5)
Assim, temos os pares ordenados S; = (2,1) e S5 = (5,0) que sao,

: L ) <
respectivamente, os vértices B = (2,1) e C' = (5, O) encontrados na resolucao grafica.

Uma observacao pode ser feita aos alunos nessas situacoes onde encontramos
duas solugoes 6timas S; e Sy na resolugao por exaustao. Explicamos que neste caso ha
infinitas solucoes de tal forma que, tomando uma solugao P utilizamos a combinagao

linear para obtermos as outras solugoes. Neste caso, a combinacao linear é dada por
P=aSi+(1—a)Sy,com0<a<leacR.
Por exemplo, tomando a = % e os vértices B e (' da resolugao grafica temos
P=aB+(1-a)C

P=%(2,1)+(1—%) (§ 0)
(o) (hed
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91
P=(-,-].
(i3)
O par ordenado P possui as mesmas coordenadas de D da resolugao grafica.

Portanto, qualquer ponto P = (zy,yo) oriundo da combinagao linear entre

B e C' maximiza a Fungao Objetivo f(z,y) = 8x+4y e seu valor méximo é f(xq,yo) = 20.

Resolucao Pelo Solver do Enunciado 3.3

Utilizando o tutorial do Solver, construimos uma tabela com as informagoes

do problema, além da Funcao Objetivo e das restricoes. Como mostra a Figura 3.21.

maximizar f(z,y) = 8z + 4y (3.11)
sujeito a x + 3y <5 (3.12)
20 +y <5 (3.13)
x, y>0. (3.14)
B7 v| & & = |=BaBocaBi0
A B C D E F
1 Coeficiente x|Coeficiente v | Termo Independente
2 Restrigdo 1 1 3 5
3 Restrigdo 2 2 1 5
4 | Funcéo Objetivo 8 4
5
6 |Funcio Objetivo |
7 F= | 0 1 Restricdo 01 i
8 Restrigdo 02 0
9 X = | | Xy 0
10 Y = | |
11

Figura 3.21: Tabela com as informacgoes do problema.

1. Abrimos o OpenOffice Calc e colocamos as seguintes informagoes.
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(a) Na célula BT escrevemos a férmula “=B4*B9+4-C4*B10”, esta célula se refere
a Func¢ao Objetivo (3.11), ela mostrard o valor méximo da Fungao Objetivo

apos a resolucao pelo Solver;

(b) Na célula ET escrevemos a férmula “=B2*B9+C2*B10”, esta célula contém a

restrigao (3.12);

(¢) Na célula E8 escrevemos a férmula “=B3*B9+4C3*B10”, esta célula contém a

restrigao (3.13);

(d) Na célula E9 escrevemos o valor 0, pois esta célula contém a restrigao (3.14)
z, Yy 20

(e) As células B9 e B10 mostrarao os resultados das varidveis apds a resolucao

pelo Solver.

2. Abrimos o Solver e colocamos as informagoes mostradas na Figura 3.22.

(a) Em Célula objetivo, selecionamos a célula B7, pois esta célula possui a Fungao
Objetivo (3.11);

(b) Em Otimizar para, selecionamos Mdzimo;

(¢c) Em Células varidveis, selecionamos as células B9 e B10, pois estas sd@o nossas

variaveis x e y;

(d) Em Conjunto de restrigdes, selecionamos;

i. Em Referéncia de célula, selecione a célula E7, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D2, para termos a restri¢ao (3.12);

ii. Em Referéncia de célula, selecione a célula E8, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D3, para termos a restri¢ao (3.13);

iii. Em Referéncia de célula, selecione a célula B9, com o Operador “> ="e

em Valor selecionamos a célula E9, para termos a restrigdo (3.14) para a
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variavel x;

iv. Em Referéncia de célula, selecione a célula B10, com o Operador “> ="e
em Valor selecionamos a célula E9, para termos a restrigao (3.14) para a

variavel y.

3. Clique em Resolver.

Solver B

Célula objetivo SBs7 3

Otimizar para

() Minimo
() Valor de [&]
CElulas varidveis SBSS:SBS10 [&]
Conjunto de restrigées
Referéncia de célula
SEST =] &l & 2
$ES8 [¢] [¢]| &5
SB39 ] el| B
$8510 (8] [¢]| |BH|

Opgdes... Ajuda Fechar

Figura 3.22: Solver com as informagoes do problema.

Vemos que as células B9 e B10, possuem os resultados encontrados na
resolucao gréafica e na resolugao por exaustao, porém mostra apenas o valor de um dos

vértices, no caso o vértice B = (2,1). Como mostra a Figura 3.23.

B7 v| &x & = |=BaBI+caBI0
A B C D E F
1 Coeficiente x|Coeficiente v | Termo Independente
2 Restrigdo 1 1 3 5
3 Restrigdo 2 2 1 5
4 |Fungéo Objetivo 8 4
5
6 |Funcéo Objetivo |
7 F= | 20 | Restricdo 01 5
8 Restrigdo 02 5
9 X = [ 2 | X,y 0
10 Y = | 1 |
(1]

Figura 3.23: Resultados do problema.
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O Solver nos mostra as limitacoes da ferramenta tecnoldgica para a resolucao
de um Problema de Programagao Linear, mas como verificamos na resolucao gréfica e na
resolucao por exaustao, hé infinitas solugdes P = (¢, yo) que maximizam a nossa Fungao

Objetivo f(z,y) = 8x+4y. E o valor maximo que a Funcao Objetivo tem é f(xzg, yo) = 20.

Enunciado 3.4. Otimize o Problema de Programacao Linear

minimizar  f(z,y) =z +vy
20 4+2y <7
T+ 3y > 12
2x 4+ 3y > 15
x, y>0.

sujeito a

Resolugao Grafica do Enunciado 3.4

Nesta situacao temos um caso em que através da construcao das restricoes
no plano cartesiano nao ha uma regiao viavel, como mostra a Figura 3.24. Portanto, o

problema nao tem solucao.

Figura 3.24: Restricoes no espaco R2.

Resolucao por Exaustao do Enunciado 3.4

Substituindo os sinais de desigualdade pelos sinais de igualdade, temos as

equacoes
20+ 2y =17,
x+ 3y =12,
2z 4+ 3y = 15,
x =0,
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Assim, seguem os dez sistemas de equagoes com suas respectivas solugoes

2% 4+ 2y =7 ( 3 17)
:>51: R E
v+ 3y =12 14

2 =17 9
v Y :>S2:<__78>7
2r + 3y =15 2

2042y =7
T+ 2y :>53:(0,z
r=0 2

2 2u=17T 7

v Y :>S4:(_7O )
3y =12

o Y 552(373)7

20+ 3y =15
3y =12

T 5= (0,4),
rz=0
3y =12

vy 8 = (12,0),
y=20

2 3y =15

Ty — 54 = (0,5),
=0

—N —— - - = /= = /= /=
8

As solugoes S e Sy sao invidveis pois x < 0.

7 21 7 21
ASOIU(}&OS{;élIlVléVGlpOlSO+3§:7<12620+3§:5<15
. L .7 7 7
Asoluc;aoS4emV1avelp01s§+3-0:§<1262-§+3~0:7<15.
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A solugao S5 € inviavel pois 2-3+2-3=9> 7.

A solugao Sg ¢é inviavel pois 2-0+3-4=12<15e2-0+2-4=8>T.
A solucao S; é invidvel pois 2-124+2-0=24 > 7.

A solugao Sg é inviavel pois 2-0+2-5=10 > 7.
Asolu(;éoSgéinviévelpois1—2’5—1-3'0:%<12e2‘§+2~0:15>7.

A solucao Syp ¢é invidvel pois 0+3-0<12e2-0+3-0 < 15.

Como nenhuma das solugoes dos sistemas de equagoes respeita a todas as

restri¢oes, o problema nao tem solucao.

Resolucao Pelo Solver do Enunciado 3.4

Utilizando o tutorial do Solver construimos uma tabela com as informagoes

do problema, além da Funcao Objetivo e das restricoes. Como mostra a Figura 3.25.

minimizar f(z,y) =z +y (3.15)
sujeito a 2042y <7 (3.16)
x4 3y > 12 (3.17)

2¢ + 3y > 15 (3.18)

z, y = 0. (3.19)

1. Abrimos o OpenOffice Calc e colocamos as seguintes informagoes.

(a) Na célula B9 escrevemos a férmula “=B5*B124+-C5*B13”, esta célula contém
a Fungao Objetivo (3.15), ela mostrard o valor minimo da Func¢ao Objetivo

apos a resolucao pelo Solver;
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B9 v fx B = |:BS*B12+C5*B13

A B C D E F

1 Coeficiente x|Coeficiente v | Termo Independente
2 Restricdo 1 2 2 7
3 Restrigdo 2 3 12
4 Restricdo 3 2 3 15
5 |Funcgido Objetiva 1 1
6
7 Restricdies
& [Funcao Objetiva | | Restrigdo 01 0
9 F= | 0 | Restrigdo 02 0
10 Restricdo 03 0
1 Varidveis XY 0
12 X=
13 Y=

| 14 |

Figura 3.25: Tabela com as informagoes do problema.

(b) Na célula E8 escrevemos a férmula “=B2*B12+C2*B13”, esta célula contém

a restrigao (3.16);

(c) Na célula E9 escrevemos a férmula “=B3*B12+C3*B13”, esta célula contém

a restricao (3.17);

(d) Na célula E10 escrevemos a formula “=B4*B124+C4*B13”, esta célula contém

a restrigao (3.18);

(e) Na célula E11 escrevemos o valor zero, pois esta célula contém a restri¢ao

319z, y =0

(f) As células B12 e B13 mostrarao os resultados das varidveis apds a resolugao

pelo Solver.

2. Abrimos o Solver e colocamos as informagoes mostradas na Figura 3.26.

(a) Em Célula objetivo, selecionamos a célula B9, pois esta célula possui a Fungao

Objetivo (3.15);
(b) Em Otimizar para, selecionamos Minimo;

(¢) Em Células varidveis, selecionamos as células B12 e B13, pois estas sao

nossas variaveis x e y;
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(d) Em Conjunto de restrigdes, selecionamos;

ii.

iii.

1v.

Em Referéncia de célula, selecione a célula E8, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D2, para termos a restri¢ao (3.16);

Em Referéncia de célula, selecione a célula E9, com o Operador “> ="e

em Valor selecionamos a célula D3, para termos a restri¢ao (3.17);

Em Referéncia de célula, selecione a célula E8, com o Operador “< ="e

em Valor selecionamos a célula D3, para termos a restri¢ao (3.18);

Em Referéncia de célula, selecione a célula B12, com o Operador “> ="e¢
em Valor selecionamos a célula E11, para termos a restri¢ao (3.19) para

a variavel x;

Em Referéncia de célula, selecione a célula B13, com o Operador “> ="e¢
em Valor selecionamos a célula E11, para termos a restricao (3.19) para

a variavel y.

3. Clique em Resolver.

Solver

Célula objetivo B3 I

Otimizar para ) Maximo =
(® Minimo
() Valor de [&]
Células varidveis SBS12:5B513 [2]
Conjunto de restrigées
Referéncia de célula DOperador Valor i
$ES8 &l $Ds2 = & »
SES9 [&] $Ds3 Il 1]
SES10 [¢] SDs4 o] B4
§B%12 gl [»= ~ [ SES11 o] |EBE E

Opgdes.. Ajuda Fechar

Figura 3.26: Solver com as informagoes do problema.
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Vemos que as células B12 e B13, mostram um dos resultados encontrados na

resolucao por exaustao Sg = (0,5). Como mostra a Figura 3.27.

E8 v| K B = |=Bre2-cB13

A B C D E
1 Coeficiente x|Coeficiente y| Termo Independente
2 Restrigio 1 2 2 7
3 Restrigdo 2 1 3 12
4 Restrigdo 3 2 3 15
5 [Fungdo Objetivo 1 1
6
7 Restricdes
8 |Fungdo Objetivo Restrigdo 01 10
9 F= 5 Restrigdo 02 15
10 Restrigdo 03 15
1 Varigveis XY 0
12 X= 0
13 Y= 5
14

Figura 3.27: Resultados do problema.

O Solver nos apresentou um resultado, porém comparando os resultados da
célula E8 com a célula D2 temos uma divergéncia da restricao do problema, observe a
Restrigao (3.16).
Ss=(0,5)=2-0+2-5=10>T7.

Este resultado obtido pelo Solver esta incorreto, possivelmente o erro se deu
pelo motivo dos parametros pré definidos no Solver. Isto mostra a importancia de nao
nos fiarmos sempre aos resultados apresentados pelas ferramentas tecnolégicas. Devemos
analisar de maneira critica o que a solugao do problema nos mostra e por situagoes assim o

ideal é termos mais de um método para a resolugao de Problemas de Programagao Linear.
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Comnsideracoes Finais

Observamos que a Programacgao Linear é uma 6tima ferramenta que pode
ser utilizada com a finalidade de referendar os conteidos de sistemas de equacoes e
inequagoes, a fim de contextualizar estas matérias do ensino médio, algo que sempre
é pedido aos professores. O tema abordado neste trabalho, é uma das formas de
explicar algumas situagoes com as quais podemos trabalhar os assuntos abordados na
escola juntamente com os Problemas de Programacao Linear, que é trabalhado no meio

académico.

Deste modo, propomos um meio de propiciar aos alunos os Problemas de
Programagao Linear, uma ideia que é proposta no livro didético [2], porém pouco
aprofundada. No entanto, vemos que ha a possibilidade do tema ser abordado, apesar
de que, a carga horaria para introducao de Problemas de Programacao Linear no ensino
médio é uma barreira com a qual devemos nos ater. Mesmo que nao seja abordado, por
exemplo, o Método Simplex, observamos que é necessario tempo para introduzir o tema

proposto.

Entretanto, independente das limitagoes, vemos com otimismo adotar a
Programacao Linear, principalmente utilizando o Solver, como um instrumento para

abordar e aproximar um conteudo restrito a academia aos estudantes.

Desejamos assim que esta producao tenha evidenciado uma maneira de unir a

Programacao Linear ao ensino médio.
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