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RESUMO

MODELO ESPACIAL BIRNBAUM-SAUNDERS APLICADO A DADOS AGRICOLAS

O conhecimento da distribuicao espacial de dados georrefenciados é de interesse de diversas
areas do conhecimento, incluindo a area agricola. Neste sentido, diversos trabalhos ja foram
realizados; no entanto, a maioria destes trabalhos assumem que o processo estocastico
subjacente é gaussiano. Quando os dados associados com este processo nao apresentam
normalidade, transformacdes de dados sdo usadas. E ainda que o uso dessas transformagdes
tenha apresentado resultados satisfatérios, considerar modelos que levem em conta as
caracteristicas do fenébmeno pode ser mais adequado do que a utilizacdo do modelo
normal. O objetivo deste trabalho é propor um modelo espacial baseado na distribuicao
Birnbaum-Saunders (BS). Esta distribuicdo tem se mostrado eficiente para modelar conjuntos
de dados formados por valores estritamente positivos e cujo comportamento apresenta
assimetria positiva e unimodalidade. A metodologia proposta neste trabalho inclui a formulagéo
do modelo espacial Birnbaum-Saunders, a estimacao de seus parametros utilizando o método
de maxima verossimilhanga (ML), a aplicagao de técnicas de diagnostico que permitem detectar
a sensibilidade do modelo a dados atipicos, a avaliagcao do modelo proposto por um estudo
de simulagao e aplicacido da metodologia desenvolvida em analise de dados reais da area
agricola. Os dados utilizados para validagao do modelo estudado foram obtidos em uma area
comercial de producao de graos de 167,35 ha de Cascavel. No estudo com dados simulados,
para amostras grandes, a estimagao dos parametros e a analise de diagndstico apresentaram
boa performance. No estudo com dados reais, os calculos dos indices AIC, BIC e fator Bayes
bem como a construcao de Q-Q plots mostraram que o modelo proposto € adequado para
ajustar os dados. Casos influentes foram detectados e suas retiradas do conjunto de dados
causaram uma mudancga consideravel nos mapas de contorno. Conclui-se portanto, que o
modelo espacial Birnbaum-Saunders é adequado para realizacdao de estudos com dados
espacialmente correlacionados, e € um modelo alternativo ao modelo normal quando o conjunto
de dados apresenta distribuicao assimétrica positiva.

Palavras-chave: andlise de dados espaciais, andalise de diagndsticos, distribuicbes
assimétricas, geoestatistica, variabilidade espacial.
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ABSTRACT

BIRNBAUM-SAUNDERS SPATIAL MODEL APPLIED FOR AGRICULTURAL DATA

Understanding the spatial distribution knowledge regarding georeferenced data has been
essencial to various areas including agriculture. Thus, several trials have been carried out.
However, most of these studies assume that the underlying stochastic process is Gaussian.
When the data associated with this process do not present normality, data transformations are
applied. And though the use of these transformations has presented satisfactory results, it is
important to consider models which take into account the characteristics of such phenomenon.
It may be more appropriate than using a normal model. So, this trial aimed at proposing a
spatial model based on the Birnbaum-Saunders distribution (BS). This distribution has been
shown effective to model data that take positive values and whose behavior presents positive
asymmetry and unimodality. Thefore, this trial has proposed a methodology that includes
the formulation of the spatial Birnbaum-Saunders model , estimation of its parameters using
maximum likelihood (ML), and application of diagnostic techniques which can detect the
sensitivity of the model to atypical data and evaluate the proposed model through a simulation
study and studies using real data sets of agricultural engineering. These data were obtadined in
a 167.35-ha commercial area for grain production, in Cascavel city, to validate the studied model.
In the study with simulated data and large samples, estimation parameters and diagnostic
analysis showed a good performance. According to the study with real data, calculations of
AIC (Akaike’s information criterion) and BIC (Bayesian information criterion) indexes, Bayes
factor as well as Q-Q plots constrution have shown that the proposed model is appropriate to fit
the obtained data. Influential cases were detected, and their removal from data set caused a
considerable change in contour maps. It is therefore concluided that Birnbaum-Saunders spatial
model is adequate to carry out studies with spatially correlated data. Is is also an alternative
model to the normal model when the data set present positive asymmetrical distribution.

Key-words: spatial data analysis, diagnostic analysis, asymmetric distributions, geostatistics,
spatial variability.
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1 INTRODUGAO/JUSTIFICATIVA

A teoria das variaveis regionalizadas foi formalizada por Matheron (1963), motivado
pelo trabalho de Krige (1951). Matheron (1963) denominou essa teoria de geoestatistica por
considerar se tratar de uma contribui¢cdo da estatistica para a geologia. O principio fundamental
da geoestatistica € o fato da variabilidade (ou dependéncia) de um atributo estar associada ao
espaco fisico, isto €, no estudo de atributos do solo tais como resisténcia do solo a penetracao,
umidade do solo, dentre outros, ou a produtividade. Os valores encontrados para esses
estao relacionados com a posi¢ao espacial do local onde eles foram coletados. Diante da
impossibilidade de se obterem valores de determinada caracteristica em todos os pontos do
espaco, a geoestatistica tem como objetivo caracterizar a dependéncia espacial de variaveis que
dependem da posi¢ao no espaco, a partir de um conjunto discreto de observagdes. Modelos
espaciais sao bastante utilizados na agricultura para caracterizar a dependéncia espacial
de diversos atributos, por exemplo, Borssoi, Uribe-Opazo e Galea (2011) utilizaram modelos
espaciais lineares gaussiano para estudar a variabilidade espacial da produtividade. Em um
estudo da variablidade espacial da produtividade, Assumpcao, Uribe-Opazo e Galea (2014)
usaram modelos espaciais lineares baseados na distribuicdo t-Student, uma distribuicao de
cauda mais pesada, com o objetivo de reduzir a influéncia de dados tipicos na estimagao dos
parametros e nos mapas tematicos.

Apesar dos estudos geoestatisticos nao exigirem que os dados tenham distribuicao
normal, esta € uma distribuicdo bastante utilizada. Em casos em que a suposicado de
normalidade ndo é satisfeita, muitos pesquisadores utilizam transformacdes dos dados para que
se obtenha a normalidade. O uso de transformagdes tem apresentado resultados satisfatorios,
porém considerar as caracteristicas do fenbmeno sob estudo pode ser mais adequado do que a
utilizagao do modelo normal. Varias distribuicdes assimétricas tém sido propostas e discutidas
na literatura para modelar fenémenos que fornecem dados assimétricos (Exponencial, Gamma,
Weibull, Birnbaum-Saunders (BS)).

A distribuicao BS tem se mostrado eficiente para modelar dados que assumem valores
positivos e cujo comportamento apresenta assimetria positiva e unimodalidade (LEIVA, 2015).
No entanto, além dessas caracteristicas empiricas que alguns dados possuem, é importante
considerar os argumentos teéricos que explicam o fendmeno que gera os dados sob analise. A
distribuicdo BS possui argumentos tedricos que permitem descrever adequadamente processos
acumulativos no tempo. Esses sao induzidos por estresse ou outros fatores, processos que
podem ocorrer no estudo de fenbmenos agricolas. Birnbaum e Saunders (1969a, 1969b)
desenvolveram tal distribuicdo motivados por problemas de vibracdo em aeronaves €, embora a
distribuicao BS tenha sido proposta para resolver um problema de engenharia, as aplicacoes
da mesma ndo ficaram restrita a esta area; veja, por exemplo, Leiva, Sanhueza e Angulo (2009)



utilizaram a distribuicdo BS para estudar a qualidade da agua; Leiva et al. (2010) utilizaram a
distribuicdo para desenvolver um estudo sobre poluicéo do ar e Vilca et al. (2010) desenvolveram
um estudo sobre qualidade ambiental na cidade de Santiago a partir da distribuicio BS.

Muitos fendmenos podem, ou necessitam (como no caso da teoria das variaveis
regionalizaveis), ser descritos por variaveis aleatérias multiplas, correlacionadas, fazendo-se
necessario o uso de distribuicbes multivariadas. Uma extensao da distribuicdo BS para o caso
bivariado foi proposta por Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2010). Kundu, Balakrishnan
e Jamalizadeh (2013) definiram e estudaram as principais propriedades de uma versao
multivariada da distribuicdo BS generalizada proposta por Diaz-Garcia e Leiva (2005), da
qual a distribuicao BS multivariada é um caso particular.

O presente texto foi organizado da seguinte forma: a primeira parte aborda introducao,
justificativa e objetivos da tese; na segunda parte apresenta-se uma revisao da literatura utilizada
para o desenvolvimento do trabalho. Os resultados sao apresentados a partir de trés artigos
cientificos resultantes do projeto de pesquisa desenvolvido como tese de doutorado. Cada artigo
pode ser lido de forma independente e tém em comum o uso de modelos espaciais baseados
na distribuicdo assimétrica Birnbaum-Saunders. O Artigo 1 trata de um modelo log-linear
Birnbaum-Saunders, cuja média é constante. O Artigo 2 trata da definicao de um modelo
log-linear Birnbaum-Saunders, cuja média é explicada por um namero finito de covariaveis bem
como da predigao espacial a partir deste modelo. O Artigo 3 aborda a analise de diagndsticos
do modelo BS definido no Artigo 2. Por fim, apresenta-se um capitulo com consideragdes finais
sobre toda a tese. E importante destacar que o Artigo 1 foi aceito para publicagdo na revista
Stochastic Environmental Research and Risk Assessment (SERRA), e sua verséo on line ja foi
publicada (DOI 10.1007/s00477-015-1204-4).



2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo geral

O principal objetivo deste trabalho foi formular um modelo espacial para andlise de
dados espacialmente correlacionados e que possuam distribuicdo amostral assimétrica positiva.
Objetivou-se ainda utilizar o modelo proposto para estudos relacionados a dados agricolas.

2.2 Objetivos especificos

Especificamente, os objetivos deste trabalho foram:

e desenvolver uma metodologia que inclui a formulagdo de um modelo espacial BS e a
estimacao dos seus parametros utilizando o método de maxima verossimilhanca (ML);

e definir a distribuicdo log-BS multivariada, utilizada para a elaboragcdo do modelo,
abordando suas principais propriedades;

e desenvolver técnicas de diagndsticos para o modelo espacial BS;

e aplicar técnicas de diagnéstico de influéncia, que permitem detectar a influéncia de dados
atipicos na estimacao dos parametros, em conjuntos de dados simulados € em conjuntos

de dados reais referentes a experimentos agricolas;

e a partir da modelagem da estrutura de dependéncia espacial, construir mapas tematicos,
utilizando a krigagem como método de interpolacao, para um conjuntos de dados reais;

e verificar se os pontos apontados como influentes exercem influéncia sobre os parametros

estimados bem como sobre os mapas teméticos;

e realizar predi¢cdo espacial com o modelo proposto.



3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Distribuicoes Birnbaum-Saunders e log-Birnbaum-Saunders

A distribuicao normal € a mais utilizada em estudos estatisticos. No entanto, em
diversas situagbes, o0 modelo que melhor representa a distribuigdo dos dados néo € o modelo
normal e a utilizacdo de outros modelos que levem em consideragdo as caracteristicas
do fendmeno sob estudo € mais adequada. Entre as varias distribuicbes existentes, a
distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) tem se mostrado bastante eficiente para modelar
dados que assumem valores positivos e cujo comportamento apresenta assimetria positiva e
unimodalidade. Nesta Secao, o objetivo é apresentar as distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS)
e log-Birnbaum-Saunders (log-BS) nos casos univariado, bivariado e multivariado bem como
suas principais propriedades.

3.1.1 Distribuicao BS univariada

Birnbaum e Saunders (1968), motivados por problemas de vibracdo em aeronaves,
apresentaram um modelo probabilistico para descrever o tempo de vida de materiais expostos
a um processo de dano cumulativo. No ano seguinte, Birnbaum e Saunders (1969a, 1969b)
formalizaram a distribuicao BS e apresentaram um método de estimagado para seus dois
parametros. O modelo BS original considera as seguintes suposicoes:

e Um material € exposto a uma sequéncia ciclica de cargas, as quais produzem uma

rachadura no mesmo;

A carga imposta ao material € a mesma a cada ciclo;

A cada carga C; o tamanho da rachadura é incrementado por um valor aleatério X;, cuja
distribuicdo depende da extensao da rachadura no ciclo anterior e das cargas dos ciclos
que precedem Cj;

O tamanho total da rachadura, devido ao i-ésimo ciclo, Y;, € uma variavel aleatéria que

segue uma distribuicdo com média . e variancia o?;

Quando o tamanho da rachadura ultrapassa um tamanho limite, w, ocorre uma falha no

material;

Os tamanhos da rachadura em ciclos diferentes sédo independentes.

n
Diante dessas suposigdes, o tamanho total da rachadura apés n ciclos € S,, = Z Y;.
=1
O modelo BS esta interessado em encontrar o menor n, tal que S, exceda w. Isto é, esta

interessado em encontrar o nimero de ciclos até a ocorréncia de uma falha.



Seja N o numero de ciclos até que uma falha ocorra. Tem-se que:
P(N<n)=P(N <n,S,>w)+P(N<n,S, <w)=P(S, >w)+P(N <n,S, <w).

Apesar de P(N < n,S, < w) > 0, Birnbaum & Saunders consideram essa probabilidade
desprezivel, isto €, consideraram P(N < n, S, < w) = 0. Além disso, pelo Teorema Central do
Limite, quando n — oo, S,, tem distribuicdo normal com média nu e variancia no2. E assim:

Sn—nu>w—nu _p Sn—n,u<nu—w
ovn oyn ) ovn T oyn

(2o (% (/2 F)

em que ®(-) denota a fungao distribuicdo acumulada (f.d.a.) da distribuicdo normal padrao.

P(NSn)%P(Sn>w):P<

Birnbaum e Saunders substituiram na equacéao (3.1) o nimero de ciclos até a falha
(N) pelo tempo total até a falha (7), e o n-ésimo ciclo pelo tempo t e definiram assim uma
distribuigdo continua de vida com dois parametros da seguinte forma:

s =o(3 (/5 0)

em que Fr(-) representa a f.d.a. da distribuicdo BS, a = € um parametro de forma, v = %

g
N
€ um parametro de escala e ®(-), como ja mencionado anteriormente, € f.d.a. de uma variavel
aleatdria continua com distribuicdo normal padrdo. Assim, diz-se que uma variavel aleatéria

continua T tem distribuicdo BS com parametro de forma o« > 0 e pardmetro de escala v > 0,

(2w

Da maneira como foi definida a distribuicdo BS (a, ) , tem-se que a fungdo densidade

T ~ BS(«, ), se, e somente se,

de probabilidade (f.d.p.) de uma variavel aleatéria continua com distribuicdo BS é dada por,

d
T = 6 (ufts 7)) G

fT (t7Oé,"}/) = dt

(t;,y);t > 0,0 > 0,7 > 0.

em que ¢(-) denota a f.d.p. da distribuicdo normal padrao, e u(t; a, ) ([ [)
Portanto,

exp(a~?) 1 [t ~ -3
t; = —— - | =+ = t t 3t >0, >0,7 > 0.
o) = 520 o {305 (L4 1) 7 (it > 0.0 09

Na Figura 1 sdo apresentadas algumas formas da f.d.p. da distribuicdo BS(«, ). Na
Figura 1(a), o parametro de forma assume o valor fixo a = 1 e diferentes valores do parametro
de escala v € {0,3;0,5;1;2}. Na Figura 1(b) tem-se o parametro de escala fixo, v = 1, e
diferentes valores do parametro de forma a € {0, 3;0, 5; 1; 2}. Observa-se que, a medida que «
se aproxima de zero, a distribuicao torna-se simétrica.
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Figura 1 Funcdes distribuicoes de probabilidade das distribuigbes BS(«, 1) (a) e BS(1,~) (b).

3.1.1.1 Propriedades da distribuicao BS univariada

A distribuicao BS possui varias propriedades interessantes. Muitas dessas propriedades
podem ser facilmente demostradas quando se a estreita relagdo entre as distribuicbes BS e
normal padrao. Algumas dessas propriedades sdo apresentadas a seguir.

1. Se T'~ BS (o, 7) , entdo, cI' ~ BS (a, ¢y),Ve € RY.

Demonstracédo: Seja T' ~ BS (o, ) . Entéo,

pier<o-p(reli)- ( ([ [))q)( (/- /2)).

que é a f.d.a. de uma variavel aleatéria continua com distribuicdo BS (¢, ¢).

ol

2. Se T ~ BS(a,7) entdo T ~ BS (a,7 7).

Demonstracédo: Seja T' ~ BS (o, ) . Entéo,
P(Tlgt):P(Tz >—1— (
et
(e W))
1

que é a f.d.a. de uma varidvel aleatéria com distribuicdo BS (o, v 1).

S

3. Se T ~ BS(«,7), entdo:

2
(a) T:7<C“2Z+ (”‘2Z)2+1> ,emque Z ~ N(0,1).



Demonstracao: Sabe-se da equagéo (3.1.1) que Z = é (\/? f) = ( )
Logo, T —ar/74TZ = ~, de onde segue que (\f — j\ﬁZ) = y+2°~ 72, E portanto,

2
T:’Y<012Z+ (“2Z)2+1> .

(b) T é uma funcao mono6tona crescente de 7.

Demonstracao: Do item (a) tem-se que

T'(Z) = 2y (O‘QZ+

Agora, 2Z aZ)? 1> pea4(2)? 2
gora, < +/ ()" + 1> 06 54 (5)" Lo

*Z__ <0tem-seque (2£)” > (2£)” + 1. Portanto, 7'(Z) > 0 e T

@ [
ou 2 _'_(2) (%Z)2+1

aZ> a a2 Z
1[5+ (5) ———x |,
>0, pois se 22 +1/(2Z)” +1 <0

2

€ uma funcao estritamente crescente.

4. (Momentos) Se T' ~ BS (a, ) e r € N* entao,

2r .
(@ E(T7) =" ( % ) =0

Demonstracédo: Pela propriedade 3(a) 7" = 4" ("‘Z + (%)2 + 1)

¥

)(a)Q(er) [2(r—j+1)]!
2 277 ¥ (r—j+i)!

2r
. Ao se utilizar

o binbmio de Newton, tem-se que,

2r 2r
T — ’YT Z .
=0

) ({7))

23

2r 9
Fazendo i = 2j tem-se, 7" =" _, ( ) (%)QT K ((%) + 1) Portanto,

" 2r
E(T")=+" ,
i=0 \ 2
T
2r
= ’)/T .
i=0 \ 2J
- r 2r
=0\ 2J

()7 ()
(8 ()

(]

(1) e
1

=0

Como Z tem distribuigéo normal padréo, prova-se facilmente, por indugéo sobre n,

que para n par, E (Z") =

<

o7

4 ' (r—j+i) (2 i)
H(2)E()or

E, portanto,

(2(r —j+1))




Demonstracdo: O resultado segue diretamente do item (a), quando r = 1.
(c) A variancia de T é dada por Var(T) = (ay)* (302 + 1) ;
Demonstragdo: O resultado também segue do item (a), lembrando-se que Var(T) =
. 2
E(T?) — E*(T) =+ (1 4+ 2a% + 3a*) — (fy <1 + %2» =(a)? (2?2 +1);

. . . ‘. - . _ 4a(6+11a2)
(d) O coeficiente de simetria da variavel aleatoria T' € dado por CS(T) = (W)’
Demonstracdo: Quando » = 3 na equacdo do item (a), apdés algumas

manipulagdes algébricas tem-se que E (73) = 73 (1 + Ja? + 92’ + 2aF) . Assim,
my = E ((T—E(T))2> = Var(T) = (a9)? (302 +1) e mg = E <(T—E(T))3) -

Yot (W) . Ao se substituirem as expressées de ms e m3 na equagdo CS(T) =

% chega-se ao resultado;
e) O coeficiente de curtose da variavel aleatéria T é dado por CK(T) = 3+ i)
(4+5a2)

Demonstracao: Existem vérias formas de calculo para o coeficiente de curtose.

A adotada neste trabalho ¢ CK(T) = 2124(%)2. Com base no item (a), tem-se

que E (T*) = 7* (1320® 4 60a® + 30 + 8a* + 1) . Portanto, o momento centrado
de ordem 4, my(T) = E(T") — 4E (T®)E(T) + 6E*(T)E (T?) — 3EYT) =

3vtat (%) . Ao se substituirem my(T) e my(T) na equagdo CK(T) =

ma(T)
mo(T)?2

segue o resultado.

Como lirrb CS(T)=0e lir% CK(T) = 3, pode-se dizer que quando « se aproxima de zero
a—r a—>

a distribuicdo BS(«, ) se aproxima de uma distribuigdo normal com média ~, confirmando

0 observado na Figura 1.

5. A distribuicdo BS(«, ) € unimodal para quaisquer a > 0 e v > 0.

Demonstracdo: Para se obter a moda de uma distribuicdo, deve-se derivar sua funcao
densidade de probabilidade e calcular os zeros dessa derivada, pois a moda sédo o(s)
ponto(s) de maximo da fung@o densidade. Quando se deriva fr(t;a,~) e iguala-se a
derivada a zero chegamos a equagao clbica —t3 — (v + va?)t2 + (73 — 3y2a?)t + 42 = 0.
A resolucao desta equagéao leva a uma unica raiz real. Logo, a distribuigdo € unimodal.

6. A mediana da distribuicao BS(«a, ) é .

Demonstracdo: Deseja-se encontrar um valorde t € Rtalque P(T <t) =0,5. Isto é, ¢
tal que Fr(t; o, y) = 0, 5. Equivalentemente, deve-se encontrar que ® (é (ﬁ — 1)
0,5. Como o percentil 50 da distribuigdo normal padréao é zero, tem-se que \/g — ﬂ =0,
de onde segue que t = ~.

3.1.2 Distribuicao BS bivariada

Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2010) definiram a distribuicdo Birnbaum-Saunders
bivariada com cinco parametros, «i,yi,a2,72 € p, BSa(ai,y1,a0,72;p), estendendo a
distribuicdo BS definida por Birnbaum e Saunders(1969a). Isto é, diz-se que um vetor



aleatério bivariado continuo T = (Ty,7%)" tem distribuigdo Birnbaum-Saunders bivariada
BSa(a1,71, 2,72; p), S€ € somente se a fungao distribuigdo acumulada de T for expressa como

1 t 1 t
Fr(ti,t2) = P(Th < t1,Ty < t3) = &y < (\/1—\/’Y1> y — <\/2—\/72> ;P>7
aq M t1) o 72 t2

em que t; > 0;t2 > 0 e Po(u,v; p) € af.d.a. de um vetor aleatério normal padrao bivariado com
coeficiente de correlacédo p, —1 < p < 1. De forma similar ao caso univariado a1, as > 0 sdo
parametros de forma e 1,2 > 0 sdo parametros de escala.

Af.d.p. de um vetor aleatério T' = (T, T») " com distribuicdo BSs (a1, oo, v1, 72; p) é dada
por

. 1 t Y1 1 to 72 . 2 1 Vi % i %
= (5 (2-) & (VD)) () (2))

em que ¢2(u,v; p) € a f.d.p. de um vetor aleat6rio normal padréo bivariado com coeficiente de

correlagao p, isto &, ¢a(u,v; p) = 2”\/%7 exp {—ﬁ(qﬁ +02 = 2puv)} .
Na Figura 2 sdo apresentadas algumas formas da f.d.p. da distribuicdo

BSa(a, 71, 2,725 p)-

RA) T
. pLz)_}*e

Figura 2 Fungbes distribuicdes de probabilidade da distribuigdo BSs(«, 1;0,5) nos casos « =
(1,5;1,5) (a) e a = (0, 5;0,5) (b).

3.1.2.1 Propriedades do vetor aleatério BS bivariado

1. Se T = (T1,T2) " ~ BSa(ay, az, 1,72 p), entdo T; ~ BS(ay, ), = 1,2.

Demonstracdo: Se T' = (T1,T5) " ~ BSa (o, aa, v1, 72; p), €NtEO

(5 ) 2 (5 R) v

em que p € a matriz de variancia e covariancia, dada por p =
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Considere o vetor v = (1,0)". Tem-se que
/T m
T
i ( Q B 71) _ 71 1>
Qi \/ no Vh
T:
VE-VE)

Portanto, - (,/%—,/%) ~ N(v'0,v"pv) = N(0,1). Logo, por definigdo, T; ~
BS(a1,71).

Considerando v = (0,1) " prova-se, de maneira analoga, que T ~ BS(az,y2).

5
<

1
asg

2. SeT = (T1,Tz) " ~ BSa(a1, az,v1,72; p) €ntdo:
(@) (e1T1,coTn)T ~ BSa(ar, az, e171, cav2; p).

Demonstragdo: Considere T = (T1,72)" e Y = (c1T1,c2T»)". Ao se utilizar a
propriedade de funcdes de vetores aleatérios tem-se que a f.d.p. de Y é da forma
0 ¢y

1
¢
1 1 b ¥ 1 L % 2 1 ¥ H o7 3
tots) = il LS 0E N . 2 2. i i
Jr (t1,t2) cico $2 o b % ' % P g P E 200 (3) + (il
2 1 3
_ v 0272 H i\ ? n civi \ 2
ar C1’y1 A CQ’yg 2a iCiYi t; t; ’

que é a f.d.p. de um vetor aleatério com distribuigdo BSs (a1, g, c17y1, c272; ).

fy (t1,t2) = fr (¢ 't1, 5 't2) det (C) , em que C = . Assim,

N——
|

Seguem como casos particulares as seguintes propriedades:
() (cT1,To)" ~ BSy(a, az, cv1,72; p).-

() (T1,cTy) " ~ BSa(ay, g, v1, cy2; p)-

3. Se T = (T1,T5) " ~ BSa(a1, aa,71,72; p) entao:

(@) (71,75 1)T ~ BSa(on, a2,7 73 5 p)-
Demonstragéo: Considere T = (T1,T»)T e Y = (T, 1, T, 1) 7. Af.d.p. de Y é dada
—1

por fy (ti,t2) = fr (tl, t2> det (C), neste caso C =

(3 (E-8) & (V) )i (8)+(4)):
QDD st o)

Observando que ¢2(— = ¢o2(u,v;p) , tem-se:

e ) £ () (88)

que € a f.d.p. de um vetor aleatério com distribuicdo BSa (a1, ag, /31‘ ,ﬁz‘ ip)-
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_ T _
(b) (T7",T2) ~ BSz(ar, 2,77 ', 72; —p)-
Demonstragdo: Neste caso, considere Y = (771, 7;) . Afdp. de Y &

st =n () o (& (V5 ) & (05 -2

(o () (1)) = (@) ())

o /50E) 2050 e (8 )
(= () (2))

E quando se observa que ¢2(—u,v; p) = ¢2(u, —v; p) = ¢2(u,v; —p) , tem-se:
s =& ([E-E) & (V2 2]
1 % 3 % : 1 Y2 3 Y2 3
e () () () 6)))

que é a f.d.p. de um vetor aleatério com distribuicdo BSa(avy, az, V7t v2; —p).

T _
(C) (TIaTQ 1) NBSQ(O{l,’h,OéQ,'YQ lﬂ_p)
Demonstracao: A demonstracéo é analoga a fornecida no item (b) considerando
Y = (1,751

o
=1

4. (Momentos)

(@) Se T = (T1,T») " ~ BSa(a, 0,71, 72; p) entdo, E(T) =

Demonstragdo: E(T) = (E(T1), E(T))". Se T = (T1,T) T ~ BSay(a, as, 71, 72; p)-
Assim, a demonstracdo segue das propriedades 1 e 4(b) do caso univariado.

(b) A matriz de covariancia de T = (Ty,73)" é dada por

w_ [ o (Fai+1) pr
pr a3 (3ad+1) |

2 2 2.2 2.2 2.2
em que pr = M7 ((2+ R 921;“2) pt =5+ ?’“%p?’H(Zl,ZQ)) e
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r(Zy,Z5) é dado por

= ,1-3---(2k—3)
r(Z1,23) = Z(—l)k IWQ%kE(zlzng)
k=2
= 13- (2k—-3)
k—1 2k 2k+1
+ Y (-1 s 01 E (Z2i")
k=2
2 o0
o po11-3--(2k=3) o 3 r,2k41
+ ooy ) (DM 03 B (2123
k=2
a3 = p-11-3---(2k —3) 2R (73 72k+1
T LT gy B (&RAT)
k=2
2~ 013 (26—3)1-3---(2p—3) o o
k+p—2 2k 2k+1 ry2p+1
+ ZZ(—U b 53 L] 23] oy ang(Zl zZr )
k=2 p=2

Demonstracdo: Sabe-se pela propriedade 1 que T; ~ BS(«;,;), i = 1,2 e assim pela
propriedade 4(b) da Sec¢&o 3.1.1.1 tem-se que Var(T}) = (a;yi)” (307 +1),i = 1,2,
A covariancia entre T3 e T € dada por Cov(T,T>) = E(T1T») — E(T1)E(T3). Tem-se

2
ainda T; = ; ("QZZ + (%Z,-)2 + 1> , 1 =1, 2. Portanto,

2 2
2 2
BT (D (22) +1) « (2z+/(22) 1
" 2 2 2 2
1 2 1 :
- E<<2a§z§+1+alzl (%Zl) +1) x <2a§Z§+1+a2Z2 (%%) +1>)

2 2 2 2 >
- 14 QTQE(Z%ZQQ) + Y2+ %E(ZS) + B (22 (%22) + 1)

2
a1 2 ajas 2 o2 2
A (721) +1) +“2E | 272, (722) +1
2 2 2 2
+a22a1E<Z2221 (%Zl) +1> T ajasE (leQ\/(a;Zg) +1\/(%Zl) +1>

Sabe-se que a funcdo geradora de momentos da distribuicdo normal padrao
bivariada m(t1,t2) = exp {3 (t7 + 2t1top +t3)}, € que para se obter o momento
conjunto E(T775y) diferencia-se m(ti,t2) r vezes em relagdo a t; e s vezes em
relacdo a t, e faz-se t; e to iguais a zero (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). Os
resultados desses célculos monstram que E(Z7) = E(Z3) = 1 e E(Z222) = 1 + 2p°.

Além disso, uma vez que Zm/(%Zi)QJrl ¢ uma fungdo impar, sabe-se que
E <ZZ» (Og'Z,-)ZJrl) = E <Z§Zi (";Zi)2+1> = 0 para i,j = 1,2 (KUNDU;
BALAKRISHNAN; JAMALIZADEH, 2010). Portanto,

E(TAT. a3 1 2 2
E(MT) _ <1+a14a2(1+2p2)+2(a§+a§)+a1a2E <ZIZ2\/<O;2ZQ) +1\/(%Zl) +1)>‘

Y172

Utilizando o Teorema Binomial pode-se escrever,

o

Qi 2 a ,1:3---(2k—3) .
Z (ElZz> +1=2;+ 2—; 3+ Z(—l)k 1 S a2k Z?H =12,
k=2

[
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E ainda quando se utiliza

n(m,n

i — —)Ep+ )

i=1,2.

tem-se que,

2 2 3 3 9aia3 3
E<2122\/(O;2ZQ) +1\/(%Zl) +1> :(2+%+%+ 0‘2150‘2>p+ a;fQ (20, 2),

em que r(Zy, Z3) é dado como no enunciado.

Desta forma, tem-se

302 3a2  9alad a2a? 3a2a?
COV(Tl,TQ) = Y172 ((2+1+2+ 1 2) 4 12 p2+ 214

9 9 2 p‘3 +T(Z1,Zz)) .

(c) Se T = (T1,T3) " ~ BSa(a1, az,v1,72; p) entdo, os momentos de ordem 3 e de ordem
4 s30 dados por E(T3) = (73 (£a$ + 9 + 202 + 1) 73 (Lal + 9ad + 202 + 1))
e BE(T*) = (v (2808 + 6008 + 300 + 802 4 1), 74 (12208 + 6008 + 3004 + 803 + 1)) '
Demonstracao: Os momentos de ordem 3 e de ordem 4 podem ser obtidos
observando-se que E(T") = (E(T))", E(T3)")" e utilizando-se as propriedades
1,4 ((d) e 4 (e)) da Segéo 3.1.1.1.

3.1.3 Distribuicao BS multivariada

Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2013) definiram e mostraram algumas
propriedades da distribuicdo BS multivariada generalizada, ao considerarem as distribuicoes da
familia de distribuigdes elipticas. Nesta Segao, apresenta-se a distribuicdo BS multivariada, um
caso particular do estudo de Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2013) quando se considera a
distribuicdo normal.

Um vetor aleatério multivariado T = (Tl, RO )T tem distribuicdo BS multivariada com
parametros a = (a, . . ) ey=(m,--- ,vn , se af.d.a. de T for expressa por

=iz mzion (4 (5 2) o (/5 E))

emaquet = (ti,...,tn) ", t; > 005 > 0,95 > 0,1 <i<ned,(w;X),u = (u,...,u,) éa

f.d.a. do vetor normal padrao multivariado com matriz de variancia e covariancia X, isto é, o
1 se i=j

pij S€LF]

vetor de médias da distribuicdo normal € o vetor nulo e 3 =

A notacao utilizada neste caso é T' ~ BS,, (a,v; X) .
A f.d.p. de um vetor aleatério T = (1},...,T,)" com distribuicdo BS,, (c,~; =) é dada

AR (D () (),

em que ¢, (u; X) € a f.d.p. do vetor normal padrao n-variado com matriz de covariancia X, isto

por
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, w T 1y
€, <Z>n(u, 2) = (27r)"/2(dlet(2))1/2 exXp {_E#} :

3.1.3.1 Propriedades do vetor aleatério BS multivariado

1. Se T ~ BS,, (a0, 7v; %), entdo T; ~ BS(«;, i), V1 <i<n.

Demonstracao: A demonstracdo € andloga a da propriedade 1 da Segédo 3.1.2.1

. T 1 se k=1
considerando v = (vy,...,vy,) "', COM v = )
0 se k#i
2. Sejam p = (p1,...,p,) uma permutagio de (1,...,n) e b, = (by,, -+ ,bp,) " 0 vetor obtido

permutando o vetor b = (by,...,b,)" segundo a permutagdo p. Seja ainda para toda
matriz B, By, a matriz cujas linhas e colunas foram permutadas segundo a permutagdo
p. Se T ~ BS,, (a,v; %), entdo T, ~ BS,, (o, Yp; Xpp) -

Demonstracao: Seja I,, a matriz identidade n x n e p = (p1,...,p,) UMa permutacao
de (1,...,n). Seja A a matriz obtida de I,, por meio da permutacao p, isto €, A é matriz
obtida ao se aplicar a permutacdo p nas linhas de I,,.Tem-se que AT = T,. Como
T ~ BS, (a,; X) tem-se por definicdo que

(X (] m AT )
(R (2 ) e

Assim, u, = Au ~ N, (A0,A¥XAT) = N,(0,%,,), de onde segue que T, ~
BS,, (op, ¥p, Xpp) -
Para as proximas demonstragdes, consideram-se T' ~ BS,, (a,~;X) e as seguintes

particbesem T, a,v e X.

Y11 Y12

T—(17,7;)", a=(a],a)) ,v=(1{,7) e==
o1 Y22

em que Ty, aq, 1 S0 vetores g x 1; Ty, aug, vv2 S80 vetores p x 1; 317 € uma matriz ¢ x g;
352 € uma matriz p x p; £12 € uma matriz ¢ x p e X1 = X, com p + ¢ = n.
3.SeT = (T],Ty) " ~ BS, (a,7; %), entéo:

(@) Ty ~ BS, (a1,71; B11).

1 se i=j
0 se i#j
Observa-se que AT = T;y. Agora, como T' ~ BS,, (a,~; ¥) tem-se que

BB (D) e
(al <\/H \/: ' <\/;—\/7>)~N (40,43 A7) =N, (0,%11).

Portanto, T1 ~ BS, (a1,71; £11) -

Demonstracéo: Considere A = [a;;] uma matriz ¢ x n em que a;; = {



(b)

15

Tz ~ BS, (a2, v2; X22).
Demonstracao: A demonstracao, neste caso, € analoga a do item (a) considerando
1 se Jj=q+1

a matriz A = [a;], p x n, cujos elementos sdo a;; = .
0 caso contrario

Observa-se que AT =T, e que AS A" = Za,. Logo,

1 tq+1 B Yg+1 e ’i < ti_ %) NNp (AO,AEAT) :Np (07 222)’
Qg+1 Vo1 tgr1 an \V 7V in

e, portanto, Tp ~ BS,, (a2, v2; X22) .

Esta propriedade em conjunto com a propriedade 2 assegura que qualquer subvetor de T

tem distribuicao marginal BS.

4. Se T ~ BS,, (a,7;Y), entdo:

(a)

(c¢T1,T2)" ~ BS, ((Otl,oéz)T (ey1,72) | 2) :
Demonstragdo: Considerem T = (T1,T»)', Y = (cT1,T2)" e ui(t,y) =
a%- (\/%— ﬂ) Assim, quando se utiliza a propriedade de fun¢cbes de vetores

aleatorios tem-se que fy (t1,....t,) = fr (3t1,..., 2tg, tg41,. ., tn) [det (A)], em
1

¢

se 1=7;1<i<gq

que a matriz A = [a;;],n xn,étalquea;; =< 1, se i=j;q+1<i<n
0, caso contrario
Assim,
tq
Jy(te, - tn) = ¢n (w1 zﬁl ) ) Ug+1 q+177q+1)a"' yUn (tnsn) 3 2
q << >% r) i ! 7%\ ? ¥\ 2 1
i +<;>> 155 (()+ ())&
i—1 200 Q575 c - i=q+1 2ai7’i ti ti cd
= ¢n (ur (t1,071) 5+ s ug (g5 €Yq) s Ugt1 (Bgr1sYg+1) 5o+ 5 Un (Ens Yn) 1 22)
3 n 1 3

H + - H + T 9
Pl 20507 (( 123 ti M 207y t t;

que é a fd.p. de uma variavel aleatéria com distribuicao

BS, ((omaz)T (ev,72) E) .

(T1,cT2)" ~ BS, ((Oq,az)T (Y1, ev2) 2) :

Demonstragdo: Analoga a do item (a) quando Y = (T4, cT») .
(cTy, cTz)T ~ BS, ((al, ag)T , (e, c*yg)T : 2) )
Demonstracdo: Analoga a do item (a) quando Y = (c¢Ty, cTy) .

5. Se (T3, Tz) ~BS, ((a1,a2) ", (v1,72) "+ ) entdo:

(a)

.
(T4 T) ~ BSn<(a1,az)T7(vflmz) ;21>, em que ¥; =
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Demonstragdo: Considere T = (Ty,T)', Y Ty Te)T e wi(t,y) =

% (\/g— ﬁ) Assim, fy (t1, - ,tn) = fr (%, i gty ,tn) |det (M)], em

=, se i=j1<i<q
que a matriz M = [m;j],n x n, étalque m;; =< 1, se i=7;¢q+1<i<n
0 caso contrario

Logo,

fY(t177tn):¢n (’LL1 (t a’yl) (tl
il;[ 20%71 t Hi— 20‘271 < 1) * (t2> ];[1 E

= ¢n (_Ul (th ) , , —Ugq qa ) Ug+1 (tq+177q+1) ytt,Un (tm'Yn) ) 2)
Y1 Vq

©o ((ENE O NE 1 ()
H2aii (h) +<ti> H 2067 ((h) +(ti> )
i=1 Yi i=q+1

Agora, considerando a matriz A = [a;],n X n, tal que,

uq+1 q+1; fYq+1) , Un (t'rn’Yn) ; E)

1, se i=ji1<i<g
a;j = 1, se i=75q9q+1<i<n
0, se 1#£ ]

Tem-se que AT = (—Ty,T;)'. Como Z ~ N, (0,%) tem-se que (—Ty,Tz)' ~

N, (A0,AXAT) =N, (0, 21 E portanto,

) -
1 1
fY(tlv"' 7tn) :¢Tl U1 tlvi y ot Ug tqai y Ug+1 (t(]+177q+1)a"' 5 Un, (tn777L);21
4t Yq
1

“ 1\ 2 1\ 5 n ) N 1 N 3
90 s ()0,
2131 20 <ti ) <ti 2:111 20,7 \ \ t; £,
que é a funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicao
_ T
BS, ((ah ), (v v2) ;21) :

(T, Tz‘l)T ~ BS, ((al, az)', (')/1,72‘1)T : 21) , em que X; € a matriz descrita no

item (a).

Demonstracéo: Analoga a do item (a) considerando a matriz A = [a;;],n x n, tal que

1, se i=jijl<i<gq
ai; =494 —1, se i=j5;9q+1<i<n
0, se i#j

e observando que AT = (T}, -T»)' eque AXAT =
_ 1\ T _ 1IN T

(Tl laT2 1) NBSTL ((a1>a2)—r7(71 1772 1) ,2)

Demonstracdo: Analoga a dos itens anteriores quando A = [a;;],n X n, cOM a;j; =
~1, se i=j

, € ao observar que AT = (-Tx, —T2)T eque ASAT =
0, se i#j
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6. (Momentos) Se T = (11,...,T,) ~ BS,(a,~;X) entdo:

2 o2 T
Demonstragdo: Segue diretamente de E(T) = (E(T1),---,E(T,))' e das
propriedades 4(b) da se¢éo 3.1.1.1 e propriedade 1 desta secéao.

(b) A matriz de covariancia do vetor aleatério T' é dada por Cov(T') = [a;;], com

o} (30 +1) se i=j

aij: . !
PT;; se i

302 2 202 2, 202
3o 9asa aia] 3ozlozj 3

2 3a? 20
em que pr;; = 7i7; ((2 + 5"+ % + 5 J> pij + “gpi + 5l + T(Zqu)) )
com p;;, @ covariancia entre Z; e Z; e r(Z;, Z;) dado de forma analoga ao realizado

na propriedade 4(b) da Secao 3.1.1.1.
(c) Os momentos de ordem 3 e 4 sdo dados por

15 9 15 9 T
E(T%) = <vi’<3a?+9a‘{+§a?+1),m,vi(3a2+9ai+§ai+1)) e

E(T*)

.
105 105
(7;‘ (704? + 6003 + 3001 + 8ai + 1) s Tn <7ai + 60, + 300y, + 8ai, + 1)) :

Demonstragéo: O resultado segue diretamente de E(T") = (E(T7),--- ,E(T"))" e
dos resultados obtidos nas propriedades 4(d) e 4(e) da se¢do 3.1.1.1.

3.1.4 Distribuicao log-BS univariada

Seja Y uma variavel aleatéria continua. Diz-se que Y tem distribuicdo seno hiperbélico
normal com parametros o > 0, o > 0 e u € R, a qual denota-se por SHN(«, i, o) se, e somente

se,

9 —
Z = —senh <y M) ~ N(0,1).

« g

Desta forma, se Y ~ SHN(«, i1, 0) a f.d.a. de Y é dada por

Fly) = ® <Zsenh <T‘)> yeR

em que ®(-) é a f.d.a. da distribuicdo normal padrdo.
Consequentemente a f.d.p. de Y com distribuigcdo seno hiperbdlico normal é dada por

) = (Zsenn (L2) ) 2L (2o (1))

em que ¢(-) é a f.d.p. da distribuicdo normal padréo. Isto €,

_ 9 _
fly) = 2 cosh (L —H exp [ ——senh? y—H .
2
ooy 2T o « o

A Figura 3 mostra gréaficos de f.d.p.s da distribuigdo SHN(«, i, o). Pode-se observar que os

parametros o, € o sdo, respectivamente, parametros de forma, posicao e escala e que
o grafico da funcido densidade € simétrico em torno de p. Na Figura 3(a), tém-se u = 0,
o = 1, e diferentes valores do parametro de forma a € {0, 5;1;2; 3}. Na Figura 3(b), tém-se os
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parametros de forma e escala fixos, « = o = 1, e diferentes valores do parametro de posicao

u, p € {—1;0;1}. Finalmente, na Figura 3(c), tém-se os parametros de forma e posicao fixos,

a=1epu=0,eo parametro de escala, o assume diferentes valores, o € {0, 5; 1; 2; 3}.

W
wn e o

@

f(y)

1.0

20

15

05

0.0

TEE
W
—o

fy)

20

15

1.0

05

0.0

@

W
wn e o

Figura 3 Fungdes densidades de probabilidade da distribuicdo SHN(«, i, o).

A propriedade apresentada a seguir estabelece uma importante relagdo entre as
distribuigcdes seno hiperbdlico normal e Birnbaum-Saunders:

Se uma variével aleatéria continua 7' ~ BS(«, ), entdo Y = log(T") ~ SHN(«, log(7), 2).
Demonstracao:

Fy(y) = )
- 3 <a—1 ((ex;;(y)) - (exi(y))_» =@ (™" (exp(y — log(7))* — exp(y — log())#))
oo () () ()

que é a f.d.a. de uma variavel aleatéria com distribuigdo SHN(a, p, o).

P(Y <y) =P(log(T) < y) = P(T < exp(y))

Devido a relagé@o estabelecida na propriedade anterior, a distribuicdo SHN(«, u,2) €
chamada distribuigéo log-Birnbaum-Saunders (log-BS) com parametros « e i (log-BS(«, 1)),
isto é, a distribuicdo log-BS é um caso particular da distribuicao seno hiperbélico normal, quando
o parametro de escala o = 2. Assim, diz-se que uma variavel aleatéria Y ~ log-BS(«, 11) se, e
somente se,

2 y—p
_sen < 5 > (0,1)

A f.d.a. de uma variavel aleatéria Y como distribui¢do log-BS(«, 1) é dada por

Fly)=9o (25enh <y;“>> ,—00 <y < 00

«

em que ®(-) é af.d.a. da distribuicdo normal padrdo. E a f.d.p. de Y é dada por
2 Y=\ 9 (2 (Vo
o (o (57)) g (G (57)
L cosh y_ K exp —isenh2 y_ £ .
a2 2 o? 2

em que ¢(-) é a f.d.p. da distribuicdo normal padréo.

f()

Na Figura 4, séo apresentados exemplos da distribuicao log-BS(«, 1). Na Figura 4(a), o
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parametro de posi¢cao assume o valor fixo © = 0 e 0 parametro de forma assume diferentes

valores, a € {0,5;1;2;5}. Podemos observar a simetria em torno de x em todos os casos, a

unimodalidade para os casos a = 0,5, = 1, e a = 2 € a bimodalidade para o caso a = 5.

Na Figura 4(b), ttm-se os parametros de forma fixo, a« = 0,5, € y assumindo os valores 0 e 1.

Pode-se, novamente, observar a simetria em torno do parametro 1 e o deslocamento do grafico

(mudanca de posicao) no eixo das abcissas.

f(y)

3.1.4.

1.

1.0
1.0

(&

[[RRTNTINT!
aNk o

QQQQQ

0.4
|
f(t)
0.4 0.6
Il

0.2

0.0

Figura 4 Funcbes densidades de probabilidade da distribuicdo log-BS(«, ).

1 Propriedades da variavel aleatéria log-BS univariada

A distribuicéo log-BS(«, 1) € simétrica com respeito ao parametro .

Demonstracdo: Uma distribuicdo é simétrica com respeito a i se, € somente se, a
distribuicdo de Y — p €igualade —(Y — u). Seja Y ~ log-BS(a,u) e X =Y — p,

_ _ o (Zeenn (FEATANY o (Peenn (F
PX<z)=PY-pu<z)=PY <zt+u)=9o <asenh (2>) = <aaenh (2>> .
Por outro lado, se considerarmos X = —(Y — u) = =Y + p, tem-se que

PX<z) = P(-Y+upu<z)=P(-Y<z—p)=1-PY <—zx+p)
~ 19 (QSenh (W)) — o (*senh (—)>
Q 2 a 2
= ¢ _—2 (—senh <£>> = gsenh <£> .
« 2 « 2

Assim, as distribui¢cdes de (Y — u) e —(Y — p) s@o iguais e pode-se concluir que Y é uma
distribuigéo simétrica em relagéo a p.

. SeY ~ log-BS(a, i), entédo ¢Y + a ~ SHN(«, cpu + a,2|c|). Em particular, (£Y + a) ~

log-BS(av, £ + a).
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Demonstracdo: Primeiramente, considera-se o caso X =c¢Y +a,c > 0.
POC <) P02 550 = (o (5 ) =0 (o (=52

que ¢ a f.d.a. da distribuigdo SHN(«, cpu + a, 2¢).

Agora, se X =c¢Y + a, com ¢ < 0, tem-se

P(X <z) = P(YZxca)Zl—P(YSxca)zl—@<2senh<x(a+c’u)>>

« 2c

(o () o e ()

que é a f.d.a. da distribuicdo SHN(«, cut + a, —2c¢).

Assim, de um modo geral, tem-se X ~ SHN(«, cp + a, 2|c|).

3. A distribuigao log-BS(«, 1) € unimodal para « < 2 e bimodal para a > 2.

Demonstracdo: Para que se encontre(m) a(s) moda(s) de uma distribuicdo, deve-se
encontrar y € R tal que f’(y) = 0, em que f(-) é a f.d.p. da distribuicdo. No caso da
distribuicao log-BS(«, 1), tem-se

1 — 2 _
fly) = 5 cosh <H> exp <—28enh2 <y2u>> , € consequentemente,
(67 m o

Assim, f'(y) = 0 < senh (Y3£) = 0 ou (1 — Zcosh? (45£)) = 0. Agora, tém-se que
senh (152) =0 & S =04 y = p e que cosh® (452) > 1, sendo que cosh® (L52) =1 «
y = p

Sea=2tem-se % =1e1— Zcosh? (452) =0 < cosh? (452) = 1 < y = p. Neste caso,
y = p € a unica solugao, isto €, a distribuicao é unimodal.
SeO<a<2:>0<a2<4:>%>1:>%cosh2(%) >1.Assim,1—%cosh2(%) +

0, e neste caso também a distribuicdo é unimodal.

. _ — 2 ,
Finalmente,sea >2=0a?2>4=1— %cosh2 (%) = 0 < cosh? (%) = % haduas

solugdes diferentes de u. Logo, neste caso, a distribuicdo é bimodal.

4. Se T ~ BS(«, ), entdo log(cT) ~ log-BS(«, log(c) 4 log(v)),Ve € R, ¢ > 0.
Demonstracao: T ~ BS(a,7y) = ¢T' ~ BS(a,c¢y) = log(cT) ~ log-BS(a,log(cy)) =
log-BS(«v, log(c) + log (7).

5. Se T ~ BS(a, ), entdo log(T~ ') ~ log-BS(e, — log(7)).

Demonstragdo: T ~ BS(a,v) = T ~ BS(a,y 1) = log(T~!) ~ log-BS(av, log(y 1)) =
log-BS(a, — log(7).

6. (Momentos) Se Y ~ log-BS(«, 1), entéo
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(a) A funcgao geradora de momentos de Y é dada por

exp(tp)

My (8) = 2K j9(a™?)

(K7+ (@72) + Kaia (a_2)) .

Demonstracao: Primeiramente considera-se uma variavel aleatéria S tal que S ~
SHN(«, 0,1). Utilizando-se a f.d.p. da distribuicao SHN, a definicdo de cosh e a
relagéo cosh(2s) = 2senh?(s) + 1, tem-se que

fs(s) = mj%cosh(s)exp <Oﬂsenh2(s)>
B 2 exp(s)+ exp(—s)eX —2 (cosh(2s) — 1
S e (G ()
-2
= e}z)(\;;?) (exp(s) + exp(—s)) exp (—a_Qcosh(Zs)) .
A fungéo geradora de momentos de S é
Mslt) = Elexp(us)) = [ explts)fs(s)ds
exp(a™?) [
= OIé)(QTI‘) /_OO exp(ts) (exp(s) + exp(—s)) exp (—oz_zcosh(Qs)) ds
exp(a™?) [
= olj(27r) /oo exp ((t +1)s — o ?cosh(2s)) ds
exp(a™2) [
+ 014)(27r> /OO exp ((t — 1)s — o ?cosh(2s)) ds

Ao se fazer a mudanca de variavel = = 2s tem-se

Mgs(t) = M <; /Oo exp ((t + 1)% — of%osh(a:)) da:)

oV 2T —oc0
—9 00
e}i)(oéﬂ) <; /oo exp ((t - 1)% — of%osh(at)) da?) .

De acordo com a definicdo da fun¢do de Bessel modificada do terceiro tipo de ordem
v, Ky(2), e que K /5(z) = \/7/2zexp(—z) ( RIECK, 1989), tem-se que

K% (Oz_z) + K% (a‘2)

Ms(t) = 2K j9(a™?)

(3.2)

Para a funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria Y com distribuicao
log(a, 1) = SHN(«, i, 2), considera-se a transformagéao Y = u + 2S.

My (t) = E(exp(tY)) = E(exp(t(p + 25))) = E(exp(tp)exp(2L5)) = exp(tp)E(exp(2t5))

Pela propriedade 2, tem-se que S ~ SHN(«, 0, 1), portanto, utiliza-se a equagéo (3.2)

e tem-se que
Ko (04_2) + K2t2—1 (a‘2)
2

My (t) = exp(tp) 2K, ala?)

E(Y) = p.

Demonstracdo: Segue diretamente da propriedade 6(a).
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(c) Rieck e Nedelman (1991) observam que nao existe forma fechada para a variancia
de uma variavel com distribuicdo seno hiberbdlico normal. Rieck (1989) fornece
aproximacoes assintéticas para os casos a pequeno (o — 0) e o muito grande (o —
o0). As aproximacdes fornecidas por Rieck (1989) sdo baseadas em aproximagdes
da funcao geradora de momentos da distribuicdo seno hiperbdlico normal, fornecidas
por Abramowitz e Stegun (1972). A seguir sao apresentadas as aproximagdes para
o caso particular em que o parametro de escala é o = 2, isto &, para a distribuicao
log-Birnbaum-Saunders,

i. Se a — 0, entdo Var(Y) ~ a? — %4

Demonstragdo:  Neste caso, My(t) =~ M (1 o2y M) 7
! ut Q22 | ottt —1?)

consequentemente, My (t) — e <1 + ettty T) i
4443 — " 4044 42

et (o204 MUY e () = et (14 o 2N

2t (oﬂt - W) + et (042 + w> acarretando E(Y?) = My (0) =
2+ a® — &5 Assim:

ot at
Var(Y) = E(Y?) = EX(Y) = p® + o — T p?=a®— e

i. Se a — oo, entdo Var(Y) ~ 4(—2log(8) + log?(d) + 2).
Demonstragédo: Neste caso, My (t) ~ ;f; (L(3+8)0% +p(5—1)072);t <
%, em que u(.) € a fungdo Gamma e § = /2. Ap6s alguns calculos, pode-se

concluir que My (0) = p? + 4 (—2log(d) + log?() + 2) . E, consequentemente,
Var(Y) =~ 4(—21log(6) + log?(8) + 2).

(d) O calculo do coeficiente de assimetria, AS(Y), sera realizado para os casos
assintoticos, baseado nas aproximagdes da fungdo geradora de momentos da
distribuigao log-Birnbaum-Saunders como no célculo da variancia.

w3+3pa? (77"2-5-1)

Jesree o)

i. Sea—0,entédo AS(Y) =

Demonstracao:
242 4044 2 4 3
t t*—1 2t° —t
My(t) = et <1+a2 a g )> +3pet <a2t+o‘( 7 )>
(12t -2
+  3pett <0¢2 + OZ(8)> + 3tatert.

Consequentemente, M3 (0) = 3 + 3p (—%4 + a2> e, portanto,

2
M0 pd 4+ 3pa? (== +1
AS(Y) — Y ( ) _ ( 4 )

VRO e e (1))
12+ (1210g? (5)—231og(85)+26)

v (12+4(—210g(6) +10g2(5)+2)) "
Demonstracao: Segue diretamente da aproximagao Mff’)(O)

ii. Se o — oo, entdo AS(Y) =

Q

=
w

_l_
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1t (1210g(8) — 241og(8) + 26) .

(e) O coeficiente de curtose também sera calculado para os casos assintoticos:
M(4) (0) u4—%u2a4+6p2a2+3a4

. Sea—0,entdo K(Y) =

M;;(O)2 (#24-042—0272)2
Demonstracao:
2t2 4t4—t2 4 2t3—t
Mx(})(t) = plett <1+a2 +a( < )>+4u36“t <a2t+a( 1 )>

at(12t? — 2)

+ 6plett <a2 + 3

> + Yutate!t + 3atett.
E assim, M( )( 0) = pu* — %,uza‘l + 6p%a® 4 3a. Logo,

(4) 4 324 2 9
K(Y):MY (O)Z,M at + 6p%a? + 3o

M. (0)2 2
Y() <M +a2_%>

ii. Se a — oo, entdo

pt + 12 (241og?(6) — 471og(6) + 53) + 161og* ()
(12 + 4(—21og(8) + log?(5) + 2))2
—631log®(9) + 2111og?(8) — 428 log(4) + 432
(12 + 4(—21og(8) + log®(8) + 2))2 '

K(Y) =

Demonstracao: Neste caso, o resultado segue de

MP0) ~ pt 4 p? (2410g%(6) — 4Tlog(8) + 53)
+161og*(9) — 631og®(8) + 211 1log?(8) — 428log(d) + 432.

3.1.5 Distribuicao log-BS bivariada

Nesta Segao, define-se a distribuicao log-Birnbaum-Saunders bivariada por meio de
uma extensao da distribuicao log-Birnbaum-Saunders.

Um vetor aleatério Y = (Y3, Ys) " tem distribuigdo log-Birnbaum-Saunders bivariada com
parametros aq, p1, asg, e € p (Notagao: log-BS, (a1, p1, e, p2; p)) se a f.d.a. de Y for expressa
como

2 - 2 —
Fy(y) =P(Yi <y, Y2 < y) = & | —senh ( L) Zgenn (2212 5p),
a 2 a9 2

emque aj,as > 0,—1 < p < 1e ®y(u,v;p) é afd.a. do vetor normal padrdo bivariado com
coeficiente de correlagao p.

Decorre diretamente da definicdo que a f.d.p. da distribuigao log-BS(av, p1, v, pi2; p) €
dada por

2 — - 1
Iy ( ) b2 (senh <y1 9 Ml) ,OTQSGHh <y2 5 N2) p> cosh (?/1 5 Nl) cosh (3122/@) @.

Na Figura 5 sado apresentadas algumas formas da f.d.p. da distribuicao
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log-BS(av1, pi1, a2, pi2; p)

Figura 5 Fungbes distribuicdo de probabilidade da distribui¢do log-BS(«, 0;0,5) nos casos
a=(1,51,5) (a); a = (0,5;0,5) (b) e e = (1,5;3) (c).

3.1.5.1 Propriedades do vetor aleatério log-BS bivariado

1. Se Y = (Y1,Ys) " ~ log-BSy(au1, i1, o, 123 p), €Ntao, Y; ~ log-BS(ay, i), i = 1, 2.

Demonstracdo: Se Y = M,Y2)' ~ log-BSy(a1,pu1,az,uo;p), entdo,
(lsenh (i), lsenh Y202 ) ~ N3(0,p), logo, lsenh( Yishi) o~ N(0,1) e,
portanto, Y; ~ log-BS(a, i), = 1,2

2. SeY = (V1,Ys) " ~ log-BSy (a1, i1, a, ia; p), €ntéo:

(@) (ch,YQ)T ~ SHNj (a1, e, 2|c|, g, p2,2; p) s€ ¢ > 0, €

(cYq, }/Q)T ~ SHNjy (a1, e, 2|c|, cva, pio, 2; —p) se ¢ < 0.

Demonstracdo: Seja ¥ = (V1,Y2) e X = (c¥1,Y2). Assim, fx(y1,y2) =
10
C
0 1

2 o 2 - 1 i - 1
fx(y1,y2) = ¢2 (a—lsenh< 3 Ml) ' m senh (y2 3 MQ) ;p) aos cosh( £ 5 “1) cosh (%) H

Assim, para ¢ > 0 tem-se

2 Y1 —cp) 2 Y2 — pho
= h — h .
fx (v, y2) P2 (alsen ( o0 ) g™ 5 P
1 — —
cosh yi—cm cosh Y2 — K2 ,
lclaran 2|¢| 2

que é a f.d.p. da distribuicdo SHNy (a1, cu1, 2|c|, aa, 2, 2; p).

fy (Ry1,y2) det(J), em que J = . Entao,

Para ¢ < 0, vamos fazer a seguinte manipulagao algébrica:

senh AN o ) senh 77@1 — o) = senh 2B L —senh 1< .
2¢ —2c 2|¢| 2|¢|
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Portanto,

2 - 2 _
fX(ylay2) = ¢ [ —senh o .~ senh Y2 — K2 o
aq 2c o) 2

que é a f.d.p. da distribuicdo SHNy(aq, cuq, 2|c|, ag, p2, 2; —p).
(b) (Yl,cYg)T ~ SHNs (a1, p1, 2, ag, cuz, 2|cl; p) se ¢ > 0, e
(Yl,cYQ)T ~ SHNs (a1, p1, 2, ag, cuz, 2|c|; —p) se ¢ < 0.
Demonstracao: A demonstracédo é analoga a do item (a).
(€) (cY1,cYa)" ~ SHNy (a1, cur, 2|e|, az, cuz, 2]cf; p).
Demonstragédo: Neste item, o raciocinio também é analogo ao empregado nos itens
anteriores, porém, deve-se lembrar que ¢o(—u, —v, p) = pa(u, v, p).

3. SeY = (V1,Ys) " ~ log-BS, (a1, i1, az, uz; p), €ntdo:
() (~Y1,Y2)" ~ log-BSy (a1, —pu1, z, piz; —p).-
(b) (Y1, —Y2)T ~ log-BS, (a1, p1, a2, —pa; —p) .
(€) (Y1, —Ya)' ~log-BS, (i, —pu1, n, —pu2; p) -
Demonstracao: O resultado segue da propriedade 2 considerando ¢ = —1.

4.8e Y = (Y1,Ya)! ~ BSy(ai,B1,a9,B2;p), entdo log(Y) = (log(Y1),log(Y2))" ~
BSa (a1, log(81), a2, log(B2); p).
Demonstragdo: Considere (X1, X2) = (log(Y7),log(Y2)). Assim,

Fx(y) = P(Xy <y, Xo<yz)=Plog(Y1) <yi,log(Ya) < ya2) = P(Y1 < exp(y1), Ya < exp(y2))

oo () - (o)) () (25) ) )

Apo6s alguns calculos, tem-se que

Frts) = Lo (BB 2 (b0 )

que é a f.d.a. da distribuicao log-BS, (a1, log(51), ag,log(B2); p) .

5.8eY = (Y1,Y2)" ~ BSy(au, 81, az, B2; p), entéo:

(@) (log(cY1),log(¥2)) " ~ log-BS,(a1, log(c) + log(51), az, log(B2); p).
Demonstragao: Se Y = (Y1,Y2)7 ~ BSs(a1,B1,a0,B2;p), entéo,
(cY1,Ya) T ~ BSa (o, b1, an, Ba; p),  portanto,  (log(cY?),log(Ya))" ~
log-BSs (a1, log(cfr), g, log(B2); p). Isto &,

(log(cY),log(Y2)) " ~ log-BSy (a1, log(c) + log(51), az, log(Bs); p).-
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(b) (log(Y1),log(cY2)) " ~ log-BS,(a1,log(51), az,log(c) + log(B2); p).-
() (log(cYr),log(cYs)) " ~ log-BSy(au, log(c) + log(B1), as, log(c) 4 log(B2); p).
Demonstracao: As demonstracdes dos itens (b) e (c) sédo analogas a do item (a).

6. SeY = (Y1,Y2)" ~ BSy(au, B1, a2, B2; p, €ntéo:

(@) (log(Y; 1), log(¥2)) " ~ log-BS, (a1, —log (1), aa, log(Ba); —p)-
Demonstragao: Se Y = (.Y ~ BSyai,fi, a2 B;p), entdo
(Y71 Y2)T  ~ BSe(ar, Bt as, Ba;—p). Deste modo, (log(Y;!),log(Ya))T ~
log-BS,(ay,log(B 1), az,log(Ba); —p). Isto &,

(log(Yy™"), log(¥2)) " ~ log-BS, (a1, —log(f1), az,log(B2); —p).

(b) (log(Y1),log(Y; )" ~ log-BSy (a1, log(f1), a2, —log(Ba2); —p)-
Demonstracdo: A Demonstragao é analoga a do item (a).

() (log(Yy ), log(Yy )" ~ logBSy (a1, —log(B1), az, —log(B2); p)-
Demonstracao: Se Y = (,Y)" ~ BSyai,pi, a2 B5p), entdo
Y7L DT~ BSy(an, Byt g, By Y p). Assim, (log(Yy ), log(Yy )T~
log-BS, (a1, log(ﬁfl), ag,log(ﬁgl); p). Ou seja,

(log(Y;"),1og(Y5 )" ~ log-BSy (a1, —log(B1), az, —log(B2); p).

7. Se T = (Y1,Ys)" ~log-BSy(ay, pu1, o2, pi2; p), €ntdo E(Y) = (uy, po) ' .

Demonstragdo: E(Y) = (E(Y1), E(Y2))' . Se (Y1,Y2)T ~ log-BSy(ay, ji1, az, jia; p), €ntdo
Y; ~log-BS(«oy, u;) para i = 1,2, portanto, E(Y;) = u;.

3.1.6 Distribuicao log-BS Multivariada

Define-se a distribuicdo log-Birbaum-Saunders multivariada da mesma forma que
definiu-se a distribuigdo log-Birbaum-Saunders bivariada, isto é, estende-se o conceito da
distribui¢ao log-Birnbaum-Saunders univariada.

Um vetor aleatério Y = (Vi,...,Y,)" tem distribuicdo log-Birnbaum-Saunders
multivariada com parametros a = (aq,..., o), o = (p1,...,4n) € X se a f.d.a. de Y for
expressa como

2 - 2 -
Fy (y1, .oy yn) = Py (alsenh (y12,u1> g senh (yn 5 Hn) ;2) )

emaque ai,...,an >0e P, (u,...,u,; X) é afd.a. do vetor normal padrdo multivariado com

matriz de correlagéo X.
Assim, a f.d.p. da distribuicao log-BS,, (v, p; ) € dada por

2 — 2 n - HMn
Py (W, ) = b <h (H)h<y o >;z>

aq 2 o,

"o oy
TT Lcosh <yz m) ’
(673 2

i=1
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emque ¢, (u1,...,u,; %) € af.d.p. do vetor normal padrdo multivariado com matriz de correlagéo
3. Se Y é um vetor aleatério com distribuicao log-BS n-variada, com parametros a, u e X
utiliza-se a notagéo Y ~ log-BS,, (o, u; X) .

3.1.6.1 Propriedades do vetor aleatorio log-BS multivariado

1. SeY = (Y1,...,Y,) " ~log-BS,, (a, u; ), entdo Y; ~ log-BS(a, p;),i = 1,...,n.
Demonstragao: Se Y = (Y1,...,Yn) ~ log-BS,, (o, 13 X),  entéo
T
( Zgenh (US4 ... O%Senh (W)) ~ N, (0,X).

a1

: 0 se k#i
Considerando-se um vetor n x 1 v = [y, com v, = ,
1 se k=1
2 Yi—fhi T(2 Y1—p1 2 Yn—p T
tem-se que senh (Y3H) = v <a—lsenh(T) ,...,a—nsenh(%)) , e, portanto,

Zsenh (#51) ~ N(v'0,0'Zw) = N(0,1). O que implica, por definicdo, que Y; ~
log-BS(a;, p;).

2. Sejam p = (p1,...,pp) uma permutagdo de (1,...,n) e b, = (by,, . .. ,bpn)T o vetor obtido
permutando o vetor b = (by,...,b,)" segundo a permutagdo p. Seja ainda para toda
matriz B, By, a matriz cujas linhas e colunas foram permutadas segundo a permutagao
p. Assim, se Y ~ log-BS,, (o, 3;3) entéo Y, ~ log-BS,, (ap, Bp; Xpp) -

Demontragdo: A demontragdo é analoga a da propriedade 2 da Secdo 3.1.3.1

u = 3senh M ,...,isenh Yo = pn .
a1 2 Qp, 2

Assim, como no caso da distribuicao BS multivariada, para as préximas demonstracoes

considerando

consideram-se Y ~ log-BS, (a,3;X) e as seguintes particbes em T',a,B e X: Y =
Y11 12
a1 22
sao vetores g x 1; Y3, aa, 32 S&0 vetores p x 1; 311 € uma matriz g x ¢; Y22 € uma matriz

(1]11—71]2—'—)—'—705 = (aI’a;)T 7/3 = (1@;7/8;—)—'— el = , em que Y1>a1>/31

p X p; X12 € uma matriz g x p e Boy = X, cOM p + g = n.
3.SeY = (v, YzT)T ~ log-BS, (a, p; X), entdo:

(@) Y1 ~log-BS, (a1, p1; 311)-
1 se i=j

Demonstragéo: Considere a matriz A = [a;;], ¢ X n, em que a;; =
0 se i#j

Como Y ~ log-BS, (a0, 3; ), tem-se que

2 — 2 —
2 senh (L HL ,...,—senh Yn — tn ~ N, (0,%).
oq 2 O, 2

2 — 2 —
(Senh <M> ,...,—senh (Z/qzﬂq)) ~ Ny (AO, AEAT> =N, (0,%11),




28

portanto, Y7 ~ log-BS, (a1, B1; 11) -
(b) Yz ~ log-BS, (a2, p2; X22).
Demonstracdo: A demonstragéo, neste caso, é analoga a do item (a), considerando
1 se j=q+1

a matriz A = [a;5], p X n, em que a;; = e Observando-se
0 caso contrario

que AY =Y, eque ASAT = 3,,.

Esta propriedade em conjunto com a propriedade 2 assegura que qualquer subvetor
de Y tem distribuicdo marginal log-BS.

4. SeY = (YIT,YZT) ~ log-BS,, ((al ,a;—) , (p—lr,u;)T ; 2), entdo:

() (c¥;",Yy")" ~ SHN, ((al,a;)T,(cuI,u;)T,(Z\d-1;,2-1;)T;E>,sec>()e
(cYy',Yy ) ~ SHN, ((a.ﬂ1 o)’ (end nd) " (212 1;)T;21) ,sec <0,
em que X, é dada como na propriedade 5 da Secao 3.1.3.1.

Demonstracdo: SejaY = (Y1,...,Y,) e X = (eY1,...,¢Yy, Yoq1,...,Y,). Assim,

1 1 %Iq 0

fX(ylayn) :fY (Eyl;""Eyqayq+17"'7yn) det(A)vem queA: 0 I

p

Logo,

Y1 Yq
il 1 o T H - -
IxWi,...yn) = ¢n (U1< 5 ),---ﬂlq( B q)7uq+1 (W)w~wun(ynzun)>4

em que u;(x) = o%senh(w).
Para ¢ > 0 tem-se:

_ Y1 —ca Yq — Clq (yq-H - Mq+1) (yn - Un)
Ix (Y1, yn) ®n (ul( 2lc] )7--->uq< 2lc] >7uq+1 B yeeey Un B

Tl Yi — Clbi “
H|c\a-C°Sh( 21 ):H @

i=1 *

que é af.d.p. dadistribuicdo SHN,, ((a1 ad) (end ng) " (2 1) 21T Z) :
Agora se ¢ < 0, tem-se que

1
fX(y) = fY< yl,---7zyqayq+l7~~~7yn> d@t(A)

Y1 Yq
s e T H Yg+1 — Hg+1 Yn — Hn
= ¢n(u1< 9 )a---vuq( 2 q)7uq+1(%)a--wun( 2 )>

_ - Y1 —c _ Yqg — Clq (yq+1 - Mq+1) (yn - Hn)
d)n( u1< 2] ),..., uq( 3[c] ),uq_H 5 ey Un, 5
q

que é af.d.p. dadistribuicdo SHN,, ((al ,ag)T , (C,U,I,p,;)T ,(2e|-1],2- 1;)T : 21) .
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(b) (YlT,chT) ~ SHN,, <(a1 ,a;) ) (uI,cu;)T , (2 . 1;,2]0\ . 1;)T;E> ,sec>0e
(V.e¥y) " ~SHN, ((af ,a) ", (] end) " (217,21l - 1)) 531 ) se e < 0.
Demonstracao: A demonstragéo € analoga a do item (a).

(€) (chT,chT) ~ SHN,, ((al,a;) , (c,uI,cu;)T , (2]c|1qT,2|c\1;)T : E) )
Demonstracao: A demonstragéo, neste caso, é analoga as dos itens anteriores,

lembrando-se que ®,,(—uy, —ug, ..., —up; 3) = Py (ug, ug, ..., up; 3).

.
5.SeY = (Y3,Y2)" ~ logBS, ((al,az)T (prp2) 2) , ento:

(@) (~Y1,Ya)' ~ log-BS, (((al,az)T (—pa,p2) " 231)>T;
(b) (Y1,-Y2)" ~log-BS, ((Oflaaz)T (p1s —p2) " 21>T;

-
© (~Y1,~Y2)" ~1log:BS, ((ar,02) ", (~pa1, —p2) 5 %)
Demonstracdo: O resultado segue diretamente da propriedade 4 ao se fazer c = —1.

6. Se (Y1,...,Y,) ~BS,(a,7; X), entéo (log(Y1),...,log(}¥,)) ~ log-BS(ex, log (v) ; ).
Demonstracdo: Considere X = (Xi,...,X,) = (log(Y1),...,log(Y,)). Assim,

Fx = P(Xi<yi,....,Xn < yn) =P < eXP( Yo < exp(yn))

-1 exp(y1) \* _ exp exp(y1) % at exp(yn)>é _ <exp(yn))_é .
¢"<a1 <( ) ( ) ) ( 2 w) )T
= o¢n <O%senh (%W) yee a—nsenh (%) ;2) )

que ¢ a f.d.a. da distribuigao log-BS(a, log (v) ; ).

.
7.80 Y = (Y1,Y3)' ~ BS, ((a1,02)", (u1,p2) 5%) , entdo (log(c¥1), log(Y)) ~
T T T
log-BS,, ((al,az) , (log(cp),log(p2)) ;2)
.
Demonstragdo: Se (Yi1,Ys)' ~ BS, ((al,az)T : (ul,uz)T;Z> ,entdo (cY1,Ys)' ~
T
BS, ((al,az)T,(cul,uQ)T;E) e, consequentemente, (log(cYy),log(Y2))' — ~

-
log-BS,, ((Om az) ", (log(cpr), log(p2)) " ; 2) -
T T T T ~
8. SeY = (Yl,Yz) ~ BSn ((al,az) 7(,“17/1/2) ;E) , entao:

(a) (log(Yy 1), log(Ya)) ' ~ log-BS, ((al,az)T,(—log(ul),log(uz)f;21).
~ T T T T
Demonstrac&o: Se (Y1,Ys) ~ BS,, ((al,az) ,(p1, p2) ;2> :
entaio (Y, ', Y2)T ~ BS,, ((al,a2)T , (,u;l,m)T : 21> . Portanto,

(log(¥; 1).log(Ya)) '~ logBS, ((04170‘2)T7(10g(ufl),10g(uz))T;21)T -
log-BS, ((0ur, 2) . (—log(un). log(p2) T+ 21 )
(b) (log(Y1), log(YQ*l))T ~ log-BS,, ((al, asz,)", (log(pa), —log(p)) ' ; El)T .

T T T T
(c) (log(Yy '), log(Yy 1)) ~log-BS, ((ah az) ', (—log(p1), —log(p2)) ;2)
Demonstracao: As demonstragdes dos itens (b) e (c) séo analogas a do item (a).
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9. SeY = (V1,Y2)' ~log-BS, ((oq,az)T (1 p2) ' 2)T ,entdo E(Y) = p.
Demonstragdo: Y = (Vi,...,Y,)" ~ log-BS, ((al, can) (e, ,Mn)T;E>T, entdo
Y; ~ log-BS(«;, 1), i = 1,...,n, e, consequentemente E(Y;) = u;. Logo, E(Y) =
(s espin)

3.2 Estatistica espacial

O estudo da variabilidade espacial (caracterizagdo e modelagem) é o principal objetivo
da geoestatistica. Esta teoria, criada por Matheron (MATHERON, 1963), tem como principio
fundamental a depedéncia ou continuidade espacial. Este principio diz que a variavel de
interesse esta associada ao espaco fisico que ocupa, e, mais que isso, se a variavel
regionalizada é definida como uma fungédo f : R® — R a medida que um ponto P € R"
se aproxima de Py € R", f(P) se aproxima de f(FP,), isto €, quando P se aproxima de P, 0
valor da variavel em P se aproxima do valor da variavel em F,.

Diante da impossibilidade de se obterem valores de determinada variavel em todos os
pontos do espago de interesse, a geoestatistica tem como objetivo caracterizar a variabilidade
espacial de variaveis correlagionadas a partir de um conjunto discreto de observagées. Por
exemplo, no caso de estudo de caracteristica do solo, € comum determinar uma malha de
pontos georeferenciados na superficie, onde sdo efetuadas sondagens, de maneira a avaliar o
teor de determinado minério. Deste modo, tem-se um conjunto de dados segundo uma malha
bidimensional, que permitirdo avaliar o teor do minério em toda area sob estudo. A Figura 6
ilustra uma malha bidimensional regular.
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Figura 6 Malha bidimensional regular.

A exatidao da avaliagéo pode depender do espagamento das amostras (GUEDES et al.,
2011) e também da variabilidade espacial da variavel.
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3.2.1 Modelos geoestatisticos

Em modelos geoestatisticos, um valor localizado espacialmente em s; € interpretado
como uma realizagao z(s;) da variavel aleatoria Z(s;). No espago D C R™, no qual se distribui
o conjunto de amostras, tém-se as realizagbes de n variaveis aleatérias Z(s1),...,Z(sn),
correlacionadas entre si. Para cada uma das variaveis aleatérias, tém-se definidas a média
de Z(s;), ni = E(Z(s;)), a variancia de Z(s;), Var(Z(s;)) = E(Z(s;)?) — E*(Z(s;)) e, para
duas variaveis aleatorias, Z(s;) e Z(s;), a covariancia C(Z(s;), Z(s;)) = E(Z(si)Z(s})) —
E(Z(s:))E(Z(s;)), a correlagao p(Z(s;), Z(s;)) = C(Z(ss), Z(s5))/r/Var(Z(s:))/Var(Z(s:)),
e a semivariancia, v(Z(s;), Z(s;)) = 3E((Z(s;) — Z(s;))?) entre Z(s;) e Z(s;), i,5 =1,...,n.

Geralmente, o conjunto das variaveis aleatérias constitui um vetor de variaveis aleatérias

n-variado Z = (Z(s1),. .., Z(sx))T, do qual sé se conhece uma realizagdo. Com apenas uma
realizagao, teoricamente, € impossivel estimar qualquer parametro estatistico. Assim, de modo
a permitir a inferéncia sobre algumas estatisticas, a teoria supde que {Z(s),s € D} € um
processo estocastico estacionario (MARDIA; MARSHALL, 1984), isto €, sup6e que:

e Todas as variaveis aleatérias tém a mesma média, isto &,
E(Z(s1)) = -+ = B(Z(sn)) = E(Z(s)) = p.

e A correlagao entre duas variaveis aleatérias depende somente da distancia espacial que
as separa, isto &,

C(Z(s3), Z(s5)) = C(Z(83), Z(8i + hij)) = C(hsj)
em que h;; é a distancia euclidiana entre s; e s;.

Consequentemente,

3.2.1.1 Ferramentas estatisticas para o estudo da variabilidade espacial

Considere s € D C R™ e uma variavel quantitativa Z(s). Os diagramas de representagao
dos pares de pontos Z(s) x Z(s + h), para diferentes valores de h, h-scatterplots, contém
informacgdes ricas sobre a variabilidade espacial da variavel (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989;
SOARES, 2000). Por exemplo, em um 1-scatterplot, a coordenada x € o valor da variavel em
determinada localizagédo e a coordenada y € o valor da variavel em uma localizagdo que esta
a uma unidade de medida da localizagao inicial, x. Assim, se os valores dos dados de locais
separados por uma distancia h sdo muito semelhantes, os pontos do h-scatterplot ficam perto
da reta y = = (Figura 7). Ainda é possivel constuir h-scatterplot considerando-se diferentes
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direcées. Por exemplo, em um (0,1)-scatterplota coordenada y é o valor de uma variavel
que esta localizada a uma unidade de medida ao norte da localizagdo x, enquanto em um
(1,0)-scatterplot a coordenada y é o valor de uma variavel que esta localizada a uma unidade
de medida ao sul da localizag¢éo x.
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Figura 7 llustracdo de um h-scatterplot.

A forma das "nuvens de pontos"dos h-scatterplots fornece informacdes, tais como:

e se existe isotropia, isto é, se o comportamento da variavel € o0 mesmo em todas as
direcdes. Quando isso ocorre, 0 comportamento dos h-scatterplots € semelhante para
diferentes direcoes;

e se existe ou ndo continuidade espacial, isto é, se os valores da variavel em pontos
mais préoximos sao mais semelhantes do que em pontos mais distantes. Quando existe
continuidade espacial, os valores da variavel tornam-se menos semelhantes a medida
que h cresce. Portanto, a "nuvem de pontos"vai ficando mais "espalhada"conforme h

cresce,

e se existem pontos com um comportamento nao usual, isto €, o valor da variavel é muito
diferente, quando comparado com pontos em sua vizinhanga. Um ponto discrepante € um
valor solitario em um grafico, pois apresenta uma relagdo nao usual com os outros valores.
Deve-se dispensar uma atencéo especial a esses pontos, pois as estatisticas utilizadas
para estudar a variabilidade espacial podem ser influenciadas consideravelmente por
esses valores discrepantes.

Apesar dos h-scatterplots serem bastante eficientes no estudo da variabilidade espacial,
o estudo desta por h-scatterplots € muito trabalhoso. Sendo assim, é usual utilizar instrumentos
que os sintetizam. Por exemplo, um instrumento que quantifica a continuidade de Z(s) é a
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media do quadrado das diferencas entre z(s) e z(s + h), isto é, o estimador do semivariancia

dado por
N(h)

T = ey 2 (o0 = lss + Y

em que N (h) é o numero de pares de pontos para cada distancia h.

Cada h-scatterplot da origem a um valor de 7(h). Representando num grafico os
valores de 7(h), em fungao de valores possiveis para h, tem-se 0 semivariograma experimental,
também denominado semivariograma classico de Matheron. Os modelos espaciais utilizados
para a estimacao da estrutura de dependéncia espacial consideram que a variavel é isotrdpica,
isto €, que a variavel apresenta 0 mesmo padrao de variabilidade espacial em todas as
dire¢des (JOURNEL; HUIUBREGTS, 1978). Portanto, o estudo da dependéncia espacial pode
ser feito por um Unico semivariograma, chamado de semivariograma omnidirecional. Se a
variabilidade espacial apresenta comportamento diferente em diferentes direcdes, isto €, €
anisotrépica, faz-se necessario corrigi-la antes de se utilizar o semivariograma omnidirecional.
Para mais detalhes sobre anisotropia ver Isaaks e Srivastava (1989), Diggle e Ribeiro Junior
(2007), Guedes et al. (2008). As direcdes para a construcao dos semivariogramas direcionais
sao infinitas, porém as dire¢cdes apontadas como convencionais sao: 0°, 45°, 90° e 135°
(ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989). Por convengao, esses angulos sao obtidos a partir da direcao
norte, no sentido horario, como pode ser observado na Figura 8.

Norte (0°) A ss
.

N
Sul (180°) N 135°

Figura 8 Principais direcdes para o semivariograma direcional.

Devido as relagdes estabelecidas em (3.3), estudar a variabilidade espacial por meio
dos semivariogramas € equivalente a estudar a variabilidade utilizando as funcdes covariancia
ou correlacao. A Figura 9 ilustra um semivariograma experimental.

Uma vez obtido o semivariograma experimental, a fim de conhecer a semivariancia para
qualquer valor de h € R, ajusta-se um modelo tedrico a esse . Assume-se que tal modelo é
dado por uma fungao de trés parametros (MARDIA; MARSHALL, 1984), que serao estimados:
efeitos pepita ou nugget (¢1), contribuicao ou sill (¢2) e alcance (a = g(¢3)). Supde-se ainda
que Z(s1), ..., Z(syn) sdo dados pelo modelo

Z(si) = p(si) + €(84),
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Figura 9 llustragdo de um semivariograma experimental.

em que u(-) é o termo deterministico e ¢(-) é o erro do modelo. Assume-se também que u(s;) =
p

Z Bjz;(si), em que z;(s;) sdo fungbes conhecidas de s;, 5; sdo pardmetros desconhecidos a
j=0
serem estimados, e os erros tém média zero, E(e(si)) = 0. Isso implica que E(Y (s;)) = u(s:).

Assume-se ainda que a dependéncia espacial é determinada por uma matriz escala
3, n x n, simétrica, ndo singular e positiva definida, proporcional a Cov (e), especificada pela
forma paramétrica
Y = po1ln + p2R(p3),

em que R(p3) = [ri;], € uma matriz simétrica, n x n, com elementos da diagonal principal iguais
a 1 e que depende do modelo teérico de variancia adotado para modelar o semivariograma
experimental. Os parametros que descrevem a depedéncia espacial sdo descritos a seguir e
ilustrados na Figura 10.

e Efeito pepita (p1): teoricamente, v(0) = 0, e, devido a continuidade, a medida que h
se aproxima de zero, v(h) se aproxima de zero. Na pratica, porém, a medida que h se
aproxima de zero, v(h) se aproxima de um valor positivo, 1, ao qual denominamos efeito
pepita. O que ocorre é que, na pratica ha, um valor minimo de h entre amostras para o
qual o valor v(h) pode ser quantificado. Quando esse valor é elevado, tem-se que ha uma
grande variabilidade a pequena escala. H4 uma descontinuidade do semivariograma a
uma escala nao captada pelas amostras. Essa descontinuidade deve-se basicamente a
dois fatores: a variabilidade de pequena escala nédo captada pela malha de amostragem
e dos possiveis erros de medida. O termo efeito pepita deve-se, possivelmente, a um
fato ligado ao processo de mineragdo: nas jazidas de ouro, € comum a ocorréncia de
pepitas (nugget), situacdo na qual acontece uma alternancia de teores elevados de ouro
(quando ocorrem pepitas), e baixos teores (quando as pepitas ndo estao presentes). Nao
existe relagao entre o espago fisico e a formagao da pepita. Assim, quando a variabilidade
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acontece ao acaso, ou seja, nao ha relagcao entre a caracteristica e o espaco fisico,
dizemos que ocorre um efeito pepita.

Contribuicdo (p2): de um modelo geral as fungdes semivariancias tendem
assintéticamente para o valor ¢; + ¢2, chamado de patamar. A partir do patamar o
semivariograma se estabiliza. O patamar esté relacionado com a variancia total do
processo.

Alcance (a = g¢g(y3)): € a distancia a partir da qual os valores de ~(h) param de
crescer e sdo iguais ao patamar. E a distancia dentro da qual as amostras apresentam
autocorrelacdo espacial, isto €, o0 alcance mede a distancia a partir da qual os valores
de Z(s) deixam de estar correlacionados. Nos modelos teéricos abordados nesta tese
a = cp3, €em que ¢ € uma constante que depende do modelo. Observa-se que nos
modelos tedricos apresentados a seguir, com excessao do modelo esférico, o alcance real
¢ infinito, contudo, para fins de operacbées matematicas, convenciona-se que nestes casos
que o alcance é obtido a 95% do patamar, isto &, 3 € tal que v(p3) = 0,95 (o1 + ¢2),
como observado por Seidel e Oliveira (2013) e referéncia neles citada.

15

b1+

1.0

¥(h)

0.5

91

Figura 10 llustragédo dos parametros espaciais do modelo.

3.2.1.2 Modelos tedricos de semivariogramas

Os modelos espaciais utilizados para explicar a estrutura de dependencia espacial sao

divididos em modelos que possuem patamar (modelos transitivos) e modelos que ndo possuem
patamar (modelos nao transitivos) (MARDIA; MARSHALL, 1984; CRESSIE, 2015). Porém,
apesar de existirem fendmenos em que o crescimento de v(h) néo tende para um patamar, e 0s

semivariogramas precisam ser ajustados por modelos sem patamar, os modelos com patamar

cobrem as situacdes de dispersao de fenbmenos espaciais nas Ciéncias da terra e do ambiente

(SOARES, 2000). Apresentam-se, na sequéncia, os principais modelos de semivariogramas
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transitivos (esférico, exponencial, gaussiano, exponencial poténcia e familia Matérn), descritos
como funcdes dos parametros o1, p2 € 3.

e Modelo esférico: neste modelo, a fungao de semivariancia € dada por

0 se h=0 f
v(h) = 901+902<§'<9£‘3)—§(£;)3> se 0<h<ys

Y1+ p2 se h> ;3

Este modelo apresenta crescimento rapido junto a origem e o alcance é a = ¢3. A Figura

11 ilustra um semivariograma que apresenta modelo esférico.
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Figura 11 Semivariograma teérico: modelo esférico.

e Modelo exponencial: a funcao de semivariancia, neste caso, é dada por

0 se h=0

() = P11+ P2 <1fexp (790%)> se h>0.

Neste modelo, 0 alcance é atingido de forma assintética e é dado por a = 3¢3. O modelo
exponencial também apresenta crescimento rapido junto a origem. A Figura 12 mostra

um semivariograma que segue um modelo exponencial.
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Figura 12 Semivariograma teorico: modelo exponencial.

e Modelo Gaussiano: os semivariogramas dos modelos esférico e exponencial apresentam
crescimento relativamente rapido junto a origem. De acordo com Soares (2000), os
fendmenos regulares e continuos apresentam, tipicamente, um semivariograma com
crescimento lento e comportamento parabdlico préximo a origem, caracteristicas do
modelo Gaussiano. No modelo Gaussiano, a fungéo semivariancia é dada por

0 se h=0

(k) = 01+ 2 (1 — exp (—(%)2» se h>0

A Figura 13 mostra o comportamento de um semivariograma que segue o0 modelo
Gaussiano.
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Figura 13 Semivariograma teérico: modelo gaussiano.

Assim como o modelo exponencial, 0 modelo gaussiano atinge o patamar assintoticamente.

Seu alcance € dado por a = v/3¢s3.

e Modelo exponencial Poténcia: A familia de modelos cujas fungdes semivariancias sao
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dadas por
0 se h=0

801+802(1—6Xp<—(%)p>> se h>0

emque p € R, para 0 < p < 2. Pode-se observar que, para p = 2, 0 modelo exponencial

v(h) =

poténcia € o modelo gaussiano e, para p = 1 0 modelo exponencial. A relagdo entre
o alcance pratico e o parametro p3 depende do valor de p. A Figura 14 mostra o
semivariograma para os casos p = 0,5 (a) e p = 1,5 (b).
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Figura 14 Semivariogramas teéricos: modelo exponencial poténciap = 0,5 (a) e p = 1,5 (b).

e Modelo familia Matérn: Matérn (1986) apresentou uma fungao para modelar a dependéncia
espacial que ficou conhecida como familia Matérn, cuja expressao é

0 se h=0

v(h) = o1 + 0o (1 _ (2571“5))71(%)51(5(%)) se h>0

em que J§ é uma constante positiva e K;(-) € a fungao de Bessel modificada do terceiro
tipo de ordem ¢. No modelo familia Matérn, o parametro § € um parametro de forma,
assim como p no modelo exponencial poténcia. Quando § = 0, 5, tal modelo corresponde
ao modelo exponencial, e quando § fica muito grande (6 — oo) 0 modelo se aproxima do
modelo gaussiano. Assim, como para a familia exponencial poténcia, a relagdo entre o
alcance e o parametro 3 depende do valor de 6 e quanto maior o valor de §, maior € o
valor do alcance. A Figura 15 mostra o semivariograma para os casos 6 = 0,5e § = 2.
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Figura 15 Semivariograma teérico: modelo familia Matérn 6 = 0,5 (a) e § = 2 (b).

3.2.2 Krigagem

Geralmente, no estudo da variabilidade espacial de determinada varidvel um dos
interesses é predizer o valor desta varidvel em um ou mais pontos da regido sob estudo.
Existem varios métodos de interpolagéo utilizados para predi¢cao espacial e, segundo Gotway e
Hartford (1996), a eficiéncia desses na predicao de valores depende da natureza da variavel,
expressa por sua variancia, assimetria, curtose, isotropia e do padrao de sua variabilidade
espacial. Dentre tais métodos, existem os métodos classicos que, apesar de considerarem
a dependéncia espacial da variavel, ndo consideram o padréo de variabilidade espacial da
mesma, como € o caso do inverso do quadrado da distancia (LANDIM, 2000), que calcula o
valor da caracteristica em cada posicao s, a partir de uma média ponderada dos valores da
variavel nos pontos amostrados s; e atribui pesos que dependem unicamente da distancia entre
s e s;. A krigagem é um método de interpolagao bastante utilizado em estudos geoestatisticos.
Tal método também utiliza médias ponderadas, mas a diferenca entre a krigagem e os métodos
de interpolagao classicos € a maneira como 0s pesos sao atribuidos as diferentes amostras.
Na interpolagéo por inverso do quadrado da distancia, por exemplo, os pesos sdo 1/h2, em que
h é a distancia euclidiana entre o ponto observado e o ponto sob interpolagdo. Na krigagem,
0s pesos sao determinados a partir de uma analise espacial, baseada no semivariograma
experimental, isto €, o valor estimado para um ponto s € dado por

2(s0) = > _ Niz(si), (3.4)
=1

em que n é 0 numero de amostras, z(s;) € o valor da varidvel no ponto amostrado s; e \; € 0
peso calculado a partir do semivariograma experimental.

Os valores \;, i = 1,...,n sao escolhidos de forma que o preditor seja o0 melhor preditor
linear nao viesado (best linear unbiased predictor - BLUP). Tais qualidades sao garantidas
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impondo que:
e a esperanca matematica do erro é zero, isto é,

E(Z(s) - Z(s)) = 0; (3.5)

e avariancia do erro € minima, isto é, precisa-se minimizar
Var(Z(s) — Z(s)) = E((Z(s) — Z(s))?) — E*(Z(s) — Z(s)). (3.6)

3.2.2.1 Krigagem ordinaria

Ao se admitir que 0 processo estocastico é intrinsecamente estacionario, das equacoes
n
(3.4) e (3.5), pode-se concluir que > \; = 1.

=1
Além disso, o segundo termo do lado direito da equacao (3.6) corresponde ao viés,

como se quer um estimador nao viesado, o viés deve ser zero e a variancia do erro dada por
Var(Z(s) — Z(s)) = E((Z(s) — Z(s))?)

deve ser minima. ApOs algumas manipula¢des algébricas (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989),
chega-se a expressao que deve ser minimizada

Var(Z(s) — Z(s)) = Var(Z(s)) + > _ > MNC(Z(si), Z(s5)) — 2> \C(Z(s3), Z(s)). (3.7)
i=1 j=1 i=1

Isaaks e Srivastava (1989) colocam que para minimizar (3.7), € necessario utilizar a técnica dos

multiplicadores de Lagrange, que transformam um problema de minimizagdo com restricdo em

um problema de minimizagdo sem restricao. Apds acrescentar o parametro de Lagrange, n, de

maneira conveniente na equagao (3.7), deriva-a com relagao as n + 1 variaveis (A1, ..., \n, 1),

e igualam-se estas derivadas a zero. Assim, 0s \;’s sd0 as solucdes do sistema de equacdes:

> N C((Z(s4), Z(s3)) +n = C(Z(s3), Z(s)),1 < i < .
S:Q It (3.8)

n

doai=1

=1
Utilizando-se a relagdo (s;, s;) = Var(Z(s)) — C(Z(s;), Z(s;)), em termos das semivariancias,
o sistema de equacdes dado em (3.8), conhecido como sistema de krigagem ordinéria, pode
ser escrito da seguinte forma

n
> A(s1,85) —n="(s1,5),1 <i<n.
j=1

=1
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ou na forma matricial, YA = A, o que implica A = v~ ' A, em que

v(s1,81) ~(s1,82) ... Y(s1,8n) 1
v(s2,81) ~(s2,82) ... 7(s2,8n) 1

Y= ) ) ) ol
Y(Sn,81) V(Sn,s2) ... Y(Sn,Sn) 1
1 1 . 1 0

A= (Al,...,)\n,n)T e A= (v(s1,$),... ,v(sn,s),l)T.

3.2.2.2 Krigagem com drift externo

Quando trabalha-se sob a hipbétese de processo estocastico intrinsecamente
estacionario, utiliza-se o conceito de krigagem ordinaria, onde assume-se que E(Z(s)) = u, com
u constante para todo s. No entanto, se uma informacao auxiliar, correlacionada com a variavel
resposta, esta disponivel em todos os pontos da grade, regressao krigagem ou krigagem com
um modelo de tendéncia, também conhecida como krigagem com drift externo, deve ser usada.
Os trés termos descrevem praticamente 0 mesmo método, fornecem as mesmas predicoes e
diferem apenas em passos metodologicos (HENGL; HEUVELINK; STEIN, 2003).

Assim como em krigagem ordinaria, o objetivo é encontrar \;, i =1,...,n, tal que

n

Y(so) = Z A:Y (s;), com erro de predicao ndo enviesado e variancia minima, em que sg €
=1

D c R™, € um ponto ndo amostrado.

Para assegurar a condigao de nao enviesamento, é necessario e suficiente supor que

i=1

uma vez que
E(Y(s0) = ¥(s0)) = (Z NE <Y<Si>>> ~E(V(s0) = | DN D 8%y | - Y8
i=1 i Jj=0

p n

= > B (Z XX — Xoj> :
=0 i=1

Para o estabelecimento de condicdes que minimizem a varidncia dos erros,

primeiramente, & conveniente lembrar-se que Y (s) = u(s) + €(s), em que E(e(s)) = 0 e

que a covariancia entre Y (s;) e Y (s;) depende apenas da distancia entre s; e s;, isto €,

Cov(s;, sj) = C(hsj), em que h;; é a distancia euclidiana entre s; e s;. Desta forma, a variancia

da estimagao pode ser escrita em fun¢do dos residuos ¢(s), pois,
Y(so) = Y(so) = (Z /\iY(Si)> —Y(s0) = <Z Ai (p(si) + 6(31:))) — (u(s0) + €(s0))
i=1 i=1

= (Z Ai (u(si)) — M(So)> + (Z Ai (e(s3)) — 6(80)> :
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n

De onde segue que Y (so) — Y (so) = (Z )\ie(si)> —€(s0) = €(s0) —€(sp). Logo, assim
=1
como em krigagem ordindria, tem-se que

n

Var (?(so) - Y(so)) —E ((&(30) - 6(80))2> =C0)+ 33 ANClsivsg) — 23 Cso, s0).

i=1 j=1 i=1

(3.10)

O problema de minimizagao € idéntico ao da krigagem ordinaria: derivar a equagao

(3.10) emrelacédo a \q, ..., A, € igualar as equacgoes obtidas a zero. No entanto, pretende-se

ainda que sejam cumpridas as condi¢cdes estabelecidas pelas p + 1 equagdes definidas em

(3.9). Assim, acrescentam-se p + 1 termos nulos na equagéao (3.10), os quais correspondem a
estas condigbes, de forma que

n n n P n
Var (?(80) - Y(SO)) = C(O) + Z Z )\i)\jC(Si, Sj) -2 ; C(So, Si) +2 ]Z; nj z; )\1le - XOj’

i=1 j=1

em que n; so parametros de Lagrange.
Ilgualando a zero as n + p + 1 derivadas emrelacdoa \;,i =1,...,nen;,j =0,...,p,
obtém-se o seguinte sistema de equacbes lineares:

n p
Z)\kC(Si,Sk) +Z77kXik = C(Si,s()), 1=1,...,n.
k=1 k=0

n
> MXiy = Xoj, G=0,....p.
k=1

que, em forma matricial, pode ser escrito como S : CA = A, em que C é a matriz, (n+p+1) x
(n+p+ 1), dada por,

C(s1,81) -+ C(s1,8n) 1 X1 -+ Xyp
C(s2,51) -+ C(s2,8n) 1 Xo1 -+ Xy,
C— C (Sna 31) C (3n7 Sn) 1 Xm an .
1 1 0 0 o |
X1 X1 0 0 0
X1 Xp 0 0 0

Aeovetor, (n+p+1)x1,dadopor A = (A1,..., An, 705 - - -, np)T e A éovetor, (n+p+1)x1, dado
por A = (C(s1,s0),...,C(s1,50),1,Xo1,...,Xop) . Desta forma, os pesos \;,i =1,...,n s8o
dados por A = C'A.

A krigagem universal € um caso particular de krigagem com drift externo em que a
média é uma funcéo das coordenadas da grade amostral (HENGL; HEUVELINK; STEIN, 2003).
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Um exemplo de krigagem universal é apresentado em De Bastiani et al. (2015).

3.2.3 Meétodos de validacao de modelos

Uma etapa importante do estudo de modelos estatisticos, seja para escolher o modelo
mais adequado entre varios modelos possiveis, seja para certificar-se que um dado modelo
ajusta bem os dados amostrais. Para a tomada de decisdo sobre a adequacao de um modelo,
pode-se escolher utilizar alguns critérios dentre os quais destacamos: valor maximo da fungao
de verossimilhanca, critério de Akaike, critério Bayesiano, fator Bayes (BF), validacao cruzada
(CV) e Q-Q plots.

3.2.3.1 Valor maximo da funcao verossimilhanca

Por esse critério 0 modelo que apresentar o maior valor para a fungao verossimilhancga,
equivalente ao maior valor para o logaritmo da fungao verossimilhanca, é considerado o mais
adequado. Os critérios de informacao de Akaike (AIC) e Bayesiano de Schwarz (BIC) sao
baseados em uma penalizagao do logaritmo da funcao verossimilhanca para modelos mais
complexos, isto €, com um numero maior de parametros. Partem do principio que se dois
modelos representam dados igualmente satisfatorios. Entdo, com o modelo mais simples,
pode-se esperar melhor desempenho para a predicdo de novos dados. Em ambos os casos o

melhor modelo é aquele que apresentar menor indice.

e Critério de informagéo de Akaike: o critério de Akaike (Akaike information criterion- AlC)
(AKAIKE, 2002) é dado por dado por

~

AIC = —20(0) + 2d,

~

em que ¢(0) é logaritmo da func¢do verossimilhanga para o parametro 6 associado com o
modelo, avaliado em # = 6 e d € o numero de parametros do modelo ajustado.

e Critério de informacao Bayesiano de Schwarz é dado por

~

BIC = —2/(0) + dlog(n),

o~

em que /(6) e d sao dados como em AIC e n é o tamanho do conjunto de dados.

o Fator Bayes: o fator Bayes, denotado por B2, permite comparar um modelo considerado
correto (M;,) com outro modelo (Mz), por meio de 2log(Bi2) ~ BICy, — BICy,, em que
BICy, denota o BIC associado ao modelo M;, para i = 1,2. O BF fornece um valor
objetivo para quantificar o grau de superioridade de um modelo com respeito a outro. Uma
interpretacéo do BF é fornecida na Tabela 4 (LEIVA et al., 2015e).

3.2.3.2 Validacao cruzada

A validagao cruzada consiste em retirar do conjunto de dados, temporariamente, o valor
da amostra em certa localizagdo. Um novo valor nesta localiza¢do € predito por krigagem,
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Tabela 1 Interpretagéo de 2log(B;2) associado com o BF.

2log(B12) Evidéncia em favor de M;

<0 Negativa (M € aceito)
[0,2) fraca

[2,6) Positiva

[6,10) forte

> 10 muito forte

usando as amostras restantes. Compara-se entao o valor estimado com o valor amostrado,

isto é, calcula-se o erro (; = Y (s;) — Y (s;), em que Y (s;), é o valor observado no ponto s; e

?(si), valor predito por krigagem ordinaria no ponto s;, sem considerar a observagao Y (s;). Tal

procedimento é repetido para todas as amostras disponiveis e € conhecido como método de
n

"deixar-um-fora"(ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989). As medidas erro absoluto EA = > |¢;]; erro
" " C - =1

médio EM = 1" ¢; erro médio reduzido ER = 2>~ —>"— em que o(¥(s;)) é 0 desvio

i=1 i=1 a(Y(si))
padrao da krigagem no ponto s;; desvio padréao dos erros medios D Pgjy; = / Var(¢), em que

Var(¢) é a variancia de ¢ = (¢1,...,¢n)' e desvio padrao dos erros médios reduzidos dada

n
por DPpr = %Z (f’fg‘)) podem ser usadas como instrumento para avaliar modelos.
i=1 O\ (Si

Espera-se que os erros de predigdo tenham média nula e variancia minima. Portanto, os valores

de EM e ER mais proximos de zero, 0 menor valor de D Pg); € de EA e o valor de D Pgrr mais
proximo de um sdo critérios para escolha do melhor modelo ajustado (FARACO et al., 2008).

Segundo De Bastiani et al. (2015), é possivel utilizar como medida de validagao cruzada
o coeficiente

n

. _AA . 2
Vc_lz<2(szi_2(1)(sz)> 7Z.:17'.'7n7

i=1 w

em que h;; € o i-ésimo elemento da diagonal da matriz proje¢do H, Z(;(s;) = X(Z)ﬁ(i), com
X(TZ.) a i-ésima coluna da matriz de covariaveis, X, sem considerar a i-ésima observacao e
B € o estimador ML de 3 sem considerar a i-ésima observagao. A matriz proje¢éo de um
modelo Y = X 3 + € permite escrever os valores preditos como combinacgéo linear dos valores
observados, isto é, é a matriz H tal que y = Hy. Geometricamente, se as colunas de X
representam pontos do espaco euclidiano R™, entdo os pontos de X 3 (combinacgdes lineares
dos vetores colunas) constituem um subespaco do R™ de dimensao p, e o vetor predito y é a
projecao ortogonal de y neste subespaco. Por isso, tem como nome matriz proje¢cdo (HOAGLIN;

WELSECH, 1978).

3.23.3 Q-Qplots

A verificagdo de que determinada distribuicdo se ajusta de maneira eficiente a um
conjunto de dados e, portanto, pode ser usada para estuda-lo, € uma etapa importante do
trabalho estatistico. Para verificagdo da normalidade, um método tradicionalmente utilizado é
tragar um gréfico quantil-quantil (Q-Q plot) que compara os quantis empiricos com os quantis
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tedricos da distribuicado normal. Se os pontos estéo dispostos ao longo da reta y = x, tém-se
indicios de normalidade. Em particular, valores que se afastam consideravelmente da reta
indicam casos discrepantes (LANGE; LITTLE; TAYLOR, 1989). Quando os dados nao sao
supostamente normais, uma alternativa é conseguir dados normais a partir de transformagdes.
Dentre as possiveis aproximagoes, tem-se a aproximagao de Wilson-Hilferty (PAULSON, 1942;
JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHMAN, 1994) dada por

(1) -

T

i=1,...,n,sendo §; uma variavel aleatoria com distribuicdo y? com n graus de liberdade. E

aproximagao obtida pelos Residuos Quantiles Padronizados definidos em Dunn & Smyth (1996)
como
r; = &L (F(8;))

em que ®(.) e F(.) indicam, respectivamente, as f.d.a. das distribuigdes normal padréo e x>
com n graus de liberdade.

3.2.4 Medidas de similaridade entre mapas

A comparagao visual de dois mapas é muito subjetiva e comparar mapas apenas
visualmente pode fazer com que diferencas importantes entre eles passem desapercebidas.
Uma comparacdo mais objetiva entre mapas pode ser realizada utilizando medidas de
similaridade baseadas na matriz de erros. Na matriz de erros, os pixels do mapa de referéncia
sdo quantificados nas colunas e os pixels do mapa modelo nas linhas, de modo que um
elemento f;; da matriz de erros fornece a quantidade de pixels que pertence a classe C; do
mapa modelo e a classe C; do mapa de referéncia, parai,j = 1,...,m, em que m € 0 nUmero
de classes de ambos os mapas. Cabe ressaltar que, para realizar a comparacao entre dois
mapas, € necessario que esses estejam particionados nas mesmas classes e que, neste
trabalho, um pixel corresponde a um elemento do vetor de valores krigados. A Tabela 2 mostra
uma matriz de erros genérica. Se f € o numero total de pixels, o indice de acuracia global
(AG) definido como AG = (>, fi;)/f € uma medida baseada nos elementos da diagonal
principal da matriz de erros, que representa os pixels que tém a mesma classificacdo em ambos
os mapas. De acordo com Anderson et al. (1976), para ter mapas com uma similaridade
aceitavel, AG deve ser maior que 0,85. Outra medida de acuréacia € o indice kappa definido
como k = (f S0, fu— o, fifi)/(f2=31" f.ifi-), em que f.; é o nimero de pixels na classe
C; do mapa de referéncia e f;. 0 nimero de pixels na classe C; do mapa modelo. O indice
utiliza todos os elementos da matriz de erros. De acordo com Krippendorff (2004), os mapas
tém baixa similaridade se « < 0,67, média similaridade se 0,67 < x < 0, 80 e alta similaridade
se k > 0, 80.
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Tabela 2 Matriz de erros genéricos m x m.

Pixels do mapa de referéncia

Classes Ch1 Cy - C, Total
Cl fll fl2 flm f1<
Pixels do mapa modelo : : : :
O’m fml fm2 fmm fm
Total fi f2 - fm f

3.2.5 Analise de diagnéstico

Outra etapa importante é a verificacdo da existéncia de observagdes que possam
provocar alteragdes nos parametros estimados. Esta etapa é conhecida como analise de
diagndstico.

3.2.5.1 Influéncia global

Consiste em deletar uma observacgao particular do conjuntos de dados e observar o
impacto dessa retirada na estimacao dos parametros. Uma medida, proposta inicialmente
para modelos lineares com resposta normal por Cook (1977), para mensurar a mudanga dos
parametros estimados quando uma observacao é deletada, € dada por LD(é(i)) = 2(¢(8) —
(8;))), em que £(-) € o logaritmo da fungéo verossimilhanca e 6 e 6, s&o, respectivamente, as
estimativas por ML de 8, considerando-se o conjunto de dados completo e o conjunto de dados
sem a i-ésima observagao. Tal medida ficou conhecida como distancia de Cook e, desde que
foi proposta tem sido bastante usada na identificagdo de pontos influentes de diversos tipos de
modelos. Além disso, surgiram outras propostas para estudar a influéncia a partir da delecao
de casos, baseadas na distancia de Cook, como pode ser observado a seguir,

Utilizando expansao de Taylor até segunda ordem, em torno de 6, e considerando que
é(i)(é) =0, em que ¢; () € o logaritmo da fungao verossimilhanga obtida apds a excluséo da
1—ésima observacao, tem-se (PAN; FEI; FOSTER, 2014)

R . NT /N /4 .
LD(6;)) = (% - 9) (‘“9)) (0“‘) N 9> ’ G110
) CYINT) . oe2,,(0)
em que, £;(0) = (8); ) e l(;(0) = W’

Quando se utiliza o estimador a um passo de Newton-Raphson (LEHMANN, 1999; PAN;
FEI; FOSTER, 2014), obtém-se uma aproximagéo para é(i)

A~

~ . ~\—1. ~
i) =0 + (—%(0)) {()(0). (3.12)
Ao se Substituir (3.12) na equacgao (3.11), tem-se
LD'(6(3)) = (5)()) T (—L1y(0)) " (£(3(8)).

Pan, Fei e Foster (2014) mostraram que ¢ possivel substituir £ (8) por £(9) ou ainda
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por 1(0) = E(—¢(0)), obtendo-se, respectivamente, as medidas de influéncia,

A medida D} () é preferivel & medida LDl(é(i)) porque reduz os calculos computacionais. A
medida D;(6) pode permitir a decomposi¢éo da distancia de Cook em diferentes componentes
de interesse. Se o valor de D;(6) é elevado, a observagao i é, possivelmente, um ponto influente,
embora ndo exista um consenso sobre quais valores devem ser considerados elevados.

3.2.5.2 Influéncia local

Um problema que pode ocorrer com a dele¢do individual de pontos é deixar de detectar
pontos conjuntamente influentes. Uma metodologia que nao exige a eliminagao de observagbes
e que, portanto, permite avaliar a influéncia conjunta, denominada influéncia local, consiste
em estudar o comportamento dos parametros estimados mediante uma pequena pertubacao
nos dados e/ou nas suposicoes do modelo. Cook (1986) propbs avaliar a influéncia por meio
do afastamento da fungéo verossimilhanga, LD(w) = 2(£(8) — £(6.,)), em que 8 e 6,, s&o,
respectivamente, os estimadores ML de 8 no modelo proposto e no modelo perturbado por w.
Mais especificamente, Cook (1986) propbs medir a influéncia a partir do estudo da curvatura
normal do gréfico de influéncia w x LD(w) em uma vizinhanga do ponto de ndo pertubagéo wy,
na diregdo de um vetor unitario d. Tal autor, usando conceitos de geometria diferencial, mostrou

que a curvatura normal na diregdo d assume a forma Cyq = 2|d' Bd|, em que B = —A#(6) ' A,

902 (8]w)

com #(6) a matriz Hessiana avaliadaem 6 = 6, e A = S0«

a matriz de pertubagéo avaliada
em@=0ew= wo.

Além disso, Cook (1986) argumenta que uma direcao importante a se considerar € a
direcdo da curvatura normal maxima, d = d,,... A curvatura normal maxima, Cy,, ., correponde
ao maior autovalor (em valor absoluto) da matriz B e d,,., € 0 autovetor associado a este

autovalor. Assim, o gréafico de |Cy, ... | contra a ordem das observagdes pode revelar os pontos

com maior influéncia na vizinhanga de LD(wy), que podem ser responsaveis por mudangas
consideraveis nas estimativas dos parametros, sob pequenas perturbag¢des nos dados. Outra
direcdo importante a se considerar é d = e;, em que e; € o vetor basico do R", cuja i-ésima
coordenada € 1 e as demais séo 0. Neste caso, a curvatura normal é dada por C; = 2|b;;|, em
que b;; é 0 i-ésimo elemento da matriz B, i = 1,...,n. Da mesma forma, o grafico de C; contra
a ordem das observacoes pode ser utilizado para identificar pontos influentes.

Embora a curvatura normal de Cook (1986) seja muito usada, outras medidas para
avaliar a influéncia local foram propostas. A curvatura normal conformal, B; = tf—g), proposta
por Poon e Poon (1999), cujo céalculo nao requer muito mais esforgco que o calculo de Cy,
possui como vantagens ser invariante sob reparametrizagées conformais e ser uma medida
normalizada, o que facilita estabelecer um ponto de corte. Como as curvaturas C,; e By diferem

apenas por uma constante positiva, o autovetor d,, ., fornece também a curvatura conformal
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maxima By, .. Poon e Poon (1999) sugerem que as coordenadas do vetor B;, ., tomadas

em modulo, que apresentam valores maiores que ﬁ indicam pontos influentes. No que

diz respeito as curvaturas normais conformais na diregdo dos vetores bésicos, B; = Be, =

frl(bg'). Poon e Poon (1999) sugerem que a i-€sima observacao seja considerada influente se

B; > 2B, em que B é a média aritmética das curvaturas normais conformais basicas. Zhu
e Lee (2001) sugerem um ponto de corte que além de considerar a média das curvaturas
normais conformais também leva em consideracao a variacao dessas curvaturas. Considerando
um caso particular da proposta de Zhu e Lee (2001), tem-se que a i-ésima observacao é
influente quando B; > B + 2SE(B), em que SE(B) é o desvio padréo das curvaturas normais
conformais basicas. Outra medida que pode ser utilizada como medida de influéncia local é
apresentada na discusao de Cook (1986) por Tsai (1986). Formalmente definida por Billor e
Loynes (1993) tal medida utiliza o afastamento pela fungéo verossimilhanga modificada, definido
por LD*(w) = —2(£(6) — £(8,,|w)), em que £(6,|w) é a verossimilhanga perturbada por w.
A principal vantagem dessa medida é que, diferente do que ocorre com a medida proposta
por Cook (1986), a primeira derivada ndo se anula no ponto de ndo pertubagao, e entao tais
autores propdem medir a influéncia pelo estudo da inclinagédo do gréafico de influéncia w x LD* (w)
em uma vizinhancga de wyq, na dire¢cdo de um vetor unitario d. Em particular, a inclinagcdo maxima,
Smaz, € @ correspondente dire¢do maxima, d;,, ..., devem ser consideradas. A dire¢do maxima
de LD* no ponto wy é a dire¢cdo do gradiente VLD*(wy), € consequentemente a inclinagao
maxima é dada por ( Lobato Junior (2005), Leiva et al.(2015c)),

0l(0|w) H

Ow

S = [IVLD*(wo)]| = 2 H

avaliadaem 6 =0 e w = wp. A abordagem de Billor e Loynes (1993) permite que se tenham os
valores individuais das coordenadas do gradiente, d,,. = VLD*(wg) e assim podem-se avaliar
quais observagodes contribuem com a maior parcela para o valor da inclinagdo maxima. Deste
modo, o grafico das coordenadas de S,,.. contra a ordem das observacdes pode ser utilizado
para identificar os pontos influentes.

3.2.5.3 Alavanca generalizada

O proposito da alavanca em modelos de regressao linear € medir a influéncia que
observacoes individuais exercem sobre seus préprios valores preditos (COOK, WEISBERG,
1982). Wei, Hu e Fung (1998) apresentaram uma definicdo de alavanca que generaliza, para
modelos néo lineares, o conceito de alavanca utilizado para modelos de regressao linear.

Segundo Wei, Hu e Fung (1998), a matriz alavanca generalizada GL(0) = g/—z tem a forma

GL(©O) = Dy (~£0)) " Loy.

em que Dy = 9 com pn = X3 o valor esperado para Y; —2'(0) € a matriz de informagéao

69T )
_ 0%
observada e Loy = 5557

O elemento GL;; da matriz GL(#) é a taxa de variago instantanea do i-ésimo valor
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predito com respeito ao j-ésimo valor observado. Assim, os elementos da diagonal principal
da matriz GL(6) que apresentam valores altos s&o considerados pontos de alavanca, isto &,
pontos cujo valor observado exerce grande influéncia sobre o valor predito. Considera-se que a
i-ésima resposta é potencialmente influente se GL;; > GL + 2SE(GL), em que GL e sd(GL)
sao, respectivamente, a média e o desvio padréo de GL11,GLos,...,GL,, (DE BASTIANI et
al., 2015).

3.3 Atributos quimicos do solo

O objetivo desta Secao é apresentar um breve relato sobre os atributos quimicos do
solo, em especial sobre os nutrientes que ser&o utilizados nos estudos de casos abordados nos
artigos que compde este trabalho: fésforo (P), magnésio (Mg) e calcio (Ca).

De uma forma minimalista, pode-se dizer que solos sdo 0 meio no qual as culturas
desenvolvem-se para alimentar e abrigar o mundo. Embora n&o seja o unico, a fertilidade do
solo é um fator vital para a produtividade e a compreensao de seus principios é essencial para
uma producao eficiente das culturas e para a protecao ambiental (INSTITUTO DA POTASSA E
FOSFATO, 1998). Segundo Oliveira et. al (1991) a analise quimica do solo é um dos sistemas
mais usados no Brasil para avaliar a fertilidade do solo e os objetivos principais da andlises de
rotina de solos para fins de fertilidade sao obter informacdes para:

e avaliar o estado de fertilidade de uma regiao;
e manter o nivel de fertilidade de determinada é&rea;

e predizer a probabilidade de se obter resposta lucrativa com o uso de corretivos e
fertilizantes;

o fornecer base para recomendacao da quantidade de calcério e fertilizantes a aplicar.

Dezesseis elementos quimicos sdo essenciais para o crescimento e desenvolvimento
das plantas: os ndo minerais (carbono, hidrogénio e oxigénio) os quais sao encontrados
na atmosfera e na agua e participam da fotossintese, e os minerais fornecidos pelo solo
e complementados pelo uso de calcério e adubacdo. Os nutrientes minerais, por sua vez,
sdo divididos em trés grupos: nutrientes primarios (nitrogénio, fésforo e potassio), os quais
geralmente tornam-se deficientes no solo antes dos demais, pois as plantas os usam em
quantidades relativamente grandes; e os nutrientes secundarios (calcio, magnésio e enxofre)
e micronutrientes (boro, cloro, cobre, ferro, manganés, molibdénio e zinco). Os nutrientes
secundarios e os micronutrientes sdo geralmente menos deficientes e usados pelas plantas
em quantidades menores, mas sao tdo importantes quanto os nutrientes primarios. Portanto,
para a adequada fertilidade do solo, as plantas precisam té-los a disposi¢cdo quando e onde séo
necessario (INSTITUTO DA POTASSA E FOSFATO, 1998). Cabe aqui citar a Lei do Minimo
(base da produtividade): "O rendimento de uma colheita é limitado pela auséncia de qualquer
um dos nutrientes essenciais, mesmo que todos os demais estejam disponiveis em quantidades
adequadas".
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3.3.1 Fosforo (P)

Ainda segundo Instituto da Potassa e Fosfato (1998), o fosforo (P) é essencial para o
crescimento das plantas. A deficiéncia de fésforo pode ser mais limitante para a produgéo das
culturas do que qualquer outra deficiéncia, toxicidade ou doencas. A planta precisa de fésforo
para completar seu ciclo normal de producgao. O fésforo atua na fotossintese, na respiracéo,
no armazenamento e na transferéncia de energia, na divisdo celular e no crescimento das
células. Promove a formacao e o crescimento prematuro das raizes, melhora a qualidade de
frutas, verduras e graniferas, sendo essencial para a formacao das sementes. Aumenta a
resisténcia aos rigores do inverno, favorece a resisténcia as doencgas, acelera a maturidade e
também esta envolvido nas transferéncias dos cédigos genéticos de uma geracio para outra.
Um grande problema da deficiéncia de fésforo no solo é que os sintomas visuais geralmente
nao sao tao claros, sendo assim, é conveniente confirmar os indicios visuais com analises do
solo e das plantas (RAIJ, 1991; INSTITUTO DA POTASSA E FOSFATO, 1998). De acordo
com a classificagao dada por COAMO-CODETEC (2001), a concentracao de fésforo em solo
argiloso é considerada como segue. Para o plantio de soja, é: (i) baixa para niveis inferiores a 3
mg/dm?; (i) média para niveis entre 3,1 e 6 mg/dm?3; (iii) alta para niveis entre 6,1 e 9 mg/dm?;
e (iv) muito alta para niveis superiores a 9 mg/dm3. Para a plantagdo de milho, a concentragéo
de fésforo é: (i) baixa para niveis inferiores a 2 mg/dm?3; (ii) média para niveis entre 2,1 e 4,5
mg/dm?; (iii) alta para niveis entre 4,6 e 11 mg/dm?3; e (iv) muito alta para niveis superiores a 11
mg/dms3.

3.3.2 Calcio (Ca)

O calcio dentro da planta estimula o desenvolvimento das raizes e das folhas; forma
compostos que sao parte das paredes celulares, reforcando a estrutura das plantas; ajuda
a ativar varios sistemas enziméaticos; influencia a produgao por diminuir a acidez do solo
e é exigido em grande quantidade pelas bactérias fixadoras do nitrogénio (INSTITUTO DA
POTASSA E FOSFATO, 1998).

3.3.3 Magnésio (Mg)

Segundo Wland (2007), o magnésio, tem como fungao predominante na planta, a
atuacao na molécula da clorofila e esta envolvido na fixacdo de CO,. Assim, em casos de
baixa disponibilidade de magnésio nas folhas, a fixacao de C'O fica comprometida. Durante
a assimilagado do CO, as moléculas de agucar sdo formadas a partir da 4gua e do didéxido
de carbono, utilizando a energia solar. Esta é uma reacao basica para a sintese de outros
constituintes das plantas, tais como amido, proteina, gorduras e vitaminas. A deficiéncia de
magnésio resulta em ha dificuldade na translocacao de carboidratos para a raiz e prejudica o
desenvolvimento do sistema radicular que, por sua vez, reduzira a absorgao de outros nutrientes.
A nutricdo com magnésio, além dos critérios nutricionais, com reflexos na saude humana e

animal, confere qualidade ao produto final, como nimero, peso e conteudo proteico dos graos;
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docura, cor, sabor e maciez dos frutos. Assim, a presenga em dose inadequada do magnésio no
sistema solo-planta prejudica o crescimento e a vitalidade da planta. O magnésio também ajuda
no metabolismo do fosfato, na respiracédo da planta e na ativacao de varios sistemas enzimaticos
(INSTITUTO DA POTASSA E FOSFATO, 1998). Além disso, a deficiéncia de magnésio no solo
apresenta uma faixa de deficiéncia oculta, em que os sintomas ndo sao visiveis, mas exercem
forte impacto negativo sobre a producdo e a qualidade das culturas, principais diretrizes na
producao das culturas. Assim, a concentracao de magnésio no solo deve ser atenciosamente
monitorada (WLAND, 2007).

3.3.4 Arelacao Ca:Mg

Ainda segundo Wland (2007), os sistemas agricolas estdo expostos as agbes naturais e
as atividades humanas. Dentre as a¢oes naturais, a deficiéncia e o desequilibrio entre nutrientes
no solo sao considerados 0s principais problemas. Ademais, além do conhecimento dos teores
dos minérios do solo, pesquisas apontam para a necessidade de conhecer as rela¢des entre os
nutrientes presentes no solo. Uma relagao bastante conhecida no meio agronémico, talvez a
mais conhecida, € a relacao calcio e magnésio (Ca:Mg). Esta relacao é importante por haver
uma competicao pelos sitios de adsor¢cédo (adesdo de moléculas de um fluido (o adsorvido) a
uma superficie sélida (o adsorvente)) no solo e na absorcao pelas raizes. Como consequéncia,
a presencga excessiva de um pode prejudicar 0s processos de adsor¢ao e absorgao do outro e
afetar o desenvolvimento das plantas. De acordo com Instituto da Potassa e Fosfato (1998),
o desequilibrio entre célcio e 0 magnésio no solo pode acentuar a deficiéncia de magnésio.
Quando a relacdo Ca:Mg torna-se muito alta, as plantas podem absorver menos magnésio, isto
pode ocorrer, por exemplo, quando o agricultor usa somente calcério calcitico por muitos anos,
em solos relativamente pobres em magnésio.
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5 ARTIGOS

5.1 ARTIGO 1: Modelagem espacial Birnbaum-Saunders e diagnésticos aplicados a
dados de engenharia agricola

Resumo: Aplicacdes de modelos estatisticos para descrever a dependéncia espacial em dados
georreferenciados sao muito difundidas em diversas areas dos conhecimento, incluindo ciéncias
ambientais. A maioria dessas aplicacdes assumem que os dados seguem uma distribuicao
Gaussiana. Contudo, em muitas delas, a suposicao de normalidade, e até mesmo uma
suposicdo mais geral de simetria, ndo sdo apropriadas. Em aplicacdes néo espaciais, quando a
distribuicao dos dados € unimodal e assimétrica positiva, a distribuicdo Birnbaum-Saunders
se destaca. Assim, este artigo propde um modelo log-linear espacial baseado na distribuicao
Birnbaum-Saunders. Os parametros do modelo sdo estimados pelo método da maxima
verossimilhanga. Diagnésticos de influéncia local sao realizados para avaliar a sensibilidade
dos estimadores as pertubagdes na variavel-resposta. Como ilustragéo, o modelo proposto e
seus diagnésticos sao usados para analisar um conjunto de dados simulados e dados agricolas
reais, em que se considera a variabilidade espacial da concentracéo de Fésforo no solo, a qual
€ extremamente importante para o0 manejo agricola.

Palavras-chave: andlise de dados espaciais, distribuicdes assimétricas, influéncia local,
método da maxima verossimilhanca, modelo Matérn, nao normalidade, simulagao de Monte
Carlo, software R.

5.1.1 Introducao

Modelos estatisticos espaciais lineares levam em consideragao a dependéncia espacial
de uma variavel sobre o espago usando dados georeferenciados. Esses modelos séo essenciais
em muitas areas (KRIGE, 1951; MARDIA; MARSHALL, 1984; WALTER; GOTWAY, 2004;
MILITINO et al., 2011). Estudos recentes incluem Borssoi et al. (2011); Uribe-Opazo, Borssoi e
Galea (2012) e Grzegozewski et al. (2013). Todos esses trabalhos consideram a distribuicao
normal (ou gaussiana) para modelar a variabilidade espacial. Contudo, tal suposicdo nem
sempre € apropriada (DAVIS, 1952; LANGE et al., 1989). Uma maneira de lidar com a nao
normalidade é utilizar transformacdes para alcancar a normalidade, pelo menos aproximada.
Nao obstante, trabalhando-se com transformacdes de dados, problemas, tais como a dificuldade
de interpretar os resultados a partir da andlise na escala original, podem ser introduzidos na
modelagem (AZZALINI; CAPITANIO, 1999). Quando a suposi¢cao de normalidade ndao poder
ser considerada, uma abordagem alternativa consiste em realizar a modelagem com alguma
distribuicdo ndo normal adequada para os dados sob andlise. Por exemplo, Assumpcao,
Uribe-Opazo e Galea (2014) conduziram um estudo geoestatistico usando a distribuicao
t-Student, que tem caudas mais pesadas do que a distribuicdo normal. De Bastiani et al.
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(2015) estudaram modelagem espacial e diagnostico baseados em distribuicao da familia
eliptica (simétricas), que tem como membros as distribuicdes Gaussiana e t-Student. Contudo,
modelos elipticos ainda ndo sao apropriados se 0s dados seguem uma distribuicdo assimétrica.

Existem poucos trabalhos na literatura que investigam o uso de distribuigbes assimétricas
para analisar dados espaciais. Entretanto, em situa¢des nao espaciais, varias distribuigées tém
sido propostas para modelar fenébmenos que dao origem a dados assimétricos, tais como as
distribuicées Birnbaum-Saunders (BS), exponencial, gamma, log-normal e Weibull (JOHNSON
et al. 1994, 1995). Em particular, a distribuicAo BS foi proposta para a modelagem de variaveis
aleatorias provenientes de processos de fadiga por Birnbaum e Saunders (1969). Aplicacoes
em ciéncias da terra da distribuicdo BS tém sido consideradas, por exemplo, por Leiva et al.
(2008); Leiva, Sanhueza e Angulo (2009); Leiva et al. (2015a); Podlaski (2008); Vilca et al.
(2010); Marchant et al. (2013) e Saulo et al. (2013). O que faz esta distribuicdo atrativa para a
analise de dados assimétricos sao suas propriedades e sua relagcdo com a distribuicao normal
(JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1995). Em constraste com a sua aplicagéo original para
processos de fadiga, Leiva et al. (2015b) justificaram, usando argumentos tedricos baseados na
lei de efeitos proporcionais, porque a distribuicao BS é adequada para a modelagem de dados
da terra e ambientais. Rieck e Nedelman (1991) definiram a relacdo entre a distribuicao BS e sua
versao logaritmica, chamada de distribuicao log-BS. Eles usaram essa relagéo para propor um
modelo BS de efeito fixo; enquanto Villegas, Paula e Leiva (2011) consideraram um modelo BS
de efeito misto. Extensdes multivariadas da distribuicao BS e um modelo BS de efeito fixo foram
apresentados por Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2013) e Marchant, Leiva e Cysneiros
(2015), respectivamente. Uma abordagem para a modelagem BS espacial foi fornecida por Xia,
Zeephongsekul e Packer (2011), que apresentaram uma metodologia baseada em processos
semi-Markov para propor um modelo espago-temporal para a movimentagao de turistas. Os
autores consideraram varias distribuigdes, incluindo o modelo BS. Até o momento, no entanto,
modelos espaciais baseados na distribuicdo BS ndo tém sido estudados em exemplos praticos.

A identificacao de casos que possam produzir mudangas substanciais nos parametros
estimados € uma importante etapa em qualquer investigacao estatistica. A tarefa de detectar
possiveis casos atipicos pode ser realizada pela eliminagdo, um-a-um, de casos do conjunto
de dados e medindo os efeitos nos parametros estimados: esta técnica € conhecida como
influéncia global (COOK, 1987). Outro método para a deteccao de casos que possam ser
potencialmente influentes, conhecido como influéncia local, foi proposto por Cook (1986). Esse
método estuda o efeito de pequenas perturbagdes introduzidas nos modelos e/ou nos dados
sobre as estimativas de maxima verossimilhanca (ML). Diferentes esquemas de pertubacgao sao
considerados para avaliar a sensibilidade das estimativas ML dos parametros do modelo a tais
perturbagdes. O método de influéncia local tem pelo menos duas vantagens sobre o método de
influéncia global: tem menor custo computacional, especialmente quando o numero de casos
€ grande, e permite a detecgao de grupo de dados que exercem influéncia conjunta. Zhu et
al. (2007) propuseram uma metodologia para escolher um esquema de perturbacao que é
apropriado para o modelo particular a ser considerado. Gimenez e Galea (2013) aplicaram o
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método proposto por Zhu et al. (2007) em modelos heteroscedasticos com erros de medi¢ao
funcional. Galea, Leiva e Paula (2004) aplicaram o método de influéncia local em modelos BS
de efeito fixo, enquanto Leiva et al. (2014); Leiva et al. (2015c) e Liu et al. (2015) utilizaram
ferramentas de diagnésticos em modelos de vida acelerada, em modelos de efeito fixo com
restricoes estocasticas e no modelo linear possivelmente heteroscedastico com restricdes
exatas. Em modelagem espacial, técnicas de diagndsticos foram discutidas para modelos
Gaussianos por Militino, Palacius e Ugarte (2006) e Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012), para
modelos t-Student por Assumpcéao, Uribe-Opazo e Galea (2014), e para modelos elipticos
por De Bastiani et al. (2015).

O principal objetivo deste artigo foi desenvolver um modelo espacial log-linear baseado
na distribuicdo BS e obter os diagndsticos correspondentes a este modelo. Esta distribuicao
pode ser mais apropriada que a distribuicdo Gaussiana na analise de dados espaciais com
comportamento assimétrico positivo. Estimadores ML dos parametros do modelo e ferramentas
de diagnoésticos de influéncia local sédo obtidos para o modelo espacial BS. Especificamente,
na Sec¢ao 5.1.2, fornecem-se informacdes preliminares sobre as distribuicdes BS e log-BS
uni e multivariadas e sobre modelagem espacial. Na Secao 5.1.3, o modelo espacial BS
log-linear é formulado; realiza-se a estimacdo dos seus parametros usando o método ML
e encontra-se um esquema de pertubagao apropriado para a varidvel-resposta, a partir da
metodologia proposta por Zhu et al. (2007). Na Sec¢éo 5.1.4, serao conduzidos dois estudos
de simulacao de Monte Carlo (MC) para avaliar a performance do correspondente estimador
ML e das ferramentas de diagnésticos. A Secao 5.1.5 ilustra potenciais aplicagcdes do modelo
proposto e seus diagndsticos com dados reais provenientes da engenharia agricola. Na Sec¢éao
5.1.6, apresentam-se algumas conclusdes e possiveis trabalhos futuros. A élgebra detalhada é
apresentada nos anexos.

5.1.2 Preliminares
5.1.2.1 A distribuicao Birnbaum-Saunders

Se uma variavel aleatéria T' segue uma distribuicdo BS com parametro de forma a e
parametro de escala v, usa-se a notagcédo 7' ~ BS(«a,y). A distribuicdo pode ser definida por
sua fungao de distribuicdo acumulada (fda) dada por

FT(t;a,fy):fI)<;<\/t/7fy—\/'T/t)>, t>0,a>0,v>0, (5.1)

em que ®(-) é a fda da distribuicdo normal padrao. Entéo, a fungéo densidade de probabilidade
(fdp) de T obtida de (5.1) é expressa como

prttian) = 5 (VAR ) o (5 (VIR - VAR ) 1> 0az 0050 62)

em que ¢(-) € a fdp da normal padrdo. Entéo, a fdp dada em (5.2) pode ser reescrita como

exp(a?) 1 [t =~ _3
o) = o2 Jop (- (2 +2) )5 t>0,0>07>0, (53
pritian) = 520 Do (~50z (L47) ) rieen, t>0a>00>0 63
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Também pode-se dizer que uma variavel aleatéria continua 7" tem uma distribuicdo BS com
parametros a > 0 e v > 0, se, e somente se Z = (1/a)(y/T/y — /v/T) ~ N(0,1). Algumas
propriedades da distribuicao BS s@o apresentadas como segue. Se T' ~ BS(«, ), entdo: (i)
E(T) = (1 + o?/2) e Var(T) = (av)?(1 + 5a2); (i) se b > 0, entdo bT ~ BS(a, by), isto &,
a distribuicdo BS é fechada para a multiplicagéo por escalar; (iii) 1/T" ~ BS(«,1/v), 0 que
significa que a distribuicao BS é fechada sobre reciprocidade; (iv) a mediana da distribuicao
de T é ~, que pode se obtida diretamente fazendo ¢ = 0,5 na sua fungao quantil dada por
t(g;,y) = Fp'l(g;,7) = Blaz(g)/2 + /(az(q)/2)2 +1)* para 0 < ¢ < 1, em que z(q) é a
fungd@o quantil da distribuicado normal padréo; e (v) a distribuicdo BS é assimétrica positiva
quando « cresce e aproximadamente simétrica, em torno de v quando « tende a zero (veja
Figura 16 (a)).

5.1.2.2 A distribuicao log-Birnbaum-Saunders

Uma variavel aleatéria continua Y tem uma distribuicao log-BS com parametro de forma
a > 0 e parametro de localizagdo i € R, que é denotada por log-BS(a, 1), se, € somente se
Z = (2/a)senh((Y — u)/2) ~ N(0,1). Entdo, a fda de Y é dada por

2 _
Fy(y;a,p) =@ <asenh (y2,u,>> , —00 <y, i < Foo,a > 0. (5.4)

Consequentemente, de (5.4), a fdp de Y é obtida como

1 y—p 2 2 (Y—H
fr(y;a,p) = ai\/ﬂ cosh <2> exp (—O[?senh ) ) <y, pu < 4oo,a > 0.

(5.5)
Algumas propriedades da distribuicdo log-BS sado apresentadas a seguir. Se Y ~
log-BS(a, ), entédo: (i) T' = exp(Y') ~ BS(«, 7), 0 que significa que a fdp da distribui¢cdo log-BS
dada em (5.5) pode ser obtida da fdp da normal padréao ou da fdp da BS definida em (5.3); (ii)
E (Y) = p; (iii) ndo existe forma fechada para a variancia de Y, mas aproximagao assintética
para a funcdo geradora de momentos da distribuicdo log-BS, segue que, se a — 0, entédo
Var(T) = a? — a*/4, e se a — oo, entdo Var(T) = 4(log?(v/2a) + 2 — 2log(v/2a)); (iv) se
X =+4Y +d, entdo X ~ log-BS(a, £ + d); e (v) a distribui¢cdo log-BS é simétrica em torno de
1, unimodal para o < 2 e bimodal para « > 2 (Figura 16 (b)).
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Figura 16 Funcdes distribuicdo de probabilidade das distribuicdes BS(«, 1) (a) e log-BS(«, 0)
(b) para o valor do parametro de forma « indicado.

Se um vetor aleatério Y = (Yi,...,Y,)" segue uma distribuicido log-BS n-variada,
usa-se a notagdo Y ~ log-BS,(a, p,X). Nesse caso, o vetor de parametros de forma é
a = (ag,...,a,) ", com o; > 0, 0 vetor de parametro de locagédo é pu = (u1,...,un) ', COM
—00 < u; < oo, parai=1,...,n, e X € uma matriz positiva definida (n&o singular), n x n, de
parametros de escala. A fda de Y pode ser definida de (5.5) como

2 - 2 -
Fy (y;a,pu, X)) = &, (senh <y12,u1> ,...,—senh <ynzlin> ;2) , yeR" (5.6)
a1

em que ®,(-;X) é a fda da distribuicado normal padrao n-variada com matriz de variancia e
covariancia X. Portanto, a fdp de Y pode ser obtida de (5.6) como

, (2. (yi—m 2 (=) W) TT L yi — i
fy(y; o, pu, ) = ¢y, <albenh< 5 >,...,ansenh( 5 X }_[laiCOSh 5 ,
(5.7)
para y € R", em que ¢,(-;X) € a f.d.p. da normal n-variada com matriz de variancia e

covariancia X.

5.1.2.3 Modelos espaciais

Considere um processo estocastico {Y (s), s € D}, definido sobre uma regiao D, com
D C R?, descrito pelo modelo espacial linear

Y(s) =pu(s)+¢(s), seD, (5.8)

em que u(-) € uma fungéo média e <(-) é o erro do modelo. Esses erros tém média zero e

variancia comum o2, o que significa que E(Y (s)) = u(s) e Var(Y(s)) = o2, para todo s € D.
O processo espacial {Y(s),s € D} é assumido estacionario, entdo, sua media é

constante, isto €, u(s) = u, paratodo s € D. Além disso, o processo € assumido isotropico e
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sua funcéo covariancia depende somente da distancia entre as localizagbes espaciais, isto €,
COV(Y(S,‘),Y(SJ')) = C(Si, Sj) = C(hij), 8i, 85 € D, (59)
em que h;; = ||s; — s;|| € a distancia Euclidiana entre s; e s;.

5.1.2.4 Covariancia e modelos de variogramas

Agora suponha que n medicdes sdo coletadas em um conjunto de localizacdes espaciais
conhecidas {s1,...,sn} € fornega o vetor aleatério n-variado Y = (¥3,...,Y,)", em que
Y; =Y (s;), parai=1,...,n. A covariancia entre todos os pares de variaveis aleatorias (Y;, Y;)
é determinada por uma matriz escala, nxn, 3 = [o;;], simétrica e positiva definida, em que o;; =
C(hsj), com C(-) dada em (5.9). Entéo, X define uma estrutura de dependéncia espacial para
um processo estacionario e isotropico por um vetor de parametros ¢ = (¢1, 2, ©3) ', em que
©1 > 0,9 > 0 sd0 parametros conhecidos como efeito pepita e contribuicao, respectivamente.
O parametro ¢3 > 0 esta relacionado ao raio de dependéncia espacial a = g(3) (MARDIA;
MARSHAL, 1984; URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012). O efeito pepita esta relacionado
a um erro analitico, indicando uma variabilidade nao explicavel. Esta variabilidade pode ser
atribuida a erros de medida ou a uma variabilidade ndo capturada devido a distancia de
amostragem utilizada (CAMBARDELLA et al., 1994). O efeito pepita pode servir também como
um mecanismo de regularizagdo em delineamentos espaciais para campos aleatérios (MULLER;
STEHLIK, 2010) para o caso Gaussiano. Assume-se uma forma paramétrica particular para a
matriz escala dada por

Y =pil, + pR, (5.10)

em que I,, é a matriz identidade n x n e R = [r;;] € uma matriz simétrica n x n com elementos
da diagonal r;; = 1, parai = 1,...,n. Formas especificas para r;; dadas por r;; = 0;;/¢2, com
i # j e 9 # 0, definem o0 modelo usado para explicar a dependéncia espacial, sendo as formas
mais comuns obtidas das familias Matérn e exponencial poténcia (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989;
DIGGLE; RIBEIRO JUNIOR, 2007).

Na familia de modelos Matérn, tem-se

Loi=j
Tij = 5
i (8) Ko (). 174

em que § é um parametro de forma, I'(-) € a fungdo gamma usual e K;(-) € a fungéo de Bessel

(6.11)

modificada do terceiro tipo de order 6. A partir de (5.11), tem-se
Y1 + Y2, 1= j’
Tij = hij \° hij o
vt () o (), i#d

Nos modelos da familia exponéncial poténcia, para i # j, tem-se r;; = exp(—(hi;/¢3)?),

(5.12)
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em que 0 < p < 2 é um parametro de forma, o que implica em

v1 + p2, Z:j7
Oij = hi: \P . .
wzexp(—(;ﬁ), i F ]

Embora os modelos dados em (5.12) e (5.13) ndo tenham um alcance finito, o alcance

(5.13)

a é definido como 95% do patamar. Os modelos exponencial e Gaussiano sdo membros da
familia exponencial poténcia quando p = 1 e p = 2, respectivamente, e também da familia
Matérn quando 6 = 0,5 e 6 — oo, respectivamente. Em processos estacionarios, da funcao
covariancia dada em (5.9), é possivel definir a funcao semivariancia por

v(h) = C(0) — C(h), h>0, (5.14)

em que C(0) = 1 + 2 € C(h) é especificada a partir de C(h;;) = o045, para h = h;j, com
um membro apropriado da familia Matérn ou exponencial poténcia dadas em (5.12) e (5.13),
respectivamente. O grafico de pontos (h,y(h)) obtido da fun¢cdo semivariancia dada em (5.14)
€ uma ferramenta atil em estatistica espacial.

5.1.2.5 Interpolacao Krigagem

Em analise geoestatistica, um método frequentemente usado para interpolagcao é a
Krigagem (KRIGE, 1951). A predicao Krigagem é dada por uma combinagéo linear dos dados
observados y = (y1,...,yn) " definida como

n
(s0) =Y _ Nivi, (5.15)
i=1
em que y(sp) € o valor predito em uma nova localizagéo sg € A1, ..., A, S80 pesos escolhidos

para definir o melhor preditor linear ndo enviesado, que pode ser obtido quando se minimiza a
variancia do erro quanto aos pesos. E possivel mostrar que, sobre suposicées de normalidade,

os valores de A1, ..., \, sdo dados pela solucéo do sistema CA = Y, em que
C(s1,81) ... C(s1,8n) 1
C = : h : A=y A 0) Y = (C(s1,80)s -, CSny 80), 1) T
C(sn,s1) ... C(spn,sn) 1
1 1 0

e o € um multiplicador de Lagrange introduzido durante a minimizagao da variancia dos erros

para garantir o ndo enviesamento dos mesmos.

5.1.2.6 Medidas de acuracia

Os indices acuracia global (AG) e kappa (k) podem ser usados para quantificar a
similaridade entre dois mapas. Considere dois mapas (um chamado mapa de referéncia e outro
chamado mapa modelo), ambos particionados nas mesmas m classes, denotadas por M;, para
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i =1,...,m. Adicionalmente, seja N;;, parai,j = 1,...,m, 0 numero de pixels pertecentes
a classe M; do mapa modelo e a classe M; do mapa de referéncia, e N é o numero total de
pixels em cada mapa. O indice AG € baseado nos pixels que pertencem as mesmas classes
em ambos os mapas e é definido como AG = (>_", N;;)/N. Os mapas modelo e de referéncia
tém uma similaridade aceitavel se o indice AG € maior que 0,85 (ANDERSON, 1976). O indice
x € baseado em todos os pixels (0s que pertencem as mesmas classes e 0s que pertencem
as classes diferentes) e é definido como x = (N Y\ Ny — > % NeiNio)/(N? — Yot NeiNie),
emque N;o = > 7 N;j € No; = 37" Nj;. Os mapas modelo e de referéncia possuem baixa
similaridade se x < 0,67, média similaridade se 0,67 < x < 0, 80, e alta similaridade se x > 0, 80
(KRIPPENDORFF, 2004).

5.1.3 O modelo espacial Birnbaum-Saunders

5.1.3.1 Formulacao do modelo

Seja {T'(s),s € D} um processo estocastico definido sobre uma regido D, com D C R2.
Suponha que n medidas T' = (T1,...,T,) ", emque T; = T(s;), parai = 1,...,n, sdo coletadas
em um conjunto de localizagdes espaciais conhecidas {si,...,s,}. Considere um modelo
espacial da forma

T, =exp(ui)mi, i=1,...,n. (5.16)

Assume-se estacionaridade, de modo que p; = u(s;) = p, € 0 erro do modelo 7; =
n(s;) ~ BS(a,1), parai = 1,...,n. Entdo, exp(n) € a mediana do modelo. Note que o
parametro de forma « € assumido constante para todas as localizagdes espaciais. Ao se aplicar
a transformacao logaritmica em (5.16),0btém-se um modelo BS espacial log-linear dado por

em que ¢; = log(n;) ~ log-BS(a, 0), parai = 1,...,n. Note que o modelo BS espacial log-linear
definido em (5.17) tem uma forma similar a do modelo dado em (5.8). Para facilitar a notacao, o
modelo dado em (5.17) pode ser escrito em forma matricial como

Y =pl+e, (5.18)

comY = (Yy,...,Y,)",1=(1,...,1)T and e = (¢1,...,e,) " sendo vetores n x 1. Neste caso,
€ € um processo estocéstico espacial estacionério com vetor de médias E(e) = 0. Suponha
que a covariancia entre todos os pares (Y;,Y;) é determinada pela matriz escala X, n x n,
satisfazendo as condigoes dadas em (5.10), em que os elementos de R podem ser modelados
com a estrutura Matérn dada em (5.11).

5.1.3.2 Estimacao dos parametros

Seja 0 = (a, i, ¢1, P2, ng)T o vetor de parametros desconhecidos do modelo espacial
formulado em (5.18) para ser estimado. A fungdo verossimilhanga para 6, baseada nas
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observagées y = (y1,...,9,) ' de Y, obtida de (5.7) é dada por

1 2 e i —
LO)=L(Oy)=————exp <—2VT21V) [] cosh <y ”) : (5.19)
an(2m)z|X[2 @ i=1 2
emque V = (V,...,V,)" é um vetor n x 1 com elementos V; = senh((y; — i)/2), para
i =1,...,n. O correspondente logaritmo da funcao verossimilhanca para 6 obtida de (5.19) é

entao

__n _ } _ o 3 Ty -1 - Yi — K
00) = 5 log(2m) 5 log (|X]) — nlog(«) a2V b V—l—;log <COSh< 5 . (5.20)
O método ML define o estimador § de & como o vetor que maximiza L£(6), ou
equivalentemente ¢(0), sobre o espago paramétrico de 6. Entao,

6 = argmeaxﬁ(é’). (5.21)

Quando o valor em (5.21) esta associado a um processo estacionario, ele pode ser
obtido da solucao do sistema homogéneo de equagdes formuladas a partir do vetor escore é
dado por
00(0) 00(0) 00(0)
=0,——~ =0; 22

Veja detalhes do vetor escore no Apéndice |. Note que nao existe solugdo analitica para o

=0,

sistema de equacdes dados em (5.22). Entdo, o estimador ML 6 deve ser calculado utilizando
um processo iterativo para solugao de sistemas nao lineares. Neste trabalho, o processo
quasi-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (NOCEDAL; WRIGHT, 1999; LANGE,
2000) sera utilizado pelas fungdes optim € optimx implementadas no software R (R TEAM,
2015). Os sinais do determinante da matriz Hessiana e de seus menores principais foram
avaliados para assegurar que o maximo tinha sido encontrado.

Sobre condi¢gdes usuais de regularidade, o estimador ML 6 é consistente para 0 e tem
uma distribuigao normal assintética (DAGENAIS; DUFOUR, 1991). Entao, quando n — oo,

~

V(0 —0) 2 N;0,J(0)™), (5.23)

em que J(0) = ILm I(6)/n, com I(60), sendo a matriz de informacgéao esperada de Fisher

dado no Apéndice lll, e B indicando convergéncia em distribuicdo. Intervalos de confianca
assintéticos (ICs), de 100 x [1 — ¢]%, para u, a e p;, com i = 1,2,3, podem ser obtidos da
propriedade de normalidade assintética dada em (5.23) como

Cl(p, [1 = ] x 100%) = |fi = (1 = ¢/2)SE(E), fi+ 2(1 - ¢/2)SE@)] .
CI(0,[1 — (] x 100%) = [exp (5* (1 C/2)§1\3(0A*))  exp (5* 41— g/2)sA1«3(eA*))] ,

em que 6* é o estimador ML de 6* = log(), com 6 = cou 6 = ;, parai = 1,2,3, e S/I\E(QA*) €o
erro padrao estimado assintético (SE) do estimador ML de 6* (LEIVA et al., 2015d).
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5.1.3.3 Influéncia local

Seja ¢(0) o logaritmo da fungéo verossimilhanga para o vetor de parametros do modelo
0 = (a, i, 01,02,903)" dado em (5.18), a qual é conhecida como log-verossimilhanga néo
perturbada. Entdo, seja w = (wy,...,w,) € Q C R™ um vetor perturbagéo, n x 1, em que
2 € um conjunto aberto de perturbacdes. Seja ¢(0|w) o logaritmo da fungao verossimilhanca
perturbada por w, chamada de log-verossimilhanga perturbada, e 6., a estimativa ML de 6
obtida de /(@|w). Adicionalmente, seja wy € 2 um vetor de ndo perturbagédo, n x 1, isto
€, ((Blwy) = £(0). Suponha que ¢(8|w) seja continua e duas vezes diferenciavel em uma
vizinhanga de (5, wp). Comparando-se as estimativas ML dos parametros feb,a partir de
influéncia local, é possivel investigar como tais estimativas sao afetadas pela perturbacgao.
Considere o afastamento da verossimilhanga dado por

LD(w) = 2(£(6) — £(6.,)), (5.24)

que é utilizada para avaliar a influéncia da perturbacao w. Valores grandes de LD(w) em (5.24)
indicam que 8 e 8,, diferem consideravelmente entre si. O método estuda o comportamento
local do grafico de influéncia a(w) = (w',LD(w))" em torno de wy. Cook (1986) sugere
investigar a dire¢gao de curvatura maxima, Cyax, da superficie a(w). Para LD(w) dada em (5.24),
Chax = max)| g1 Caq, emque Cq = Q\dTBd,], com B sendo uma matriz n x n € d um vetor
unitério. Para encontrar Cp,,x € 0 vetor dire¢do d,.x, € necessario calcular B = —AE(@)*A,
em que 1?'(5) é a matriz Hessiana obtida de (5.19) avaliada em 6 = 8; veja detalhes da matriz
Hessiana no Apéndice Il. Neste caso, A é uma matriz 5 x n obtida do logaritmo da fungao
verossimilhancga perturbada e dada por

0%¢(0|w)
Oalw T

Ag,
— | 2w | — | A, | (5.25)
A‘P

L)

00w | om0t

924(0|w)

Opdw T
Note que (5.25) deve ser avaliada em 6 = 0 e w = wy. ENtA0, dmax € UM autovetor unitario
associado ao maximo autovalor (em valor absoluto) C,.x de B. Um valor absoluto grande de
um elemento de d,,.x revela que o caso é possivelmente influente. Outras dire¢cdes importantes
correspondem aos vetores da base canénica d = e;, parai = 1,...,n, em que e; € um vetor do
R™ com um (1) na i-ésima posicao e zeros (0) nas demais posicdes. Neste caso, a curvatura
€ dada por C; = 2|b;;|, onde b;; é o (i,7) elemento da matriz B, parai = 1,...,n. O gréfico
de C; = Cyq, versus o indice i pode também ser usado para identificar casos influentes. Os
graficos de C; e |dmax;| SA0 usados como medidas de diagnésticos de influéncia local na
Secao 5.1.5. Embora ndo exista um consenso sobre um ponto de referéncia para determinar
casos influentes, neste trabalho usa-se um valor analogo ao proposto por Zhu e Lee (2001),
que considere o caso i como influente se C; > C + 2SE(C), para i = 1,...,n, em que C
e SE(C) denotam, respectivamente, a média das curvaturas normais e o correspondente

desvio padrao amostral. Similarmente, no gréafico |dmax,|, 0 caso i é indicado como influente
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€ |dmax;| > |dmax| + 2SE(|dmax|), parai = 1,...,n, em que |dmax| € SE(|dmax|) denotam,
respectivamente, a média dos elementos, em valor absoluto, do vetor d,,.x € 0 correspondente
desvio padrdao amostral. Os valores de referéncia s&o utilizados no estudo de simula¢ao e na
aplicagéo realizados nas Sec¢des 5.1.4 e 5.1.5, respectivamente.

5.1.3.4 Selecao do esquema de perturbacao apropriado

Suponha que a perturbacao na variavel resposta € da forma Y,,(s) = Y (s) + Aw, em
que A é uma matriz simétrica e ndo singular. Assim, Y,,,(s) =Y (s) e Y, (s;) = Y(s;) + a; w,
em que a; € a i—ésima linha da matriz A. Neste caso, o logaritmo da fungéo verossimilhanga
perturbada é dada por

(Blw) =~ los(2) - % log (|52]) — n log(a) — %ij—lvw +3 " log (cosh <y+“2°"_“>> ,

= (5.26)
emaque V,, = (Vi,,..., Vi)', com V,,, = senh((y; + aw — p)/2), parai = 1,...,n. Entdo, o
vetor escore correspondente obtido de (5.26) é dado por (veja detalhes no Apéndice 1V)

Uw) = aegiw)

2 1
=-S ATV, + - AV, (5.27)
a 2

Considere a variancia do vetor escore dado em (5.27) como uma fung¢ao do vetor
perturbagdo w, isto é, G(w) = Var (U(w)) = E (U(w)U ' (w)), lembrando que E (U (w)) = 0.
Para o modelo BS espacial log-linear, tem-se que (novamente veja detalhes no Apéndice 1V)

1

Glw) = A (;2—2 -

[V

> )2 A. (5.28)

ot
4

De acordo com Zhu et al. (2007), a perturbagdo w € apropriada se, e somente se
G(wg) = cI,, parac > 0, com G(-) dada em (5.28). De modo geral, para uma matriz simétrica
e nao singular arbitraria A, G(w) # c¢I,,. No entanto, para a perturbagao ser apropriada, A
deve satisfazer a condicao

N|=

2
A <1zé _ %y ) A=cI, (5.29)
« 4
para algum valor de ¢ > 0. Considerando ¢ = 1, imediatamente tem-se que A = ((1/04)2‘% —
(a/4)2%)—1 satisfaz a condigdo dada em (5.29). Entéo, para o modelo BS espacial log-linear,

um esquema de perturbagao apropriado para a variavel-resposta é dado por
11 ac1\ !
Y.(s)=Y(s)+ aZ 2 — 122 w. (5.30)

Agora, considere a matriz de perturbacio A definida em (5.25), a perturbagéo dada em

(5.30), e
94(6|w)

OwT

2 1 2 1
- Ivistas via-v] (—Oﬁz—l n 2In> A (5.31)
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Entéo, os elementos de A obtidos de (5.31) s&o expressos como

0%0(0|w) 1T ;1
A, = — = > -1, A, 5.32
. Oudw <a2 4 ) (5:32)
0%0(0|w) (-1 1
A, = ——==D E -I, 1A
@ Oadw T a? o 4 ’
+v) ( Istag ( 72_1 + 11n> A (122—é + 12%> A) . (5.33)
o3 2 o 4
A L OPUOw) _ (°U(Blw) U(Blw) 0U(Blw) ’ (5.34)
20w’ \ 9p10w T 00w’ Op30w T '
emque D = (dl,...,dn)T, comd; = l;w, parai = 1,...,n, e l; sendo a i—ésima linha da
matriz A((l/oﬂ)E*% + (1/4)2%)A e os elementos de A, dados em (5.34) s&o definidos como
0%0(0|w) T 1y 1 ) >
- MM (-=3 SL)A+V] [ ExiZz2e ) A
DipiOw T a? 3 e (@2 i
T (—2s 1411 )4 2*“3222 %+982% A
o? 27" i 4 Oyp; 7
emque M = (mq,... ,mn)T, comm; = L;w,parai=1,...,n,e L; sendo a i—ésima linha da
matriz ) )
1 10X2 1 adX2
R Y T34 — A.
A< Lot 2y 2+43%)

A algebra detalhada das expressoes anteriores é apresentada no Apéndice V.

5.1.4 Estudos de simulacao

Nesta Sec¢ao, foram conduzidos dois estudos de simulagédo, baseados em n pontos
amostrais y = (y1,...,yn) ', gerados a partir de uma distribuigao log-BS com parametro de
forma o € {0, 3;1}, parametro de escala i = 2 e estrutura de dependéncia espacial descrita
pelo modelo familia Matérn para 6 = 0,5, ¢1 € {0,5;1}, 2 € {0,5;1} € @3 € {1;1,5}. Assim, foi
considerada uma grade regular com distancia minima entre pontos de uma unidade. Primeiro,
avaliou-se o desempenho dos estimadores dos parametros do modelo para amostras de
tamanhos pequeno e grande. Em seguida, avaliou-se o desempenho da metodologia proposta
para detectar casos influentes.

5.1.4.1 Estudo I: Estimacao ML

Para avaliar a eficiéncia do estimador 6 empiricamente, usam-se o viés relativo absoluto
(VRA) e a raiz do erro quadratico médio (REQM), definidos como seguem
9_1' — 91 P -~
0, Z 0ij — 0i)

VRA(6;) = x 100, REQM(f,

’G\H

em que 6; = (1/p)2 1(91], com 0” sendo a estimativa ML de 6, € {a, i, ¢1,p2, 03} Na
j—ésima réplica de Monte Carlo (MC). Note que 6 = {Q,1, 1, 72,73} " é a estimativa ML de
0 = {a, i, 01, 02,03} . Considera-se p = 500 réplicas em cada caso. A Tabela 3 exibe os VRAs
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e REQMs para os correspondentes estimadores ML. Note que, para n = 100, todos os VRAs
sao pequenos. Em particular, os VRAs dos estimadores ML do parametro « sdo menores que
10% em quinze dos dezesseis casos estudados, além disso em 50% desses casos, os VRAs
sao menores que 2%. Para os estimadores ML do parametro u, os VRAs sdo menores que 1%
em praticamente todos os casos. Para os estimadores ML dos parametros que descrevem a
estrutura espacial, os VRAs sao maiores que 10% em alguns casos, porém o maximo € 13%. No
entanto, para n = 36, esse quadro é bem diferente, porque somente os VRAs dos estimadores
ML do parametro . permanecem baixos. Para os outros parametros, em varios cenarios, 0s
VRAs sao elevados. Em geral, os REQMs sao pequenos para os estimadores de « € u, mas
sao moderados para os parametros espaciais. Como esperado, os valores aumentam para
n = 36 em comparacao com obtidos para n = 100. Tal resultado mostra a sensibilidade dos
estimadores ML do modelo espacial BS para amostras pequenas.

Tabela 3 VRA (em %) e REQM do estimador ML dos parametros e n indicados para dados
simulados com o modelo espacial BS.

Parametro Valor VRA REQM Valor VRA REQM Valor VRA REQM Valor VRA REQM

n = 36 n = 100
«@ 1,00 8§,501 0,211 0,30 38,932 0,175 1,00 8§,683 0,170 0,30 6,526 0,058
I 2,00 0,377 0,425 2,00 1,010 0,339 2,00 0,48 0,245 2,00 0,102 0,070
©1 0,50 15,204 0,628 0,50 0,134 0,474 0,50 6,446 0,505 0,50 1,624 0,586
2 1,00 2,879 0,549 1,00 12,064 0,546 1,00 3,702 0,492 1,00 9,129 0,200
©3 1,00 10,631 1,549 1,00 3,283 1,591 1,00 8§,288 0,922 1,00 10,102 0,731
«@ 1,00 0,036 0,131 0,30 16,731 0,093 1,00 0,403 0,121 0,30 7,886 0,083
L 2,00 0,782 0,172 2,00 0,310 0,076 2,00 0,298 0,310 2,00 0,124 0,051
©1 0,50 16,061 0,407 0,50 37,419 0,362 0,50 12,548 0,424 0,50 9,748 0,448
2 0,50 20,495 0,357 0,50 9,631 0,285 0,50 4,074 0,579 0,50 8,521 0,418
©3 1,00 19,786 1,406 1,00 31,122 0,598 1,00 12,092 1,000 1,00 3,368 0,840
«@ 1,00 5,018 0,180 0,30 0,713 0,052 1,00 1,543 0,122 0,30 0,969 0,049
L 2,00 0,569 0,196 2,00 0,128 0,088 2,00 0,094 0,308 2,00 0,056 0,054
©1 1,00 23,470 0,559 1,00 30,419 0,598 1,00 4,416 0,444 1,00 7,977 0,296
©2 0,50 69,708 0,812 0,50 72,644 1,077 0,50 3,011 0,712 0,50 12,575 0,594
©3 1,00 23,311 1,479 1,00 27,248 0,508 1,00 3,736 0,966 1,00 10,600 0,838
«@ 1,00 11,580 0,149 0,30 2,084 0,044 1,00 0,675 0,116 0,30 1,361 0,041
I 2,00 1,073 0,347 2,00 0,044 0,095 2,00 0,261 0,219 2,00 0,143 0,065
©1 0,50 13,250 0,417 0,50 10,198 0,392 0,50 3,457 0,380 0,50 1,860 0,226
2 0,50 47,626 0,420 0,50 7,230 0,409 0,50 9,557 0,600 0,50 2,624 0,265
©3 1,50 4,095 1,365 1,50 28,613 0,875 1,50 7,062 0,999 1,50 7,850 1,048
«@ 1,00 9,409 0,182 0,30 34,818 0,127 1,00 6,615 0,131 0,30 9,041 0,050
L 2,00 0,832 0,424 2,00 0,135 0,112 2,00 0,351 0,262 2,00 0,141 0,071
©1 1,00 22,382 0,688 1,00 58,626 0,704 1,00 9,877 0,600 1,00 6,292 0,609
2 1,00 16,801 0,698 1,00 32,248 0,494 1,00 11,614 0,649 1,00 10,743 0,399
©3 1,00 29,993 1,441 1,00 25,988 0,722 1,00 6,278 1,088 1,00 6,915 0,854
«@ 1,00 3,315 0,213 0,30 7,271 0,084 1,00 1,731 0,136 0,30 3,474 0,068
L 2,00 1,291 0,464 2,00 0,208 0,131 2,00 1,147 0,312 2,00 0,029 0,088
©1 0,50 13,031 0,513 0,50 0,375 0,799 0,50 6,876 0,406 0,50 4,700 0,419
2 1,00 8,044 0,385 1,00 11,701 0,383 1,00 1,374 0,477 1,00 7,779 0,324
©3 1,50 11,971 1,455 1,50 26,713 0,862 1,50 11,409 1,010 1,50 1,422 1,048
« 1,00 2,479 0,122 0,30 36,118 0,150 1,00 1,645 0,096 0,30 0,124 0,047
I 2,00 1,012 0,254 2,00 0,016 0,110 2,00 0,310 0,339 2,00 0,101 0,067
©1 1,00 12,815 0,434 1,00 49,457 0,593 1,00 2,893 0,401 1,00 8,174 0,312
2 0,50 44,539 0,610 0,50 51,302 0,840 0,50 9,810 0,648 0,50 7,033 0,827
w3 1,50 19,714 1,927 1,50 10,903 0,570 1,50 2,042 1,105 1,50 0,266 1,052
«@ 1,00 7,312 0,159 0,30 21,1904 0,094 1,00 6,414 0,176 0,30 10,473 0,051
L 2,00 0,318 0,456 2,00 0,335 0,136 2,00 0,622 0,331 2,00 0,207 0,093
©1 1,00 9,491 0,691 1,00 42,096 0,615 1,00 1,245 0,466 1,00 3,463 0,560
2 1,00 8,964 0,528 1,00 28,573 1,121 1,00 1,951 0,910 1,00 9,094 0,328

©3 1,50 24,874 1,753 1,50 27,398 0,883 1,50 10,009 1,138 1,50 13,259 0,928
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5.1.4.2 Estudo lI: diagnésticos de influéncia

Nesta secdo avalia-se a performance das ferramentas de diagnésticos para detectar
casos influentes. A fim de realizar esta avaliagdo, geraram-se dois conjuntos de dados com
a variavel-resposta dada como em (5.18), com estrutura de matriz escala dada pelo modelo
familia Matérn, considerando-se o parametro de forma ¢ € {0,5;1.0} e n = 100. Ap6s gerar um
conjunto de dados y = (v1,...,yn) ', contaminou-se seu valor maximo com o objetivo de gerar
um outlier. Tal contaminagéo é similar a utilizada por Ortega, Bolfarine e Paula (2003) para
estudar a influéncia de uma perturba¢cdo em uma variavel explicativa em modelos log-gamma
generalizados de efeito fixo. Especificamente, considera-se a contaminacao

Yihax = Ymax + 10V/yTy. (5.35)

Para o primeiro conjunto de dados (6 = 0,5;n = 100), o0 caso contaminado de acordo com
(5.35) é o caso #59. A Figura 17 (a) mostra o box plot para este conjunto de dados, o
qual identifica o caso #59 como um outlier. A Figura 17 (b) exibe a grade amostral, dividida
por quartis, na qual é possivel identificar a localizacao do outlier. Depois da contaminacéo,
as estimativas dos parametros (obtidas usando o método BFGS) com seus desvios padrdes
estimados assintoticos (entre parénteses) sdo: a = 4, 828(3,414x1071), i = 71, 188(1, 309 x 10),
1 = 480,101(8,989 x 10?), p3 = 200,090(8,999 x 102) e @3 = 0, 346(1,472 x 10~3), resultando
em um raio de dependéncia espacial estimado de @ = 1,038(4, 416 x 10~3). A Figura 18 mostra
o grafico de C; (18 (a)) e |dmax| (18 (b)) para a estrutua de dependéncia espacial descrita pelo
modelo familia Matérn com § = 0, 5, considerando a contaminag¢ao de acordo com (5.35). Este
estudo de influéncia local mostra que o caso #59 é detectado como influente.
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Figura 17 Box plot (a) e post plot (b) dos dados simulados para o modelo Matérn com § = 0, 5.
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Figura 18 Gréficos C; versus i (a) e |dmax, |versus i (b) para os dados simulados para o modelo
Matérn com § = 0, 5.

Similarmente ao primeiro conjunto de dados, para o segundo (§ = 1,0;n = 100), o
caso contaminado de acordo com (5.35) é o caso #59. A Figura 19 (a) mostra o box plot para
esse segundo conjunto de dados, enquanto a Figura 19 (b) revela a correpondente grade
amostral dividida em quartis. No segundo conjunto, depois da contaminacao, os parametros
estimados (obtidos pelo método BFGS) com seus SEs (entre parénteses) sdo: a = 3, 525(0, 249),
i = 5,199(2,980), 71 = 0,025(0,066), Pz = 3,538(0,845) e 3 = 2,084(0,002), e apresentam
distancia maxima de dependéncia espacial estimada de a = 8, 336(0, 008). A Figura 20 mostra
os graficos de influéncia local que, como no primeiro caso, indicam o caso #59 como ponto
influente. Portanto, a metodologia de diagndstico proposta parece ser eficaz para a deteccéao
de casos influentes.
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Figura 19 Box plot (a) e Post plot (b) dos dados simulados para o0 modelo Matérn com 6 = 1.
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Figura 20 Gréficos usando C; versus i (a) e |dmax| Versus i (b) dos dados simulados para o
modelo Matérn com ¢ = 1.

5.1.5 Aplicagc6es numéricas

5.1.5.1 Descricao da area experimental e estudo das variaveis

O estudo experimental foi conduzido durante o ano safra 2012/2013 em uma area
comercial de producao de grdos de 167,35 ha de Cascavel, que esta localizada na regiao
Oeste do Estado do Parang, Brasil. A area tem localizagado geografica de, aproximadamente,
24,95° S/53,57° W, com uma altitude média de 650 m. O solo é classificado como LATOSSOLO
VERMELHO Distroférrico argissoélico (EMBRAPA, 2009). O clima da regido é classificado como
temperado mesotérmico e superumido, tipo climatico Cfa Kdéeppen e a temperatura anual média
é de 21°C.

Os locais de amostragem do solo foram definidos formando uma grade regular com
distancia entre pontos de aproximadamente 140 m. Em adi¢ao, localizagdes extras foram
escolhidas aleatoriamente em toda regido. Isso conduz a um total de n = 102 localizagdes,
as quais foram georreferenciadas em coordenadas UTM usando um dispositivo GPS. Para a
analise das propriedades quimicas, quatro amostras de solo foram coletadas nas camadas de
0,0 a 0,2 m de profundidade, nas proximidades do ponto, e misturadas para produzir o elemento
amostral representativo da parcela. As amostras compostas foram analisadas no laboratério da
Cooperativa Central de Desenvolvimento Tecnolégico e Econémico Ltda. (CODETEC, Brasil)
para determinar as concentracdes de macro € micronutrientes. A concentracdo do elemento
fésforo foi escolhida como variavel de estudo porque tem efeito positivo no crescimento e
nutricdo das plantas. Além disso, a variabilidade espacial do fésforo é extremamente importante
para a gestao agricola. De acordo com a classificacdo dada por COAMO-CODETEC (2001), a
concentracao de fosforo em solo argiloso € considerada como segue. Para o plantio de soja, é:
(i) baixa para niveis inferiores a 3 mg/dm?; (i) média para niveis entre 3,1 e 6 mg/dm?; (iii) alta
para niveis entre 6,1 and 9 mg/dm?; e (iv) muito alta para niveis superiores a 9 mg/dm3. Para a
plantacdo de milho, a concentragéo de fosforo é: (i) baixa para niveis inferiores a 2 mg/dm3;
(i) média para niveis entre 2,1 e 4,5 mg/dm?; (iii) alta para niveis entre 4,6 e 11 mg/dm?; e (iv)
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muito alta para niveis superiores a 11 mg/dm?.

5.1.5.2 Anadlise exploratéria e de dependéncia espacial

A analise exploratéria de dados (AED) para a concentracdo de Fdsforo foi dividida
em duas: nao espacial e espacial. Do ponto de vista ndo espacial, a média amostral
da concentracdo de Fésforo no solo da area sob estudo ¢ 18,11 mg/dm3. Todavia, os
correspondentes coeficientes amostrais de variacao (CV), simetria (CS) e curtose (CK) sdao CV
= 0,41 (41%), CS = 1,787 e CK = 5,104. Estas estatisticas descritivas indicam um grau razoavel
de homogeneidade em torno da média, uma assimetria positiva e um alto nivel de curtose, tal
como visualizado no box plot da Figura 21 (a). Note que quatro outliers, identificados como
casos #32, #53, #57 e #59, sao detectados. Os pontos circulados na Figura 21 (b) identificam os
casos extremos, que estao localizados na parte inferior da regidao estudada. A AED n&o espacial
€ compativel com o uso da distribuicdo BS. Do ponto de vista espacial, uma analise padrao dos
variogramas (omitida aqui), usando as diregdes 0°, 45°, 90° e 135°, mostra que os variogramas
direcionais possuem comportamentos semelhantes até a distancia de aproximadamente 900 m.
Portanto, podemos assumir isotropia até essa distancia.
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Figura 21 Box plot (a) e post plot (b) dos dados da concentracao de Fésforo.

5.1.5.3 Estimacao dos parametros e krigagem

A escolha do melhor modelo para descrever a estrutura de dependéncia espacial da
concentragdo de fésforo considerou os critérios de validagdo cruzada e o valor maximo da
fungao log-verossimilhanaca. O parametro §, correspondente a ordem do modelo de variograma
na familia Matérn, ndo € estimado para evitar problemas de identificabilidade na estimacéao
dos parametros da matriz de covariancia. Assim, varios modelos de variograma baseados
no modelo familia Matérn foram ajustados e entdo o modelo com o menor valor de validagao
cruzada foi escolhido. Uma vez determinado §, o0 melhor modelo Matérn foi usado para estimar
pelo método ML. Usando os critérios anteriormente descritos, o melhor modelo corresponde ao
modelo familia Matérn com parametro § = 2, 5. Os parametros do modelo BS (com SE estimado
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assintético entre parénteses) sdo a = 0,997(3,521), u = 2,807(0,082), p; = 0,134(0,946),
P2 = 0,020(0, 142), @3 = 177,940(0,0000014), e @ = 1,053(0,0000083); veja Tabela 6. Entao,
obtém-se 0 mapa espacial apresentado na Figura 23 (a) para a concentracdo de Fésforo no solo
usando o modelo espacial BS ajustado obtido em (5.16) e 0 método de interpola¢do Krigagem
ordinéria descrito em (5.15). Observe que das estimativas ML obtidas e apresentadas acima,
a matriz escala ajustada é ¥ = 0, 1341, + 0,020R, com R dada em (5.11), e 6 = 2,5. De
acordo com a classificagdo fornecida em COAMO-CODETEC (2001) (Secéo 5.1.5.1), note que
a concentracao de Fésforo é considerada adequada tanto para o plantio de soja como de milho.

5.1.5.4 Selecao do modelo

Nesta Se¢cao comparam-se os modelos espaciais BS e Gaussiano de acordo com 0s
critérios de informacgao de Akaike (AIC) e Bayesiano de Schwarz (BIC). Esses critérios sao
dados por AIC = —2¢() + 2d e BIC = —2¢(6) + dlog(n), em que E(@) € logaritmo da funcao
verossimilhanca para o parametro 6 associado com o0 modelo avaliado em 6 = 0, d é a dimens&o
do espago paramétrico, e n é o tamanho do conjunto de dados. Ambos critérios sédo baseados
em uma penalizagao do logaritmo da fungéo verossimilhanga para modelos mais complexos,
isto €, com mais parametros. Assim, um modelo cujos critérios de informacao tem valores
menores é melhor (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012; LEIVA et al., 2015e) e referéncias neles
citadas. Além dos critérios de informacao AIC e BIC, o fator Bayes (BF) também pode ser
usado para comparar os modelos espaciais BS e Gaussiano. O BF, denotado por B2, permite
comparar M; (modelo considerado como correto) com M, (modelo a ser comparado com M;)
a partir de 2log(Bi2) ~ BICy\, — BICy,, em que BICy;, denota o BIC associado ao modelo
M;, parai = 1,2. O BF fornece um valor objetivo para quantificar o grau de superioridade de
um modelo com respeito a outro. Uma interpretagao do BF é fornecida na Tabela 4 (LEIVA et
al., 2015e). Entao, de acordo com as Tabelas 4 e 5, detecta-se que o modelo BS é superior
ao modelo Gaussiano com uma evidéncia muito forte em seu favor quando os dados nao séao
transformados pelo logaritmo.

Tabela 4 Interpretagao de 2log(B;2) associado com o BF.

2log(B12) Evidéncia em favor de M,

<0 Negativa (M- é aceito)
[0,2) fraca

[2,6) Positiva

[6,10) forte

> 10 muito forte

Tabela 5 Comparacao dos modelos BS e normal

Modelo £(0) AIC BIC 2log(B12)
BS (dados transformados) —44,577 99,154 112,279 -
Gaussiano (dados transformados) —43,890 95,780 106,280 -

BS —332,576 675,152 688,276 28,224

Gaussiano —349,000 706,000 716,500 -
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5.1.5.5 Diagnéstico de Influéncia

Realizou-se o diagnéstico de influéncia local para avaliar o efeito de casos atipicos no
mapa espacial ajustado exibido na Figura 23 (a). Usando um esquema de perturbacéo na
variavel-resposta para a deteccdo de casos influentes, graficos de C; versus i € |dmax| versus i
sao considerados. Fica claro, a partir da Figura 22, que os casos #2, #48 e #94 sao identificados
como influentes por ambas as técnicas. Note que os trés casos sao diferentes dos outliers
detectados pelo box plot na Figura 21 (a), que indica a relevancia de usar o método de influéncia
local ao invés de uma simples analise simples usando o box plot.

350
1
0.25
1

°2

300
1

Q | e2
[S]

2
]
©
=

C
150 200
1 1
[dmad

.
0.10
|
.
1
L4
L
o
%

100
1
o
.
o

50
:

ordem ordem

Figura 22 Gréficos C; versus i (a) e |dmax| Versus i (b) para os dados de concentragcéo de
Fosforo.

A Tabela 6 mostra os parametros estimados do modelo e os correspondentes SEs
estimados entre parénteses, para varios modelos espaciais ajustados com o conjunto de dados
completo e subconjuntos dele quando os casos influentes sdo removidos, individualmente
ou em conjunto. Como é habitual no método de influéncia, uma vez que um ou mais casos
influentes séo identificados, os casos sdo removidos do conjunto de dados para investigar
como sua remogao afeta a selegcdo do modelo, a estimagao dos parametros e a construgcao
dos mapas. Note que a remogao de casos influentes causa mudangas dramaticas no raio de
dependéncia espacial estimado, a, especialmente quando os casos #32 e #48 sao removidos
em conjunto. Isto se deve a uma mudanga consideravel na estimativa de 3 e uma mudanca no
modelo de variograma escolhido para descrever a variabilidade espacial. A Tabela 6 mostra
também os p-valores para hipoteses da forma Hy: 6; = 0 versus Hy: §; # 0, em que 0; é
qualquer um dos parametros do vetor 8 = (a, i1, p1, 2, p3) . Para testar Hy, pode-se usar a
estatistica de teste Z = 9, /SE(0;), em que 0, é o estimador ML de 0, e SE(f;) o correspondente
SE. Sabe-se que Z possui distribuicao assintéticamente normal; veja resultados detalhados em
(5.28). Dos p-valores apresentados nesta tabela, segue que, para todos os modelos, a hipotese
Ho é rejeitada a 5% significancia para os parametros . € 3, ao passo que Hy nao é rejeitada
nos testes para os parametros «, ¢1 € ¢,. Note ainda que nenhuma mudancga inferencial é
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detectada ao serem retirados os casos influentes. Observe que, nos casos em que o0 espago de
parametros é o conjunto dos nimeros reais positivos, precisa-se restringir H; a este conjunto, o
que foi considerado em conformidade com os p-valores correspondentes. Note também que,
para o modelo Matérn, o raio de dependéncia espacial a € uma fungéo de s, isto €, a = cys,
em que ¢ é uma constante que depende de J, de modo que a = cp3 e entdo SE(a) = ¢SE(p3).
Tabela 6 Estimativas ML dos parametros estimados (com SE estimados assintéticos entre

parénteses e p-valores entre colchetes), e valores dos indices GA e « para o conjunto
de dados de concentracdo de Fésforo com caso(s) excluidos indicados.

Caso(s) excluidos Modelo a m P1 P2 P3 a GA «
Nenhum Matérn § = 2,5 0,997 2,807 0,134 0,020 177,940 1053,405 - -
(3,521) (0,082) (0,946) (0,142) (0,0000014) (0,0000083)
[0,389] [< 0,001] [0,444] [0,444] [< 0,001] [< 0,001]
#2 Matérn § = 2,5 0,993 2,831 0,125 0,016 108,655 643,238 0,90 0,72
(4,097) (0,059) (1,031) (0,132) (0,0000008) (0,0000047)
[0,404] [< 0,001] [0,452] [0,452] [< 0,001] [< 0,001]
#48 Matérn 6 = 2,5 0,996 2,824 0,125 0,019 152,374 902,054 0,97 0,92
(3,417) (0,073) (0,856) (0,133) (0,0000012) (0,0000071)
[0,386] [< 0,001] [0,442] [0,443] [< 0,001] [< 0,001]
#94 Matérn 6 =1,0 0,997 2,817 0,122 0,028 308,828 1235,312 0,84 0,69
(3,417) (0,073) (0,856) (0,133) (0,0000012) (0,0009092)
[0,374] [< 0,001] [0,436] [0,437] [< 0,001] [< 0,001]
#2, #48 Matérn 6 = 0,5 0,991 2,845 0,071 0,060 81,052 243,156 0,65 0,31
(exponencial)  (6,149) (0,046) (0,882) (0,746) (0,0000884) (0,0002652)
[0,436] [< 0,001] [0,468] [0,469] [< 0,001] [< 0,001]
#2, #94 Matérn 6 = 0,5 0,995 2,840 0,097 0,038 182,059 546,177 0,72 0,45
(exponencial)  (3,308) (0,063) (0,644) (0,254) (0,0002974) (0,0008922)
[0,382] [< 0,001] [0,440] [0,441] [< 0,001] [< 0,001]
#48, #94 Matérn § = 2,5 0,994 2,834 0,114 0,024 144,768 856,737 0,80 0,60
(2,980) (0,077) (0,683) (0,145) (0,0000010) (0,0000059)
[0,370] [< 0,001] [0,434] [0,435] [< 0,001] [< 0,001]
#2, #48, #94 Matérn § = 0,5 0,982 2,855 0,085 0,041 143,699 431,097 0,66 0,35

(exponencial)  (3,442) (0,056) (0,597) (0,287) (0,0002051) (0,0006153)
[0,388] [< 0,001] [0,444] [0,443] [< 0,001] [< 0,001]

A Figura 23 exibe mapas de contorno da concentracao de fésforo no solo, produzidos a
partir do modelo espacial BS e da interpolacao por Krigagem ordinaria. Os mapas foram criados
baseados em dois cenarios: (i) usando o conjunto de dados completos (mapa de referéncia)
e (ii) removendo os casos influentes #2, #48 e #94, individualmente e em conjunto. Para a
construgao dos mapas, consideram-se cinco classes de mesmo tamanho, obtidas pela divisdo
em partes iguais do intervalo de variacdo da concentracao de Fésforo estimada. Note que a
retirada de casos individualmente ndo altera o mapa de forma expressiva. Contudo, a remogao
conjunta de casos causa mudanga consideravel.
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Figura 23 Mapas de contorno com os efeitos da remocéao do(s) caso(s) indicados para os dados
de concentracao de Fésforo.

Uma comparagao mais objetiva dos mapas foi realizada usando os indices GA e «
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(Tabela 6). Entédo, de acordo com Anderson et al. (1976), quando os casos sdo removidos
individualmente, os mapas sao similares ao mapa de referéncia, apresentado na Figura 21
(a). No entanto, isso nao ocorre quando 0s casos sdo removidos em conjunto. Quando se
aplica a classificacao de Krippendorff (2004) para o indice «, é possivel notar o seguinte:
(i) o mapa que remove o caso influente #48 tem uma similaridade alta quando comparado
ao mapa de referéncia; (i) os mapas que removem o0s casos #2 e #94 individualmente tém
uma similaridade média com o mapa de referéncia; e (iii) os outros mapas apresentam baixa
similaridade com o mapa de referéncia. Tais conclusées sugerem que os casos sao influentes

apenas conjuntamente.

5.1.6 Conclusoes e trabalhos futuros

Se propds um novo modelo espacial log-linear baseado na distribuicao
Birnbaum-Saunders. Este € um modelo alternativo ao modelo espacial Gaussiano para
descrever dados com estrutura de dependéncia espacial e, o0 mais importante, com uma
distribuicdo assimétrica positiva. Estimativas por maxima verossimilhanga dos parametros
do modelo foram calculadas usando uma abordagem iterativa. Diagndsticos de influéncia
locais e equagdes correspondentes para a perturbacdo mais adequada para o novo modelo
foram obtidos. Avaliou-se a performance do processo de estimacgao e das ferramentas de
diagnéstico por simulagdo. Para amostras grandes, a estimacéo e os diagnosticos apresentam
boa performance. A abordagem proposta também foi usada para analisar dados reais da
engenharia agricola. Nesta aplicacdo, casos influentes foram detectados, e suas retiradas
causaram mudancga consideravel no raio de dependéncia espacial € nos mapas. Mas, é
importante notar que nem todos esses casos influentes foram identificados como outliers.

Alguns possiveis problemas a serem abordados em estudos futuros sdo os seguintes.
Primeiro, uma vez que a distribuicdo Birnbaum-Saunders baseia-se na distribuicdo normal,
uma versao de cauda mais pesada baseada, por exemplo, na distribuicao t-Student pode ser
considerada. Assim, é possivel reduzir a influéncia de dados atipicos, que podem ter efeito
prejudicial em mapas espaciais. Segundo, variaveis explanatorias podem ser consideradas
na modelagem espacial, pois podem ajudar a melhorar a capacidade de predicdo do modelo.
Terceiro, outros esquemas de perturbacao podem ser considerados para avaliar a influéncia
de pontos. Quarto, pode-se considerar mais de uma variavel aleatdria na modelagem espacial
por estruturas multivariadas para a distribuicdo Birnbaum-Saunders. Os trabalhos sobre estes
quatro temas estdo atualmente em andamento e espera-se relatar algumas descobertas em
artigos futuros.
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5.1.8 Apéndices
5.1.8.1 Apéndice I: O vetor escore do modelo BS log-linear espacial
Para o modelo BS log-linear espacial, o vetor escore é definido por
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Usando-se o logaritmo da fungéo verossimilhangca dado em (5.56), tem-se
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A partir do modelo Matérn, dado em (5.11), para descrever a variabilidade espacial, tem-se que
OR/0p3 = [0rj/0¢s], em que Kj(u) = 0Ks(u)/0u = —(1/2)(Ks—1(u) + Ksi1(u)),
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5.1.8.2 Apéndice Il: A matriz de informacao observada para o modelo BS log-linear
espacial

A matriz de informacdo observada de Fisher para o modelo BS log-linear espacial €
definida por —#(6) avaliada em 6 = 8, em que £() é a matriz Hessiana dada por
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; O) 9 (2 11y, Ly yi — b
E#N = 6”2 = ailu, ?U 2 V — 5 Ztanh T
_ Ty—1 D> 2 (Y% —
=~ (V XV+U ) Z sech < >
Note que £, = ], » € um vetor 3 x 1 com elementos dados por
]

. %) o 1 _, 0% 2 T 1981\ 4T 0%
o= g, o (2 (3750 ) v V) = v ()

para j = 1,2,3, em que 9% /dy; é dado no Apéndice |. Entdo, com Znp, = L0, Loy = lppa ©

Cops = lpya, tem-se

. 4 .. 4 .. 4
lagr = =V (22 V oy, = — VI SRSV oy, = o =
(6%

-10R

»ly.
O0p3

Além disso, £, = £],, & um vetor 3 x 1 com elementos

A C) ) 1 0% 2 1 10X, 2 1038
oY) _ 9 (ly(x ZyisiZZe-ly ) = _“yuT (=~ 1) v
Oudp; O ( o < ©; ) T2 ©i a? dpj ’

Kﬂ@j =

para j = 1,2,3. Entdo, com £,y =l Lups = Lonp © Lppy = Loy, tem-se

2902

.. 9 . 2 .. OR
Cppy = —@UT (=N V, iy, = —gUTzfleflv,em =-2Uu'st —

>y,
8903

Adicionalmente, £, = ({,,,,) € uma matriz 3 x 3 simétrica com elementos dados por

94(0) 1 ( 102 1 0% %% ) T ( 108 103 )
- = ——tr( -2 =% +3 2y ¥ XV
Opjpi 2 p; i 0 0p; a? op; i

2 1 fa1( T L, 0% 1 0% o
2 p el > v =1,2,3.
TV (2 (3%8%2 " o ( dp; ))) P b= g

PjiPi
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Entdo, como ly, vy = Lioners Loty = Lospr © Lpsps = Lpspy, tEM-SE

I 1 _ 2 B B
6301@1 - 5'61“ ((E 1)2) — ?VT ((2 1)3 + (E 1)2) V,
loes = St (ST'RETY) - VT (STRET? 4 (27 RSV,
. 902 18R -1 200 T _10R , 1.9 1w OR
- > 2V | B E )2 s v
&01903 2 < 8()03 > o2 ( 8g03< ) +( ) 0p3 ’
bosr = S (ST'RETIR) - V! (2_1R2_1R2‘1) v,
14 = ——t — 2_172_1R 2—17 VT _ 2_172—1R2—1 v
e 2" ( v O3 + O3 T a? 2 O0ps3
1 2yTet (aRz +R <—¢2213R21>> V.
“ O3 I3
. P2 13R 13R _182R 2g0% LOR __,0R __,
foses = g tr| X 5 IR A B R e I
P393 5t < 0p3 s + 2 o2 905 D03
200 T (8 R, (‘)R . 8R 1)
+—V X~ > bl 3 V.
a? 8903 8903 &,03
5.1.8.3 Apéndice lll: Matriz de informacéo esperada para o modelo BS log-linear
espacial

A matriz de informagédo esperada de Fisher é I(8) = E[—¢(8)]. Para o modelo BS
log-linear espacial, esta matriz € dada por

Ina Iau Iacp
I0) = | I Ty I
Ipo Ipy Iy

Uma vez que o erro do modelo e ~ log-BS,, (a1, 0, X), tem-se que (2/a)V ~ N, (0, X),
com V dado em (5.19). Entdo, W = (2/a)V'E"1(2/a)V ~ x2, em que x? denota a
distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade, e entdo, E[W] = n (MUIRHEAD, 1982).
Assim,

Além disso, como E[XTAX] = (E[X])" A(E[X]) + tr (AC), em que C é a matriz de
covariancia de X (KENDRICK, 2002), I, = (I,,,,) € uma matriz simétrica 3 x 3 com elementos

I@i‘?]’ = E[_Esaiﬂoj] = itr (2 87%2 890‘7> 5 1,] = 1,2,3.

Além do mais, Ipo = I}, = (Ip,a; Lpsas Lpsa) T € UM vetor 3 x 1 com elementos dados por

st 2.\ (w102 ) (2 1 0% o

em que tr(A) denota o traco da matriz A. Para obterem-se os elementos I,,,,, 1,,,, € 1,,,, COMO

(yi — 1)/2 é suficientemente pequeno tem-se cosh(-) ~ 1, usando a expanséo da série de Taylor
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para cosh(-), de forma similar a usada por Rieck e Nedelman (1991) para senh(-), tem-se

y 4 4
Ly = Iiu=E [—éau] =B [O;)UTz—lv] ~E [a?’ﬂz—lv} =0.

T n
2 2 1 1 1
“v) st 2v —1'2 11 - =) 1| = 1'%
(a > (a ) a? 4 ; a?
Além disso, Iy, = I}, = (Ipy s Ipyp, Ipsu) | € um vetor 3 x 1 com elementos dados por

) 1 p) 2
Typ, = Bl—~lyg,] ~ —B K Tz—lg%z—l) (avﬂ =0, i=123.

o +E

5.1.8.4 Apéndice IV: Vetor escore U (w) e matriz G(w)

O vetor escore usado no método de influéncia local é dado por
Uw) = (6Vw/8wT)T(22*1Vw) + (1/2)AT,, em que T, = (T,,...,T,,), com
T,, = tanh((y; + Aiw—p)/2), e A; a i-ésima linha da matriz A. Considerando
cosh((y; + ajw — p)/2) = 1, parai=1,...,n, tem-se

; cosh (W) o1 -+~ cosh (W) o
V. 1 1
w )= : : =_A,
Ow T 2 ' ' 2
cosh (yn+A2nw—u> On1 -+ cosh (yn+A2nw—u) Tnn
em que o;; é o (i,j) elemento da matriz A, para i,j = 1,...,n. Logo, como

cosh((y; + ajw — p)/2) ~ 1, com i = 1,...,n, T,, pode ser aproximado por V,,, de onde
segue que U (w) = (1/2)AV,, — (2/a?)AX~1V,,. Entéo,

.
U U (w) = (;Av;, - ;A21Vw> @Avw - ;A21Vw>

2 T T
C () () Al (2 () s
16 « « 4 a «
1 2 2 T 1 2 2 T
—CAY M2V, 2V, ) A+ =AM 2V, ) (2, ) =lAL
4 a «a o? « «
Portanto, G(w) = E[U(w)UT(w)] = A(%Z(1/2)—(1/a)2_(1/2))2A. Para encontrar a

perturbagado apropriada, de acordo com a metodologia proposta por Zhu et al. (2007), é

necessario encontrar A, tal que G(w) = cI,, for ¢ > 0. Considerando ¢ = 1, entédo A
deve satisfazer ((o/4)S(1/? — (1/a)%72)2 = (A~1)2. Uma solugdo da equacdo acima é
A= ((0/1)22 — (1/a)="2)~ L. Entdio, @ = ((o/4)X2 — (1/)X"2) " w é uma perturbagéo

apropriada para o modelo BS log-linear espacial.
5.1.8.5 Apéndice V: A matriz perturbacao

A matriz perturbacao para o modelo BS log-linear espacial obtido de (5.56) é dada por

ACI A
C Opdw O

Ay

-2 1 1 -2 1
Syl A=-U" | ="'+ -1,] A
<a2 +2”> 2 “’(a? +2"> ’
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em que U, = (U,,...,U,,), com U,, = cosh((y; +a;w—p)/2), para i = 1,...,n.
Entdo, os resultados apresentados em (5.32), (5.33) e (5.34) sdo obtidos considerando,
cosh((y; + a;w — n)/2) = 1,

ol(0|w) (14 1
A, = ~1 —> " -"I,]A
H Opdw ™ a? 47" )
oHOlw) oV)] 1 10 [[(—24 1
A, = = i —2 I A+V — || =X —-I,]A
Oadw T O« a? + Ve Oa |\ a2 + 2 "
4 1 1 1
= D' < 4+ I ) A+ <32—1A + <—222—1 + In> A (22—% + 2%> A) :
« o 2 a 4
em que D = (dl,...,dn)T, com d; = lw e l; sendo a i-ésima linha da matriz
A (%2—% + %2%> A. Em adicao,
oHOlw) oV
A, = = @ —E I A
v agoiﬁwT 0p; a? +
b)) A
+v) z 1081y —2 1y I 0
84,01 a%
T T 1az 1
= M 2 Ty I A+V, 2 T A
Op;
—2 1 1 822 1 a0X2
=y '+, )A| =22 Y72 4 — A,
+<a2 " ) ( O 2+48%>
emque M = (myq,... ,mn)T, com m; = L;w e L; sendo a i-ésima linha da matriz
1
1822 1 adXz
Al ——X7 Y2+ — A ) =1,... , = 1,2, 3.
( Oé 8%074 2 + 4 agpz ) ) ] b 7n7Z ) 73

Detalhes sobre 82%/8% podem ser encontrados em De Bastiani et al. (2015).
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5.2 ARTIGO 2: Krigagem com drift externo em um modelo geoestatistico
Birnbaum-Saunders

Resumo: A utilizagao de modelos estatisticos para descrever a dependéncia espacial em dados
georreferenciados sdo comuns em muitas areas, incluindo ciéncias ambientais. Muitas dessas
aplicagdes assumem que os dados seguem uma distribuigdo Gaussiana. Contudo, em muitas
delas, a suposicdo de normalidade e até mesmo uma suposi¢cao mais geral de simetria ndo sao
apropriadas. Em aplicagées ndo espaciais, nos casos em que o conjunto de dados é unimodal
e assimétrico positivo, a distribuicao Birnbaum-Saunders tem se destacado. Este artigo propés
um modelo espacial log-linear e um estudo de interpolacao por krigagem com drift externo,
baseado na distribuicdo Birnbaum-Saunders. Os parametros do modelo foram estimados a
partir do método da maxima verossimilhangca. Como ilustracdo, o modelo proposto foi usado
para analisar um conjunto de dados agricolas provenientes de uma situacao real. Tendo vista o
fato que estudos das propriedades quimicas do solo sdo extremamente importante para refinar
praticas de gestao agricola e para avaliar os efeitos da agricultura na qualidade ambiental; que
nos estudos das propriedades quimicas, além de analisar as propriedades de cada elemento
individualmente, é importante considerar as relagcoes entre esses elementos, e que uma das
relacdes mais conhecida no meio agronémico € a relagao Calcio-Magnésio (Ca:Mg), no estudo
com dados reais, a concentracdo de Magnésio no solo foi tomada como variavel-resposta e a
concentragao de Calcio no solo foi utilizada na explicagado desta variavel-resposta. Um estudo
de graficos quantil-quantil mostrou que o modelo espacial BS se ajustou bem ao conjunto de
dados, e uma comparacao entre os métodos de predicao espacial krigagem com drift externo e
krigagem ordinaria mostrou que a krigagem com drift externo é mais eficiente na predi¢cdo dos
dados do que a krigagem ordinaria.

Palavras-chave: Andlise de dados espaciais, distribuigdes assimétricas, método da maxima
verossimilhanaca, modelo Matérn, ndo normalidade, software R.

5.2.1 Introducao

O conhecimento da distribui¢cdo espacial de dados georrefenciados é de grande interesse
de varias &reas tais como geografia, ecologia e engenharias (CRESSIE, 2015). Particularmente,
modelos geoestatisticos sdo frequentemente usados em ciéncias ambientais (WEBSTER,;
OLIVER, 2009). Por exemplo, Cambardella et al. (1994) argumentaram que o conhecimento
da distribuicdo espacial de atributos do solo é importante para o refinamento de praticas de
manejo e para a avaliacao dos efeitos da agricultura sobre a qualidade ambiental. Modelar a
variabilidade espacial de dados georreferenciados permite estimar os parametros que definem a
estrutura de dependéncia espacial. Esta variabilidade pode ser descrita por diferentes modelos
de fungdes semivariancias, os quais podem ser selecionados por validacio cruzada, quando se
comparam valores amostrados com os valores determinados pelo modelo geoestatistico (DE
BASTIANI et al., 2015). Valores da variavel sob estudo (variavel-resposta) em localizagdes nao
amostradas sao frequentemente interpolados em geoestatistica pelo método krigagem (KRIGE,
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1951; ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989).

Com o objetivo de melhorar o poder preditivo, modelos espaciais podem considerar uma
ou mais variaveis explanatérias (covariaveis) para descrever a variavel-resposta. Por exemplo,
Hu et al. (2015) estudaram a variabilidade espacial de arsénio no solo e a associagao desse
com o nitrogénio no solo em sistemas de produgao intensiva. Valores da variavel-resposta em
localizagbes ndo amostradas também podem ser determinados por krigagem com drift externo,
uma técnica de regressao espacial que combina krigagem e regressao (regressao-krigagem)
(GOOVAERTS, 1999; SOARES, 2000). Um consideravel numero de autores relataram que
a regressao-krigagem fornece o melhor estimador linear ndo viesado e € superior a outras
técnicas de predigao espacial (BISHOP; MCBRATNEY, 2001; HENGL; HEUVELINK; STEIN,
2004).

A maioria dos modelos espaciais propostos, até o momento, foram baseados em
suposicoes de normalidade. Entretanto, essas suposicdes nao satisfazem a diversos
fendmenos. Assumpgao, Uribe-Opazo e Galea (2014) conduziram um estudo espacial
da produtividade da soja usando um modelo geoestatistico com uma variavel-resposta
com distribuicdo t-Student, que € uma distribuicdo simétrica. Pesquisas com dados
georreferenciados usando distribuicbes assimétricas tém sido pouco exploradas na literatura.
Em modelos ndo espaciais, as distribui¢des Birnbaum-Saunders (BS), exponencial, gamma,
log-normal e Weibull tém sido frequentemente consideradas para descrever dados assimétricos
(JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1994, 1995; LEIVA, 2015). A distribuicdo BS esta sendo
amplamente estudada e aplicada, inclusive nas ciéncias ambientais (LEIVA et al., 2008, 2015;
LEIVA; SANHUEZA; ANGULO, 1999; PODLASKI, 2008; FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012;
MARCHANT et al., 2013; SAULO et al., 2013). Em contraste com sua aplicagao original
em processos de fadiga, Leiva et al. (2015a) justificaram porque o modelo BS é adequado
para descrever dados ambientais usando argumentos teéricos baseados na lei dos efeitos
proporcionais. Xia, Zeephongsekul e Packer (2011) apresentaram um método para modelos
espaciais BS para estudar movimentos de turistas. Garcia-Papani et al. (2016) propuseram
um modelo espacial e diagnésticos baseados na distribuigcdo BS e os aplicaram aos dados de
engenharia agricola.

A estimagao dos parametros do modelo log-linear espacial BS, baseado no método da
maximo verossimilhanca (ML), necessita de uma versao logaritma multivariada da distribuigao
BS (log-BS) (MARCHANT; LEIVA; CYSNEIROS, 2015; GARCIA-PAPANI et al., 2016). Até
o momento, estudos envolvendo regressao-krigagem em modelos espaciais BS nao foram
considerados.

O principal objetivo deste artigo foi propor uma metodologia baseada em modelos
espaciais BS considerando covariaveis. Especificamente, os pardmetros do modelo foram
estimados pelo método ML. Adicionalmente, a estrutura de dependéncia espacial foi descrita
pelos modelos da familia Matérn, e o0 modelo mais adequado foi selecionado por validagao
cruzada. Além disso, valores da variavel-resposta em localizagdes ndao amostradas foram
determinados por regressao-krigagem.
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O restante deste artigo é organizado como segue. A Sec¢ao 5.2.2 apresenta a definicao
e as principais propriedades das distribuicées BS e log-BS multivariadas e a formulagao do
modelo BS espacial log-linear com drift externo. Na Se¢ao 5.2.3, estimaram-se os parametros
do modelo pelo método ML, discutiu-se a validagdo do modelo, e descreveu-se a técnica de
interpolagéo espacial conhecida como krigagem com drift externo. Na Se¢éo 5.2.4, ilustrou-se
o modelo espacial por analise de dados experimentais. Na Secao 5.2.5, podem ser observadas
as conclusoes e ideias para trabalhos futuros. Os calculos mais elaborados foram apresentados
nos Apéndices.

5.2.2 Modelo espacial Birnbaum-Saunders

Nesta Sec¢ao, sdo apresentadas as distribuicoes BS e log-BS multivariadas. Além disso,
formula-se um modelo espacial BS considerando a média como uma combinagéo linear de

covariaveis.

5.2.2.1 Distribuicoes BS e log-BS multivariadas

Uma variavel aleatéria continua 7; > 0 tem distribuicdo BS com parametros de forma
(o; > 0) e escala (5; > 0), denota-se por T; ~ BS(«, 5;), se (veja detalhes da distribuicao BS
em Leiva, (2015))

2
o 1 Ti BZ A Oé»;Zi OliZz' 2 .
Z,_%(,/&,/T)NN(O,U, em que Tl—ﬂl< 5+ ( 5 ) +1> , i=1,...,n. (5.36)

Seja o vetor aleatério T = (T1,... ,Tn)T € R’ com distribuicdo BS n-variada, com

vetor de forma o = (a1, ...,a,,)" € R%, vetor escala B = (B1,...,0,)" € R" e matriz escala
> e RY*", com rk(X) = n. A notagdo neste caso sera T' ~ BS,,(a, 3, X). Note que X = (0;;)
é a matriz, n x n, de variancia e covariancia do vetor aleatério Z = (Z,...,Z,) " ~ N,(0, ),
como;; = 1, se i = j, enquanto o;; = Cov(Z;, Z;), se i # j, isto &, a covariancia entre Z; e Z;
como dados em (5.36), para i,j = 1,...,n. Aqui, 0 representa um vetor de zeros, n x 1. Assim,
se T ~ BS,(a, 3, %), entdo sua fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p.) é

v = (2 ({EyE) o ([ E) )«
1 Bi B3 n

em que ¢,(;%) é a fdp. da distribuicio normal-padrdo n-variada. @)

n
1=

1

vetor aleatério T satisfaz as seguintes propriedades: (i) Cov(Ti,Tj) =

2 302 9aZa? 243 3a2a? A
Vivj <<2 v Ty a£5a]> pij + S5-p2 + St ol + (2, Zj)> , com p;; a covariancia
entre Z; e Z; e r(Z;, Z;) é dado no Apéndice |, para i,j = 1,...,n; (ii) considerem-se as
particoes

by by
T= (T1T7T2T)T7 o = (a—lrvag)T7 8= (IBI,IBJ)T, 3= " " )
321 a2
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em que T1,aq,31 sao vetores ny x 1, T, az, B2 S&0 vetores ns x 1, 317 € uma matriz
ny X ny, Xa2 € UMa matriz ng X nq, € X1 = EL € uma matriz n; x no, COM Ny + ng = n;
entdo, (i) T; ~ BS,,(ay, B1;3y), para l = 1,2; (iii) se ¢ > 0, entdo ¢T' ~ BS,(a,c3;X) e
(T, T, )" ~ BS,(a, (cB;,B5)"; ), uma propriedade analoga se aplica a (T}, cT»)"; e (iv)
considere a notagdo A~! = (1/4;), em que A = (A;) é um vetor e A; seus elementos, entdo
T = ((T7)7. (T3 H)T)T ~BSu(e, 75 8) e (T )T, 1) T ~ BSuen (B7)7.83)T: 1),

2:11 7212

emque Xy =
—X21 Y22

, propriedade analoga se aplica a T, .

Sejam T = (Ty,...,T,) " ~BS,(a, 3,%),Y; = log(T;) e p; = log(3;), parai=1,...,n,
com —oco < Y;, p; < 4oo. Entdo, o vetor aleatério Y = (Y3,...,Y,)" tem distribuigéo log-BS
n-variada, com vetor de forma o = (a1, ...,a,)", vetor de locagdo p = (u1,. .., u,) ', € matriz
escala X. Isto é indicado por Y ~ log-BS,, (a, u, ), € sua pdf é

frly;o,pu,2) = ¢, < 2 senh <yl—,u1) ,...,lsenh (yn_'un> ;E) X (5.39)
Qaq 2 o 2

H icosh (yi — Mi) ,y € R™, (5.40)
(67 2

i=1

em que ¢,(-;X) € dado em (5.37) e as seguintes propriedades sdo satisfeitas: (i) ¥V; ~
log-BS(a;, i), parai = 1,...,n; (i) se a = (ay,...,a,)" é um vetor constante, Y + a ~
log-BS,, (a, p + a; X); (i) E(Y) = p; (iv) se a = ozl;LrXl ep=0,x1, Cov(Y) = a’%, com 1,1
sendo um vetor de uns, nx1; e (V) se Y ~ log-BS, (al,x1, u; ), entdo ((2/a)V E"1((2/a)V)
tem uma distribuicdo x?> com n graus de liberdade, em que V. = (V4,...,V,)", com
Vj = senh((y; — mJTB)/2), paraj=1,...,n.

5.2.2.2 Formulag¢ao do modelo de regressao

Para modelar um conjunto de dados espacialmente correlacionados, considera-se um
processo estocastico T = {T'(s),s € D}, com D C R%. Assume-se que 0 processo estocastico
T é estacionario e isotrépico. Adicionalmente, assume-se que para localizacdes espaciais
conhecidas s;, comi = 1,...,n, 0 valor resposta em s;, T'(s;), € dado por

T(s;) = exp(u(s;))n(s;), i=1,...,n,

em que u(s;) = z; B, com z; = (zp, . . . ,xip)T umvetor (p+1) x 1 com z;o = 1, € x;; = x;(s;)
paraj =1,...,p, isto &, z;; & o valor da covariavel X; na localizagao s;; 8 = (8o, ...,05,) é
um vetor de parametros desconhecidos a ser estimado; e 7(s;) € o erro aleatoério do modelo
em s;. Supde-se que n = (N1,...,1,) " ~ BSp(al,xi, k1, X), com a > 0. O modelo espacial
definido em (5.2.2.2) pode ser linearizado por aplicacéo de logaritmo da seguinte forma

Y (s;) = log(T(s;)) =x; B+¢e(s;), i=1,...,n,



92

em que ¢(s;) = log(n(s;)). Equivalentemente, em notagdo matricial, 0 modelo espacial log-linear
BS definido em (5.2.2.2) pode ser escrito como

Y = X3 +e, (5.41)

emaue Y = (Y(s1),...,Y(s,)) & o vetor das respostas, n x 1, com Y (s;) = log(T(s;));
X = (mg,...,mg)T é uma matriz, n x (p + 1), com os valores das covariaveis; e
e = (e(s1),...,e(sn))" é 0 vetor dos erros aleatérios do modelo espacial, n x 1, com

e ~ log-BS,, (al,x1,0,x1; %) €, portanto, E(e) = 0,,1.

5.2.2.3 Formulacao do modelo espacial

Assume-me que a dependéncia espacial € determinada por uma matriz escala,
n x n, X, a qual & simétrica, ndo singular e positiva-definida, proporcional a Cov (). Além
disso, assume-se que Cov (¢(s;),£(s;)) depende somente da distancia Euclidiana entre as
localizagbes s; e sj, isto €, Cov(e(s;),e(s5)) = C(si,85) = C(hij), em hy; = ||s; — s5]|.
Assume-se ainda que a matriz escala tem a forma paramétrica

Y = o1, + paR(p3),

em que 1 é o efeito pepita ou variancia do erro, ¢, € a contribuigao ou variancia da dispersao, s
€ uma fungao do alcance ou raio de dependéncia espacial do modelo, I,, € a matriz identidade
n xne R = (r;) € uma matriz simétrica, n x n, com elementos diagonais r;; = 1, para
i =1,...,n. Note que R depende do modelo tedrico do variograma adotado para descrever a
dependéncia espacial. Adotam-se neste estudo modelos familia Matérn e entao

L =y,
23-10(8) \ @3 S\ oy ) 0 # Js

em que 6 € um parametro de forma, I'(-) € a fungdo gamma usual e K(-) é a fungdo modificada

’I”Z'j = (542)

de Bessel do terceiro tipo de ordem 4. Assim, sob as especificacdes do modelo log-linear
espacial BS, a fungao covariancia é dada por

(o1 +¢a), i= ],
)
a24p hi; hi; . .
26—1F2(5) (gp;) K§ (W;) ) ? 7&]

Os modelos exponencial e Gaussiano sdo membros da familia Matérn, quando § = 0,5 e

C(hij) =

0 — oo, dados, respectivamente, por

o?(p1+¢2), i=7j,
Clhij) =§ o
a*paexp(—(hij/w3)), i# 7,
a2((p1+(p2)7 ZZ.]?

C(hy;) =
() o?pgexp(—(hij/e3)?), i# ]
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5.2.3 Estimacao, validacao e predicao

Nesta Secgao, estimam-se os parametros do modelo espacial BS pelo método ML,
discute-se a validagao do modelo, e apresenta-se a krigagem com drift externo.

5.2.3.1 Estimacao dos parametros

Devidoae = Y — X8 ~ log-BS,, (al,x1,0,x1; %), 0 vetor de pardmetros 6 =
(ﬂT,LpT,a)T do modelo espacial definido em (5.41) pode ser estimado ao se maximizar
a funcao log-verossimilhanga em relagcéo a 6 baseado na f.d.p. dada em (5.39), a menos de

uma constante, por

1 2 Te-1 - yi —x; 3
00) = —ilog (1Z]) — nlog(a) — ?V XV + Zlog cosh — ) (5.43)
i=1

emque V = (V4,...,V,)" é um vetor n x 1 com elementos V; = senh((y; — =} 3)/2), para
i=1,...n,e X édadaem (5.2.2.3).
Neste caso, o vetor escore (p + 5) x 1 é dado por

T T T
U(0>=<(a€“’)) (%) ﬁg@) = (U(Bo).....U(B). Ul0).U(92). Ula). Ule) .

op Op

De (5.43), tem-se que

o0e) 0 2 B z i —x 8
Upj) = (9(Bj) = a—ﬁj <_a2VTE 1V+Zlog <COSh (y ; >)>

=1

_ 2 T T\ -1 RS yi—x) B o
=1

ol o (1 2 e
— _1tr(2162>+22VT218221V, j=1,2,3.
2 ©j o Pj
i (%(0) N 0 2 Tew—1 __E i Twe—1
U(a) = D0 _8oz< nlog(a) @V XV ) = a+a3v V.

em que © e tr (A) denotam o produto de Hadamard e o trago da matriz A, respectivamente,
W = (Wi,...,Wn)", com W; = cosh((y; —x, 3)/2), parai = 1,...,n, V.= (Vi,...,V;))T

é dado em (5.43), e x; = (xlj,...,xnj)T, para j = 0,...p. Destaca-se que z;p = 1, para
i=1,...,n,eque
19)> 19)> 0x OR
= I’VL? = R, = — R/'
dp1 D2 Doy oy

Para o modelo Matérn dado em (5.42), R’ = (O0R/J¢3) tem elementos dados por

orij < 1 > 1 (hz‘j>5+l / (hz‘j> P L i
=—(— )i + =——=~ | = Ki|—)|,i#j4,47i=1,...,n,
s ©3 ( 7727100 \ s \os ) ) 1700

com Kj(u) = —(1/2)(Ks-1(
sistema n&o linear U () = 0(,45)x1- Como este sistema n&o tem solugéo analitica explicita,

u) + Ksi1(u)). Entdo, a fim de se obter 6, deve-se resolver o
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o estimador 6 deve ser calculado usando um processo iterativo para solugdo de sistemas
nao lineares. Na aplicagao da Secéao 5.2.4, utilizou-se o método quase-Newton L-BFGS-B
(NOCEDAL; WRIGHT, 1999; LANGE, 2001). Pode-se assintoticamente encontrar os erros
padroes (SEs) dos estimadores dos parametros por meio da inversa da matriz de informagéo
esperada, uma vez que

o~

V(9 —8) B N,(0,7(0)"),

quando n — oo, em que J(0) = lim,_,[1/n]I(0), com I(0) sendo a matriz de informagao
esperada de Fisher e B denota convergéncia em distribuicdo. Para o modelo espacial BS, a
matriz de informagéo esperada é a matriz bloco diagonal, (p + 5) x (p + 5), dada por

I 0 0
BB Iss 0O
1(6) = 0 Ipp Ipa | =
0 I., Iua
em que Igg denota a matriz de informagéo esperada para o vetor 3 = (fo, . . ., BP)T el éa

matriz de informagao esperada para ¢ = (¢, a)T; veja detalhes no Apéndice Ill. Note que
testes de hipéteses do tipo Hy: 6; = 0 versus Hy: 6; # 0, em que 6; é qualquer elemento do
vetor de parametros = (37, ", a), também podem ser conduzidos.

5.2.3.2 Validacao do modelo

A propriedade (v) da distribuicdo log-BS,, pode ser usada para validar o modelo em
situacgdes praticas como descrito a seguir. Seja u; = ((2/0()02;))2_1((2/04)0(1')), em que v(;) =
(V1(i)s - - -+ Uniy) T COM w5y = senh((y; — 2] Bs))/2) € By @ estimativa ML de 3 obtida usando
os dados sem a observagao i, parai,j = 1,...n. Uma aproximacao para §(i) pode ser obtida
por

iy = 6+ (—(8))"11y(8),

em que é'(i)(e) e é(i)(e) sdo a matriz Hessiana e o vetor escore associados com o modelo
log-linear espacial BS. Sob a suposicao de que Y ~ BS, (al,x1,1,x1; %), sabe-se que u;
apresenta distribuicdo x? com n—1 graus de liberdade, parai = 1,...,n. Usando a aproximagao
de Wilson-Hilferty (IBACACHE-PULGAR; PAULA; GALEA, 2014), tem-se que

5o (@) -0ty

(9(%1»1/2

€ uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrdo. Entdo, um Q-Q plot dos z;, definidos

L i=1,...,m, (5.44)

em (5.44), para: = 1,...,n, pode ser usado para avaliar o ajuste do modelo. Em adicao a
aproximacao de Wilson-Hilferty, o residuo quantil randonizado definido por Dunn & Smyth (1996)
também pode ser usado para avaliar o ajuste do modelo log-linear espacial BS. No caso deste
modelo, estes residuos sao dados por

=01 (F(u)), i=1,...,n, (5.45)



95

em que ®~1(.) é a fungdo inversa da f.d.a. da distribuigdo N(0,1) e F(:) é af.d.a. da x*(n — 1).
Devido ao fato dos residuos quantis randonizados terem distribuicdo normal padrao, um Q-Q
plot dos r;, definidos em (5.45), parai = 1,...,n, pode ser empregado para avaliar o ajuste do
modelo.

5.2.3.3 Predicao espacial: Krigagem com drift externo

Um dos objetivos no estudo de dados espaciais é predizer a resposta em um ponto
ndo amostrado da area estudada. A krigagem é um método de predicao (interpolagao)
comumente usado em geoestatistica. Quando supde-se as médias do conjunto das variaveis
aleatérias como uma combinacgéo linear de variaveis auxiliares, tem-se um estimador, variante
do estimador apresentado na krigagem ordinaria, conhecido como Krigagem com drift externo
(SOARES, 2000; HENGL; HEUVELINK; STEIN, 2003). A Krigagem com drift externo melhora a
predicao espacial baseada em padrdes descritos por dados auxiliares (HENGL; HEUVELINK;
STEIN, 2004). Neste caso, assim como na krigagem ordinaria, a predicao é dada por uma
combinagéo linear dos dados observados y = (y1,...,%,)', € 0s valores observados das
covariaveis serao utilizados na determinacao dos pesos \;, isto &,

n
=> Xivi,
i=1

em que 7(so) € o valor predito em uma nova localizagdo so € D C R2 e \y,..., )\, Sd0 pesos
escolhidos de forma que se possa obter o melhor preditor linear ndo viesado. Isto pode ser
alcangado minimizando a variancia dos erros com respeito aos pesos ao mesmo tempo ao
se requerer que o preditor seja ndo viesado. Especificamente, temos que encontrar \;, para
i=1,...,n, de forma que o erro seja ndo enviesado, isto &, E(Y (sq) — Y (so)) = 0 e a variancia
do erro minimizada. Para garantir a condicio de ndo enviesamento, é necessario e suficiente
assumir que

T0j = Zm”, ji=1,...,p, (5.46)

uma vez que

B(V(0) - Y(s0) = ( &-E(Y(a)))—E(wsO))

I
M@
&

/=
\‘M:
>
&

=

|

g
S~
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Para minimizar a variancia do erro, primeiro, deve-se lembrar que Y (s) = u(s) + £(s), em que

E(e(s)) = 0. Entdo, a variancia do erro pode ser escrita em funcdo dos residuos dos dados por

<Z )\iY(Sz‘)> -
=1

(Z/\ (si) +e Sz))) — (u(s0) +£(s0))
_ (in (u(si)) —
=1

Consequentemente, segue que

Y (s0) — <Z Xie(8; ) — e(s0) = &(s0) — &(s0).

Portanto, como em krigagem ordinaria, tem-se que

0)+ > Y XNiXiC(si, s5)

i=1 j=1

Y(s0) — Y(s0) =

Var (¥ (s0) = Y (s0) ) = B ((Els0) — e(s0))*) = ~23" C(s0, 53).
T (547)
Entao, o problema de minimizacao é idéntico ao de krigagem ordinaria, isto €, deve-se
diferenciar a equacéao (5.47) com respeito a \;, parai =1,...,n, e igualar essas derivadas a
zero. Contudo, deseja-se que as condicdes estabelecidas pelas p equagdes definidas em (5.46)
sejam satisfeitas. Assim, adicionam-se na equagéo (5.47) p termos nulos correspondentes a

estas condigdes. Entéo, tem-se que

Var (?(so) - Y(so)) =C0)+ 33 AN Csivsg) — 2

i=1 j=1 i=1

D n
C(s0,8:) +2) mj »_ Niwij — x0;,
=0 =1

em que n; sdo parametros de Lagrange. E quando as n + p derivadas com respeito a \;, para
t=1,...,n,en;,paray=1,..

n p
D MC(sirse) + Y mpai = C
k=1 k=0

n
Z)\kxk’j:x()ja J=1...,p

., p, s@o igualadas a zero tem-se o sistema de equagdes lineares

(83,80), i=1,...,n.

S:

Em forma matricial, o sistema S dado em (5.2.3.3) pode ser escrito como CA = A, em que

C(s1,s1) C(s1,5,) 1 zn T1p
C (sn, 81) C(sn,sn) 1 xm Tnp
C= 1 1 0 O 0 ;
11 Tnl 0 0 0
Zp1 Tnp 0 0 0
A= A1, 5mp) | € A= (C(s1,50),-..,C(s1,50),1,Z01,-- -, T0p). ENtd0, 0S pesos

\i,parai=1,...

,n, S0 dados por A = C~ ' A.



97

5.2.4 Aplicacao

Nesta Sec¢ao, a metodologia desenvolvida foi ilustrada a partir de um conjunto de dados
experimentais coletados pelo grupo de estatistica espacial da Universidade Estadual do Oeste
do Parana.

5.2.4.1 Dados

No total foram amostrados 102 pontos (Figura 24(a)) de uma area comercial
de aproximadamente 167 ha, localizada no municipio de Cascavel. Os pontos foram
georreferenciados usando o sistema de coordenadas UTM. Desses pontos, 20 pontos (0s
marcados com @ na Figura 24(a)) foram retirados propositalmente do conjunto de dados, de
forma a trabalhar com um conjunto de dados com 82 pontos dispostos em uma grade regular.

A variavel-resposta e a covariavel escolhidas foram, respectivamente, concentracao de
Magnésio (Mg) no solo (cmolc/dm—3) e concentragdo de Calcio (Ca) no solo (cmolc/dm=3),
referentes ao ano safra 2014/2015. Os valores da variavel resposta nos 20 pontos excluidos do
conjunto de dados (indicados na Figura 24(a) por &) foram utilizados para cumprir o primeiro
objetivo da aplicagéo: predizer o valor da variavel-resposta utilizando krigagem com drift externo
e 0 modelo espacial BS; predizer o valor da variavel-resposta utilizando krigagem ordinaria e o
modelo espacial BS, sem covariaveis e comparar esses dois métodos de predicao utilizando os
erros de estimacao.

A escolha da variavel-resposta e da covaridvel ocorreu por varios motivos. Primeiro,
ainda que a fertilidade do solo n&o seja o unico fator vital para a produtividade, a compreensao
de seus principios € essencial para uma producéao eficiente das culturas e para a protecao
ambiental (INSTITUTO DA POTASSA E FOSFATO, 1998) e a analise quimica do solo é um
dos sistemas mais usados no Brasil para avaliar a fertilidade do solo ( OLIVEIRA et. al, 1991).
Particularmente, o Magnésio, segundo Oliveira et al. (1991), tem como fungéo predominante na
planta a atuacdo na molécula da clorofila, estando envolvido na fixagdo de CO,. Assim, em
casos de baixa disponibilidade de Magnésio nas folhas, a fixacdo de C'O, fica comprometida.
Na deficiéncia de Magnésio, ha dificuldade na translocag¢ao de carboidratos para a raiz, a qual
prejudica o desenvolvimento do sistema radicular que, por sua vez reduzira, a absor¢ao de
outros nutrientes. A nutricdo com Magnésio, além dos critérios nutricionais, confere qualidade
ao produto final, como numero, peso e contetdo proteico dos graos; dogura, cor, sabor e
maciez dos frutos. Assim, a presenca do Magnésio em dose inadequada no sistema solo-planta
prejudica o crescimento e a vitalidade da planta. Além disso, a deficiéncia de Magnésio no solo
apresenta uma faixa de deficiéncia oculta, em que os sintomas nao sao visiveis, mas exerce
forte impacto negativo sobre a produgéo e a qualidade das culturas, principais diretrizes na
producao das culturas. Assim, a concentracao de Magnésio no solo deve ser atenciosamente
monitorada (WLAND, 2007). Outro motivo foi o fato da variavel Mg apresentar distribuicao de
probabilidade assimétrica positiva, condicao necessaria para a utilizacao do modelo BS.

Uma vez escolhida a variavel-resposta, para a escolha da covariavel, consideraram-se
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que além do conhecimento dos teores dos minérios do solo, pesquisas apontam para a
necessidade de conhecer as relagdes entre os nutrientes presentes no solo (WLAND, 2007).
Uma relacédo bastante conhecida no meio agronémico, talvez a mais conhecida, é a relacéao
Célcio e Magnésio (Ca:Mg). Esta relagao € importante por haver uma competicao pelos sitios
de adsorcéo (adesao de moléculas de um fluido (o adsorvido) a uma superficie sélida (o
adsorvente)) no solo e na absorgao pelas raizes. Como consequéncia, a presenga excessiva de
um pode prejudicar os processos de adsor¢ao e absorcao do outro e afetar o desenvolvimento
das plantas. Segundo Instituto da Potassa e Fosfato (1998), quando a relacao é muito alta, as
plantas podem absorver menos Magnésio. Isto pode ocorrer, por exemplo, quando o agricultor
usa somente calcério calcitico por muitos anos, em solos relativamente pobres em Magnésio.
Finalmente, no caso estudado, as variaveis Mg e Ca apresentaram consideravel correlagao

linear.

5.2.4.2 Analise exploratéria dos dados

A Figura 24(b) mostra o box plot dos dados da concentragao de Magnésio, o qual
apresenta cinco outliers. A Figura 24(c) apresenta um mapa com os pontos divididos em quartis
e a localizacdo dos outliers. A Figura 24(d) mostra que ndo existe direcao privilegiada, portanto,
0 processo estocastico pode ser considerado isotrdpico.
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Figura 24 Grade amostral e pontos para serem preditos (a), box plot da concentragéo de Mg (b),
pontos amostrais divididos em quartis e localiza¢ao dos outliers (c) e semivariogramas
direcionais (d).

5.2.4.3 Analise espacial do modelo

Consideram-se os modelos da familia Matérn, dados em (5.42), para alguns valores do
parametro de ordem § > 0 para estimar a estrutura de dependéncia espacial. Dentre todos
o0s modelos considerados, o mais apropriado foi selecionado usando a medida de validagéo
cruzada (VC)(DE BASTIANI et. al, 2015) definida por

1= [(Y(s:) — Uay(s0) )
L (M) i
=1
em que h;; € o i—eésimo elemento diagonal da matriz projecédo H, y;)(s;) = mg)ﬁ(i), com azg) é
a i—ésima coluna da matriz de covariaveis, X, sem a observagao i, e B(Z») € a estimativa ML de
(3 sem a observacgao i. A matriz projecao H para o modelo log-linear espacial BS é dada por
2 1 ! 2 1
H=X(X"|S>'-ZI,)X) X"T(&2'--I,).
a? 2 a? 2
e que deve ser avaliada em 6. Para ver detalhes sobre H consulte o Apéndice IV. A Tabela
7 mostra valores de VC para alguns valores do parametro de forma do modelo Matérn (6),
enquanto a Figura 25 exibe a correspondente representagao grafica. Note que VC é uma fungéo
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crescente de 4. Portanto, o melhor modelo é o membro da familia Matérn com § = 0,5 (modelo
exponencial).

Tabela 7 Valores da validagdo cruzada para o modelo de variabilidade espacial da familia
Matérn com ¢ indicado.

5 CcVv 5 CV
0,50 2,030 x 107° 2,75 2,421 x 10~°
0,75 2,137 x 107° 3,00 2,425 x 107°
1,00 2,194 x 107> 3,25 2,430 x 107°
1,25 2,247 x 107° 3,50 2,436 x 10~°
1,50 2,306 x 107° 3,75 2,438 x 107°
1,75 2,360 x 107> 4,00 2,448 x 107°
2,00 2,379 x 107° 4,25 2,451 x 107°
2,25 2,401 x 107° 4,50 2,470 x 107°
2,50 2,416 x 107° 4,75 2,475 x 107°

cv(s)
Il

2.1e-05 2.2e-05 2.3e-05 2.4e-05

Figura 25 Gréfico da validacdo cruzada em funcao de ¢ para os dados de Mg.

Para o modelo escolhido, os parametros estimados pelo método ML (com
seus correspondentes SEs entre parénteses e p-valores entre colchetes) sdo: a =
1,0168(0,9791)[0, 1495),

Bo = —0,9595(0, 1088)[> 0,999], 3y = 0,2728(0,0146)[< 0,001],

$1 = 0,0270(0,0518)[0,3011], %3 = 0,0115(0,0225)[0,3046], 73 = 0, 9436(0,0055)[< 0, 001].

Entao, o modelo espacial BS ajustado é dado por
Mg(s;) = exp(—0,9595 + 0, 2728 Ca(s;)), i=1,...,82,

com £ = 0,0270Is; + 0,0115R, em que os elementos da matriz R sdo apresentados em
(5.42) com 6 = 0,5. O raio de dependéncia espacial € maior que a distdncia maxima
entre pontos da grade, isto €, todos os pontos da grade sdo espacialmente dependentes.
Para os p-valores fornecidos acima, pode-se concluir que a hipétese Hy: 6; = 0, em que
0; € {a, o, b1, 01,92, 03} € rejeitada a 5% de significAncia para os parametros 51 e 3.
Portanto, a covariavel (concentragéo de Ca no solo) € significativa para a explicagao da resposta
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(concentragédo de Mg no solo).

5.2.4.4 Bondade de ajuste

Agora, utilizam-se os graficos da distancia de Mahalanobis transformada e dos residuos
quantis randonizados, definidos na Se¢ao 5.2.3.2, para avaliar a adequagao do modelo log-linear
espacial BS no ajuste dos dados sob estudo. A Figura 26 exibe os Q-Q plots usando a distancia
transformada pela aproximagéao de Wilson-Hilferty e os residuos quantis randonizados. Nota-se
um razoavel ajuste, uma vez que a maioria dos pontos estao dispostos ao longo da reta y = x,
embora algumas observagdes possam ser consideradas outliers. A presenga desses outliers
sugere que um modelo log-linear espacial BS com caudas mais pesadas, tal como um modelo
log-linear espacial BS ¢-Student, pode melhorar o ajuste do modelo aos dados.
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Figura 26 Q-Q plots usando a aproximacado de Wilson-Hilferty (a) e residuos quantis
randonizados (b) para os dados de Mg.

5.2.4.5 Predicao

Nesta Segdo estimou-se a concentragdo de Mg no solo para as vinte ocalizagbes
propositalmente excluidas do conjunto de dados. A estimacao foi realizada de duas formas:
por krigagem com drift externo e krigagem ordinaria. Calcularam-se-se ainda os erros obtidos
nos dois processos de estimacado. A concentracdo de Mg amostrada e estimada por cada um
dos métodos (1\@) € 0s respectivos erros sdo apresentados na Tabela 8. Na estimacéo por
krigagem com drift externo (KDE) encontraram-se erro quadrado médio 0,5559 e a variancia do
erro quadrado médio 0,5943; enquanto na estimagao por krigagem ordinaria foram encontrados
o erro quadrado médio 0,6363 e a variancia do erro quadrado médio 1,2789.
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Tabela 8 Concentragbes de Mg, amostradas e estimadas (cmolc/dm—3).

n°doponto Mg Mgxpp 1\//I\gKO Errokpe Erroko
1,88 2,45 1,63 0,3249 0,0625
2,10 2,44 1,65 0,1156  0,2025
3,93 2,25 1,64 2,8224 5,2441
1,76 2,24 1,63 0,2304 0,0169
2,50 2,44 1,64 0,0036  0,7396
2,16 2,42 1,66 0,0676 0,2500
1,13 2,51 1,63 1,9044 0,2500
1,12 2,53 1,64 1,9881 0,2704
1,98 2,33 1,64 0,1225 0,1156
2,60 2,30 1,64 0,0900 0,9216
2,50 2,28 1,65 0,6084  0,0255
2,91 2,27 1,63 0,4096 1,6384
1,32 2,20 1,64 0,7744 0,1024
2,25 2,24 1,65 0,0001 0,3600
1,43 2,12 1,65 0,4761 0,0484
1,16 2,19 1,64 1,0609  0,2304
2,01 2,05 1,63 0,0016 0,1444
1,59 2,02 1,65 0,1849 0,0036
2,60 1,97 1,63 0,3969  0,9409
2,31 2,00 1,63 0,0961 0,4624

333IrianideaNoason -

n
o

5.2.5 Conclusoes

Foi proposto um modelo log-linear espacial com drift externo baseado na distribuicao
Birnbaum-Saunders. Este modelo mostrou-se adequado para ajustar um conjunto de dados
com estrutura de dependéncia espacial com distribuigcdo de probabilidade assimétrica positiva.
As estimativas por maxima verossimilhanga dos parametros do modelo foram calculadas de
acordo com o método quase-Newton L-BFGS-B. A abordagem proposta foi aplicada em um
estudo com dados reais (dados agricolas). Em concordancia com o relatado na literatura, a
predicdo de dados por krigagem com drift externo se mostrou mais efeciente do que a predi¢éo
por krigagem ordinaria, uma vez que o primeiro método de estimagao apresentou erro quadrado
meédio menor do que o erro quadrado médio da krigagem ordindria e a variancia dos erros foi
bem menor do que a variancia dos erros da krigagem ordinaria.

5.2.6 Trabalhos futuros

Alguns possiveis problemas a serem abordados em estudos futuros séo os seguintes:
primeiro, devido a distribuicdo Birnbaum-Saunders ser baseada na distribuicdo normal, uma
versdao baseada em uma distribuicdo de cauda mais pesada, por exemplo, na distribuicao
t-Student, pode ser considerada. Assim, pode-se reduzir a influéncia de dados atipicos, que
podem ter efeito desfavoravel em mapas espaciais. Adicionalmente, métodos de diagndsticos
podem ser considerados para avaliar a influéncia de dados atipicos. Pode-se ainda considerar
mais de uma variavel aleatéria na modelagem espacial a partir de estruturas multivariadas da
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distribuicdo Birnbaum-Saunders.
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5.2.8 Apéndices
5.2.8.1 Apéndice I: Covariancia da distribuicao BS multivariada
A covariancia entre T; e T; € dada por Cov(T;,T;) = E(T;T;) — E(T;)E(T}), i,j =

2
1,2,-- ,n. Tem-se ainda Ty = v ( % Zk +1/(%2)> +1) , k=1,2,--- ,n. Portanto,
T\ 2 2

2 2
E(T,T;) ai,, @i, 2 ., Ak
S (G CO R N R (CO RS
1 5.0 Q4 2 1 5.0 Qj 2
= E((QaiZi—l—l—&—oaiZi (EZJ +1> x (2ajzj+1+ajzj (?JZJ-) +1>>

2

2 2 2
a; 2 2 Q) 2 ay 2 2
= 1+ 2 2E(ZZ) + G B2 + FE(Z) + aE (Zj (72]-) +1>
+aiE | Z; (ﬁ21)2+1 Lo (g (%Z~)2+1
[3 [3 2 (3 2 i 43 2 J
20 ; 2 ; 2 . 2

Sabe-se que a funcdo geradora de momentos da distribuicdo normal padrao bivariada
m(ti,t;) = exp{% (tf +2titjp+t?>}, e que para se obter o momento conjunto E(T;T%)
diferencia-se m(t;,t;) r vezes em relagéo a t; e s vezes em relagdo a t; e faz-se t; e
t; iguais a zero. Realizando estes célculos, encontra-se E(Z,f) =1, k=1,---,n e

E(Z}Z3) = 1+ 2p}, i,j = 1,---,n. Além disso, uma vez que Z\/(%Z)” +1 é uma

fungdo impar, sabe-se que E (ZM/ (2:2,)% + 1> =E (Z,me/ (%2:)% + 1) =0,k=1,---,n

(KUNDU; BALAKRISHNAN; JAMALIZADEH, 2010). Portanto,
E(T/T; fa o \? i\ 2 -
7( ) = <1+ afj (1+2p?j)+%(a?+a?)+aiajE <Z¢Zj\/(O;7Zj) +1\/(%Zi) —|—1>> , 43 =1 ,n.

Vi
De acordo com o Teorema Binomial, pode-se escrever

ag 2 0F 5 p-11:3-(2p—3) 9 2p41
p=2 ’

E quando se utiliza que

min(m,n)
E (Z?m+122n+1> _ @m+1)!(2n +1)! 3 (2p)%+! i i=1,,n
i j omy, - (m—p)l(n—p)!2p+1)" 7 o
tem-se que,
_ _ 2 2 2,2 2,2
e(za(ga) eny(5a) 1) = (o 5 M) s 2 s ),
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em que r(Z;, Z;) é dado por,

o0

i 1-3--(2p—3
r(ZiZ) = S (=1 231523]'7 )ang<Z,~Z]2p+l)
p=2 '
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© R ()

WE

1-3---(2p—3
(_1)p—1 3( ]: )Olng (Z?Z?k+1>
29pp|

3
||
N

11:3---(2p=3) » 2p+1
a8 g 500

3
[|
N

_l’_

+
Mg iR 2R T
(e L0
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Desta forma, tem-se

302 302 9afa? a2a? 3a2a?
Cov(T;, Tj) = vivyy ((2 + 2Z + 7] + 215 L) pij + Z2 ]pgj + 2Z4 jp?j +1(Zi, Z;) | -

5.2.8.2 Apéndice ll: Matriz de informacao observada de Fisher

A matriz de informagéo é definida por —#(), avaliada em 6 = 6, em que #(6) é a matriz
Hessiana. Para o modelo log-linear espacial BS, apresentado em (5.41), a matriz Hessiana
(p+5) x (p+5) é dada por

820(0)  920(0)  924(8)

980T 0BopT  0Bda lop Loy Lpa
0(0) — %) 9% 9% | _| s - o
£0) = 90087 9popT dpoa | = | Lo Lee Loa |>
9%4(0) 8%0(8)  9%¢(8) ) i i
0adBT  dadpT  dada af ap fe%e
em que
0*(0) _n 2yrsy,

foa = daba o2 ot

£35 é uma matriz p x p com elementos dados por

; 04(8) 1 T T T\ w1 1 T T -1
la= 550 = —(Viexfox )z v (Wiex] )57 Woex)

1 — )
—|—ZZsech2 <yz2wlﬁ> Xinib j,l =1,...,p;
=1

sy = £]5 & uma matriz p x 3 com elementos dados por

0%l 2

. [9)>
= = » ==
0 = 0g0p o

>V, o j=1,...,p; 1=1,2,3;
0y

(WTQX]-T)
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e £,, € uma matriz 3 x 3 com elementos dados por

2 2
jtévT (—212221‘?;21
2
+x! (aj,aszjz_l — ;’iz—lgzz—l)) VvV, j,1=1,23,
em que
PR 2y 9% PR Y , Y

:SOQR”) l:1,2’3

0p;00  0pi0p; 0100 Opadps  Opadps ) Dpsdps

Para o modelo Matérn, os elementos da matriz R” sdo dados

827 (5(5+1)rzj> < 1 ><hlj)5+1( ,(h--) <h hij
s (304, )™ (g g () + (22) e (1)),
D303 ©3 ©320°11(8) ) \ 3 ( Ko ©3 ws) % \ps

parai # j,i,7 =1,...,n,com

Ks(u) = —(1/2)(Ks-1(u) + K5 (u)), K5 (u) = (1/4)(Ks—2(u) + 2K5(u) + Ksya(uw)).
Adicionalmente, £, = £]5 € um vetor p x 1 com elementos dados por

o2(0) 4

_ _ T T w1y, . _
eﬂja_aﬁjaa QB(W @X]>2 V. j=1,....p.

Além disso, £,q = £],, € um vetor, 3 x 1, com elementos dados por

- 5%(0) TR S |
=Y 2yt (gt %)y =123,
2 Do s ( 0pj > J

5.2.8.3 Apéndice lll: Matriz de informacao esperada de Fisher

A correspondente matriz de informagao esperada é dada por I(8) = E[—£(6)], em que

£(60) é a matriz de informacgéo observada, apresentada no apéndice Il. Entdo, para o modelo
log-linear espacial BS, esta matriz (p + 5) x (p + 5) é dada por

I 0 0
B8P Iss 0
1(6) = 0 I, Ipa | = J

0 I, Ilua

em que
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uma vez que (2V)' 51 (2V) ~ x2; Izs = E[—igg] é uma matriz (p + 1) x (p + 1), com
elementos expresso por

1 T TY -1 T T y-1
Ing = E(aQ(V O X;0X)" )= V>+E<a2 (Whox])s" wox)

< znzsech2< - ﬂ)xijxﬂ)

1 (2 1 B 1 —
< () emexr)s (v))  xrmom S,

=1

1 , 1 & 1 _
— ZlT (X, © X) + — X/ 1Xl—ZZXinU: ?X]TE 1X;;
=1

Ao se consider novamente que W = 1, sech? ( —% 5) 2 1 e usar propriedades do traco e do
produto de Hadamard (MAGNUS; NEUDECKER, 2007), observa-se que Ig, = E[—qu,] é uma
matriz (p + 1) x 3, com elementos

2 T T\ 519X 1 l T 198 (2 .
Igjwl:E<og(W oX])= 0, = V) = e eV =0

I, = E[—{,,] € uma matriz simétrica 3 x 3, com elementos

2
lojo = E<1 < 510851 0% + 3t o >)+E<O?2VT (2—1822—1822—1> V)

2 dypy Op; 0p10¢; 0 ©;
2 1w P2 4 2 T (w102 102 4
_E(= » 1 22 sy )4E(ZvT (112w y
E(azv ( Soidp, TE @ 90, O
1 o2 %
= Ztr 2121>, i 1=1,2,3;
2 ( O d¢i J

I, = E[~{3,] é um vetor p x 1, com elementos dados por
La—E(2(Wox)s'v)2E(Lx s 'V) =0
Bia =B\ 3 A R PR =Y
jaque (2V) ~ N, (0,%); I,o = E[-{,a] € um vetor 3 x 1, com elementos dados por
4 b 1 )
I0=E Ay (g1 PZg)y) Ly (g1 92 J=1,2,3,
J al 0 a 0pj
em que tr(A) denota o trago da matriz A; Ig = (Ig,) " Ing = (Iga) ;€ Inp = (Ipa) "

5.2.8.4 Apéndice IV: Matriz projecao para o modelo log-linear espacial BS

Considere o modelo log-linear espacial BS definido na equacao (5.41). A resposta
estimada é dada por Y = XB. A fim de se determinar a estimativa ML de 3, tem-se que

o) 2 _ 1o yi —x; B ,
U(gj):(%:aQ(WT@XDz LD tanh<2 Xj, j=1,...,p,
i=1

em que W = (Wy,...,W,)", com W; = cosh((y; —x/3)/2), parai = 1,...,n; X; =
(14, - ,xnj)T, para j = 1,...,p. Usando o primeiro termo da expansao da série de Taylor,



110

tem-se que W =~ 1n><1 e
ol ol
tanh <ywﬂ> ~ senh (ywﬂ) _

Entdo, segue diretamente que
U(B) = ZxTs v lxTy
a? 2 '
Novamente, usando-se expansao por série Taylor, agora para a fungéo senh(-), tem-se V' =~

(1/2)(Y — X 3), e entédo pode-se escrever

Ug) =x" (;22—1 _ jgn) v - x8).

Portanto, a estimativa ML de 3 é dada por
. 1 1 -1 1 1
T -1 T -1
= =¥, =¥ '-ZI,)Y.
P (7 (@) ) X ()

Consequentemente,

- (1, 1 o101

Entao, a matriz projegéao para o modelo log-linear espacial BS € dada por

{1y 1 tor/(1y 1
H=X (X535 I)X) X'(55"- 1,

avaliada em 0.
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5.3 ARTIGO 3: Diagnosticos de influéncia em um modelo log-linear
Birnbaum-Saunders

Resumo: Uma etapa importante durante o estudo de modelos estatisticos é a analise
de diagnésticos. Neste trabalho, foi realizada uma andlise de diagnéstico em um modelo
log-linear espacial Birnbaum-Saunders para avaliar a sensibilidade do estimador de méaxima
verossimilhanga a pontos atipicos. A analise de diagnéstico foi baseada em técnicas graficas
de influéncia global, construidas a partir da técnica usual; apresentada por Cook (1986) e
de técnicas para a analise de influéncia local, que perturbam a variadvel-resposta ou uma das
covariaveis. A metodologia discutida no trabalho foi aplicada a um conjunto de dados reais.
Do ponto de vista teérico, conclui-se que o trabalho contribui para a teoria geoestatistica, uma
vez que apresenta o desenvolvimento de métodos de diagndsticos para modelos espaciais
log-lineares Birnbaum-Saunders, que possibilitam modelar a dependéncia espacial de dados
experimentais, estritamente positivos e que apresentam evidéncias de distribuicao assimétrica
positiva. Na prética, a analise de diagnostico por diferente técnicas apontam, basicamente,
os mesmos pontos influentes. Alguns desses pontos também foram apontados como outliers,
outros ndo, concordando com resultados obtidos em outros trabalhos que abordam estudo de
influéncia em dados espacialmente correlacionados.

Palavras-chave: Alavanca generalizada, influéncia global, influéncia local, perturbagéao de Zhu,
verossimilhanga modificada.

5.3.1 Introducao

Uma etapa importante no estudo de modelos estatisticos é o diagnéstico de influéncia,
isto é, verificar a existéncia de observacdes que interferem nas estimativas dos pardmetros do
modelo. Para avaliar a influéncia de observagdes individuais sobre a estimagao dos parametros
do modelo, Cook (1977) propde, para modelos lineares com resposta normal, uma técnica de
delecao individual. Esta técnica de influéncia global ficou conhecida como distancia de Cook
e posteriormente foi desenvolvida para outros modelos. Por exemplo, Ross (1987) discutiu a
delegédo de casos em modelos de regressao nao lineares e Galea, Riquelme e Paula (2000)
investigaram a metodologia em modelos elipticos multivariados. Para modelos espaciais,
podem-se citar os trabalhos de Christensen, Johnson e Pearson (1992, 1993). Além disso,
surgiram outras propostas para estudar a influéncia a partir da dele¢éo de casos, muitas delas
baseadas na distancia de Cook, como as propostas de Amaral, Flores e Cysneiros (2013)
e Pan, Fei e Foster (2014). Por se tratar de uma proposta de delegao individual, um problema
gue ocorre com a técnica de influéncia global € deixar de detectar pontos que possivelmente
exergam influéncia conjunta.

Uma metodologia que permite avaliar a influéncia conjunta das observacdes,
denominada influéncia local, foi proposta por Cook (1986). Tal metodologia propde avaliar a
influéncia das observagdes apds uma pertubagao no modelo e/ou nos dados utilizando curvatura
normal. Desde a publicagdo de Cook (1986), muitos trabalhos utilizaram a influéncia local para
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realizar o diagnéstico de influéncia. Dentre os trabalhos que utilizaram a pertubagao aditiva,
pode-se citar Paula (1993), que realizou um estudo de influéncia local em modelos gaussianos
lineares com restricbes nos parametros; Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003) que apresentaram
estudos de influéncia local em modelos de contornos elipticos. Leiva et al. (2007) e Leiva et
al. (2014c) também realizaram um estudo de influéncia local em modelos Birnbaum-Saunders.
Na area de estatistica espacial, Cerioli e Riani (1999) e Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012)
estudaram a influéncia local em modelos espaciais gaussianos e Assumpcao, Uribe-Opazo e
Galea (2014) abordaram a metodologia em modelos espaciais t-Student. Saindo da classe das
pertubagdes aditivas, Zhu et al. (2007) propdem uma metodologia para encontrar a pertubagéao
mais adequada para um modelo especifico, enquanto Gimenez e Galea (2013) aplicaram a
metodologia proposta por Zhu et al. (2007) para realizar um estudo de influéncia local em
modelos heteroscedasticos com erros de medi¢éo funcional. Na area espacial De Bastiani et al.
(2015) e Garcia-Papani et al. (2016) encontraram a pertubacao mais adequada e a utilizaram
para a realizacao de estudos em modelos baseados em distribuigées da familia das elipticas e
na distribuicdo BS, respectivamente.

Apesar da curvatura normal proposta por Cook (1986) ter sido amplamente utilizada,
outras ferramentas foram propostas para realizar o estudo de influéncia local. Por exemplo, a
curvatura normal conformal proposta por Poon e Poon (1999) e a medida apresentada por Tsai
(1986) e formalizada por Billor e Loynes (1993). A curvatura normal conformal é equivalente
a curvatura normal de Cook (1986), porém, € mais eficiente por ser normalizada e invariante
sob reparametrizacdes adequadas. Zhu e Lee (2001) utilizaram a curvatura normal conformal
para realizar um estudo em modelos de dados incompletos. Na area espacial, De Bastiani et al.
(2015) utilizaram curvatura conformal para estudar influéncia local em modelos espaciais com
resposta na familia de distribuicdo elipticas. A medida definida por Billor e Loynes (1993) utiliza
como medida de influéncia o afastamento da fungao verossimilhanga modificada, dado por
LD*(w) = —2(6(5) — ¢(B,,|w)). Como a primeira derivada de LD* ndo se anula no ponto de néo
pertubacao, diferentemente do que ocorre com a medida proposta por Cook (1986), tais autores
propdem medir a influéncia pela inclinagéo do gréafico de influéncia. Billor e Loynes (1999)
utilizaram a medida que definiram anteriormente para realizar um estudo de influéncia local
em modelos de regressao ridge. Cadigan e Farrell (2002) definiram uma medida de influéncia
local generalizada, da qual a medida proposta por Billor e Loynes (1993) é um caso particular
e Leiva et al. (2015) fizeram um estudo utilizando esta medida de influéncia local alternativa em
modelos de regressao elipticos com restricdes estocasticas.

Assim, o objetivo deste artigo foi realizar um estudo de diagnéstico de influéncia no
modelo log-linear espacial, cuja média € uma combinagéo linear de covariaveis, baseado
na distribuicido Birnbaum-Saunders (BS). Mais especificamente, foi realizado um estudo de
influéncia global utilizando a técnica de delegéo individual proposta por Pan, Fei e Foster (2014),
o qual faz uma adaptagao na proposta de Cook (1977); um estudo de influéncia local, com
pertubacdes nas covariaveis e na variavel-resposta, considerando a pertubagao mais adequada
para o modelo de acordo com a proposta de Zhu et al. (2007). A influéncia das observacdes foi
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quantificada pela curvatura normal conformal e pela medida dada pela inclinagao do grafico
de influéncia proposta por Tsai (1986) e Billor e Loynes (1993). Adicionalmente, foi realizado
um estudo de alavanca generalizada (WEI; HU e FUNG, 1982), para avaliar a influéncia da
resposta observada sobre o correspondente valor ajustado. A metodologia desenvolvida foi
aplicada em um estudo com dados experimentais.

A organizacao do artigo ocorreu da seguinte forma: Na Seg¢éo 5.3.2, apresentam-se
o modelo log-linear espacial BS e a estimacao dos parametros por maxima verossimilhanca
(ML). Na Secéo 5.3.3, séo revistos alguns conceitos relacionados a analise de diagndsticos
e apresenta-se um estudo para a selegcao do esquema de pertubacao mais apropriado, de
acordo com a metodologia proposta por Zhu et al. (2007). Na Secao 5.3.4, aplica-se a
metodologia desenvolvida em um estudo com dados experimentais. E, finalmente, na Secao
5.3.5, apresentam-se as conclusoes.

5.3.2 Modelo espacial Birnbaum-Saunders

Nesta Sec¢ao, formula-se um modelo log-linear espacial BS considerando a média como

uma combinacao linear de covariaveis e apresenta-se a estimacao dos parametros.

5.3.2.1 Formulacao do modelo

Para modelar um conjunto de dados espacialmente correlacionados, considera-se
um processo estocastico {T'(s),s € D}, definido sobre uma regido D c R2. Supde-se
gue o processo estocastico seja estacionario e isotrépico, e que para localizacées espaciais
conhecidas s;,i = 1,...,n, 0 valor da variavel-resposta na posicao s;, 7(s;), seja dado por

T(sz) = eXp(:“('si) 77(31:»7 1=1,...,n, (5.48)

em que, u(s;) = X, B, com X; = (Xip,..., X)), (p+1) x1,com Xy =1 i=1,....,m;
Xij = Xji(s3), j=1,...,p, isto &, X;; é o valor da covariavel X; na localizagdo s;; 8 =
(Bo, - - - ,ﬁp)T , € 0 vetor de parametros desconhecidos, (p+ 1) x 1, ; e n(s;) € o erro aleatério
em s;. Supbe-se que n = (n(s1),...,n(sn)) ~ BS,(al,1;3), «a>0.

O modelo espacial definido na equacéao (5.48) pode ser linearizado aplicando-se a

transformagéao logaritmo. Assim,
Y(s;) =log(T'(s;)) = XiT,B +e(sg), i=1,...,n, (5.49)

em que <(s;) = log(1(s;)).
Equivalentemente, em notagdo matricial, 0 modelo espacial log-linear BS, definido na
equacao (5.49), pode ser escrito da seguinte forma,

Y = X3 +e, (5.50)

emqueY = (Y1,..., Yn)T ,nx1, Y;=1log(T;) € o vetor de variaveis resposta;
X =(Xy,... ,Xl)T ,nx (p+1) é a matriz das covaridveis e € = (c1,...,£,)' ,nx 1, é 0 vetor
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dos erros aleatérios do processo estacionario. Tem-se que € ~ log-BS,, (a1, 0; X), portanto,
E(e) = 0.

Assume-se ainda que a dependéncia espacial € determinada pela matriz escala 3, n xn,
simetrica, n&o singular e positiva definida, proporcional a Cov (¢), e que Cov (e(s;),(s;))
depende apenas da distancia euclidiana entre as localizagdes s; e s;, isto &, Cov (e(s;),£(s;5)) =
C (hij) , em que h;; = ||s; — s;|| . Além disso, assume-se que C (s;, s;) € uma fungédo do vetor

de parametros ¢ = (1, @2, ¢3) |, dada por
Y= 5011—11 + @2R (803) ) (551)

em que, o1 € o efeito pepita ou erro de variancia; p2 € a contribuicdo ou variancia de dispersao;
3 € funcdo do alcance ou raio de dependéncia espacial do modelo; I,, € a matriz identidade
n x n e R(ps) = [r;;] € uma matriz simétrica, n x n, com elementos da diagonal principal iguais
a 1. R(p3) depende do modelo tedrico de varidncia adotado para descrever a dependéncia
espacial, por exemplo, nos modelos familia Matérn, que adotaremos neste trabalho, r;; € dado
por

L =17,

Tij: 1 h;; 5 hi; . .
i (5) Ko (). 170

em que § € um parémetro de forma e I'(-), K5(-) s@o, respectivamente, as fungbes

(5.52)

gamma e Bessel modificada de terceiro tipo de ordem é.
Consequentemente, sob as especificacdes do modelo BS, a covariancia é dada por

(14 p2), i =],

5
O[2lp hz hl . .
skt () () i

Os modelos tedéricos das fungdes covariancias, exponéncial e gaussiano sao escritos

C(hs;) =

respectivamente por

a2<901+302)7 ZZ]:

Clhij) =3 .
oy exp(—(hij/e3)), i # 7,
e
a?(p1+¢2), i=7,
C(hij) =4 o,
a’pgexp(—(hij/e3)), i # ],
sdo casos particulares da familia de modelos Matérn, quando 6 = 0,5 e § — oo,
respectivamente.

5.3.2.2 Estimacao dos parametros

Neste artigo, os parametros do modelo foram estimados pelo método ML e como o
sistema derivado da funcao escore nao possui solugdo analitica, a solu¢cdo do mesmo se dara
por um processo iterativo para solugao de sistemas n&o lineares.
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O vetor de parametros desconhecidos do modelo espacial definido em (5.50), 8 =
(BT, o', 04)T , pode ser estimado maximizando-se o logaritmo da funcao verossimilhanca. Uma
vez que € = (Y — XTB) ~ log-BS,, («1,0; ), o logaritmo da fungao verossimilhanca para 6,
a menos de uma constante, € dado por

_ 1 2 Twe—1 & . Yi — XZTB
0(6) = —5log (|Z) — nlog(a) - SV IE™'V + ;log <cosh <2 : (5.53)
emque, V = (Vi,...,V,)" é um vetor n x 1 com elementos V; = senh((y; — X, 3)/2), i

1,...n,e X =11, + p2R(p3), como em (5.51).
Para o modelo log-linear espacial BS, o vetor escore, (p + 5) x 1, é dado por

T T T
U<e>=(<‘%“’)> (%9 ,8§f)> = (U(Bo).-...U(B), Ulep1). U(2), Uls), Ule)T

93 D

Pela equacéo (5.53), tem-se

Us;) = a;(;) = 885] <—aVT2 1V+Zlog <CObh (W)))

=1

2 - X, ,
- 2 (wex))sv -] Zt 0 (PP =0

G Ts1
) = -9 (Chemy - 2w

Uie) = Gob =5 (—gload=n - FvTEY

Ly (2182> + %V@*laﬁzflv, j=1,2,3;

2 ©j a ©j

_ oue) 9 2 Ts-1 _on 4 T

U(a) = 90 —8a<n10g(a)—a2VZ |4 ——a—i-gVE V.
em que, ® denota o produto de Hadamard; tr (A) denota o traco da matriz A; W =

(Wh,...,Wn) ", com W; = cosh((y; — X, 8)/2), parai =1,...,neV = (Vi,...,V,)T como
dado em (5.53); e X.; = (le, e X ')T, para j = 0,...p. Cabe lembrar que X,y = 1, para
i=1,...,neque % =1, 2 8@2 = R, gg = o3 8R . Para 0 modelo Matérn dado em (5.3.2.1)
OR/0p3 = [0rij/0ps3), em que

oryj < 1 > 1 <hij>6+1 . <hz’j>
Ak R | R — L Y oA (] 5.54
3 ©3 ( 7 20510(8) \ 3 '\ 3 (5:54)

parai # j,i,j5 =1,...,n,com Kj(u) = —(1/2)(Ks_1(u) + Ksq1(u)).

Assim, a fim de se obter a estimativa 8 de 6, deve-se solucionar o sistema nao linear
U (9) = 0. Como esse sistema ndo apresenta solugdo analitica explicita, & deve ser obtido por
um processo iterativo para obtencao de solucdes de sistemas nao lineares (NOCEDAL; WRIGHT,
1999; LANGE, 2000). Podem-se também encontrar, assintoticamente, os desvios padrées dos
parametros estimados, e ainda realizar teste de hipéteses do tipo Hy : 6; = 0 versus H; : 6; # 0,
em que 6; é qualquer um dos parametros do vetor de parametros 8 = (37, ", )", utilizando
a inversa da matriz de informagao de Fisher, uma vez que \/ﬁ(é - 0) 2N Np+1)(0, J(0)71),
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quando n — oo, com J(0) = lim,,,[1/n]I(0), em que I(0) é a matriz de informagao esperada
de Fisher e 2 denota convergéncia da distribuicdo. Para o modelo log-linear espacial BS, a
matriz de informacao esperada é a matriz (p + 5) x (p + 5), bloco diagonal, dada por

Iss 0 0 [
10)=| 0 I, I ( hp ) (5.55)

0 I, Iua

em que Igz denota a matriz de informagéo esperada para o vetor 8 = (fo, - . ., Bp)T elyy €a
matriz de informagao esperada para ¢ = (¢, a)T . Veja detalhes do vetor escore e da matriz
de informacgéo esperada nos Apéndices | e Il.

5.3.3 Diagnosticos de Influéncia

A realizagao de diagndsticos de influéncia € uma etapa importante da analise estatistica.
Excluir uma observagao do conjunto de dados é, provavelmente, a maneira mais natural de se
detectar sua influéncia no ajuste do modelo. Cook (1977) propde uma metodologia baseada na
delegao de casos para estudar a influéncia de uma observacao particular sobre a estimativa dos
parametros do modelo. Além da metodologia proposta Cook (1977) surgiram outras propostas
gue generalizaram tal metodologia, como as propostas de Pan, Fei e Foster (2014).

Um problema que pode ocorrer com a delecéo individual de pontos é a ndo detecc¢édo de
pontos conjuntamente influentes. Uma metodologia que propde avaliar a influéncia conjunta das
observacoes, denominada influéncia local, foi proposta por Cook (1986). Além da metodologia
proposta por Cook (1986), surgiram outras propostas para realizar estudo de influéncia local,
por exemplo, a medida apresentada por Tsai (1986) e definida por Billor e Loynes (1993), a qual
utiliza o afastamento da verossimilhanga modificada e a curvatura normal conformal, proposta
por Poon e Poon (1999).

Destaca-se ainda a alavanca generalizada proposta por Wei, Hu e Fung (1998) para
avaliar a influéncia da resposta observada sobre o correspondente valor ajustado.

Nesta Secgdo, apresenta-se a medida baseada em eliminagdo de casos abordada
por Pan, Fei e Foster (2014), que faz adaptagao na proposta de Cook (1977); o método de
influéncia local, utilizando as medidas propostas por Poon e Poon (1999) e Billor e Loynes
(1993) e o método "alavanca generalizada"proposto por Wei, Hu e Fung (1998), aplicados ao
estudo do modelo log-linear espacial BS.

5.3.3.1 Influéncia global

Cook (1977), prop6s para mensurar a mudanca dos parametros estimados quando uma
observag&o é deletada do conjunto de dados, a medida LD(;)) = 2(£(6) — £(6;))), em que
¢(-) é o logaritmo da fungao verossimilhanca; 6 e é(i) sao, respectivamente, as estimativas por
ML de 6, considerando o conjuntos de dados completo e o conjunto de dados sem a i-ésima

observagao.
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A partir da distancia de Cook, utilizando expanséo de Taylor em torno de 6 e o estimador
a um passo de Newton-Raphson, Pan, Fei e Foster (2014) obtiveram uma nova medida de
influéncia global dada por

~

LD'(B)) = (£1y(0) T (—E(:y(0)) ™ (£(3)(8)),

em que {(;(-) € o logaritmo da fungéo verossimilhanga obtida ap6s a excluséo da i—ésima
. 90, . o2 (0
observagao, {(;(0) = 06(817);9) el(0) = #ég.
Pan, Fei e Foster (2014) mostraram ainda que € possivel substituir £(; () por £(8) ou

ainda por I(0) = E(—/(8)), obtendo-se, respectivamente, as medidas de influéncia

Di(0) = ({;(0)"(—(8)) " (£i:(8))
Di(0) = ({;(0)) 1(0) " ({;(6)).

A medida D} (), é preferivel & medida LDl(é(i)), porque reduz os célculos computacionais. A
medida D;(0) é preferivel pois pode permitir a decomposigao da distancia de Cook em diferentes
componentes de interesse. No caso do modelo log-linear BS, a matriz I1(60) é bloco diagonal
(veja equagao 5.55) e permite calcular a distéancia de Cook para o vetor 3 e o vetor v, dado por
P! = (QOT,Oz) , isto é,

D;(0) (£(0)TI(0) ({(;(9))
= (Uy(B)"IB) (i) (B)) + (bay()) "T(4h) ™ (€3 ()

= Di(B) + Di(¥).

em que, B e v sdo os estimadores ML para o vetor 3 e o vetor ¢ = (cpT, a)T ; é(i) (B); é(i)(zﬁ)
sao subvetores de é(i)(é) referentes aos vetores 3 e v, respectivamente; e I(3) e I(v) séo os
blocos da matriz de Fisher referentes aos vetores 3 e .

Se o valor de D;(0) é alto, a observagéo i é, possivelmente, um ponto influente. Nao
existe um consenso sobre quais valores devem ser considerados altos. Cook e Weisberg (1982)
colocam que a definicdo exata de alto depende do contexto. Um valor alto de D;(3) indica que
a observagao i € um possivel ponto influente na estimativa do vetor 3, e um valor alto de D;(1)
indica que a observacao i € um ponto influente na estimativa do vetor 1.

5.3.3.2 Influéncia local

Influéncia local consiste em estudar o comportamento dos parametros estimados
mediante uma pequena pertubagédo nos dados ou nas suposi¢cdes do modelo. Cook (1986)
propde medir a influéncia pelo estudo da curvatura normal do grafico de influéncia w x LD(w) em
uma vizinhanga de wy, na diregao de um vetor unitario d, em que LD(w) = 2(€(§) — é(@w)), com
6eb, respectivamente, os estimadores ML de 8 no modelo proposto e no modelo perturbado

por w. Tal autor mostrou que a curvatura normal na dire¢éo d assume a forma Cy = 2|d " Bd|,
9r%(6|w)

em que B = —~A¥(0) ' A, com £(9) a matriz Hessiana avaliada em 6 = 6, e A = %0l

a
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matriz de pertubagdo avaliada em 6 = 6ew=wp. Veja detalhes da matriz Hessiana e da
matriz de pertubagao nos Apéndices | e lll, respectivamente.

Segundo Cook (1986), uma direcao importante a se considerar é a direcao da curvatura
normal maxima, d = d,q,. A curvatura normal maxima, Cyq_ ., correponde ao maior autovalor
(em valor absoluto) da matriz B e d,,.. € 0 autovetor associado a esse autovalor. O gréfico
de |Cq4
vizinhanca de LD(wy). Outra diregao importante € d = e;, em que e; é o vetor basico do R",

.| CONtra a ordem das observacdes pode revelar os pontos com maior influéncia na
cuja i-ésima coordenada é 1 e as demais sédo 0. Neste caso, a curvatura normal é dada por
C; = 2|bii|, em que b;; € 0 i-ésimo elemento da matriz B, i = 1,...,n. Assim como no caso
anterior, o grafico de C; contra a ordem das observagdes pode ser utilizado para identificar
pontos influentes.

Embora a curvatura normal de Cook (1986) seja muito usada, outras medidas para
avaliar a influéncia local foram propostas, como a curvatura normal conformal, proposta por Poon
e Poon (1999) e a medida de influéncia local apresentada na discus@o de Cook (1986) por Tsai
(1986) e formalmente definida por Billor e Loynes (1993), que utiliza o afastamento pela funcao
verossimilhanca modificada, definido por LD*(w) = —2(£(8) — £(B,|w)), em que £(6,,|w) é a
verossimilhancga perturbada por w.

A curvatura normal conformal, B; = ﬁ—g), possui como vantagens os fatos de ser
invariante sob reparametrizagdes conformais e de ser uma medida normalizada, o que facilita
estabelecer um ponto de corte. O autovetor d,,,., fornece também a curvatura conformal maxima
By,,... Poon e Poon (1999) sugerem que as coordenadas do vetor By, , , tomadas em médulo,
que apresentam valores maiores que —= indicam pontos influentes. No que diz respeito as

vn
curvaturas normais conformais na diregéo dos vetores basicos, B; = B, = frl(bg'). Poon e Poon

(1999) sugerem que a i-ésima observagao seja considerada influente se B; > 2B, em que B é
a média aritmética das curvaturas normais conformais basicas. Zhu e Lee (2001) sugerem um
ponto de corte que além de considerar a média das curvaturas normais conformais também leva
em consideracdo a variacado dessas curvaturas. Considerando um caso particular da proposta
de Zhu e Lee (2001), tem-se que a i-ésima observagao é influente quando B; > B + 2SE(B),
em que SE(B) é o desvio padrao das curvaturas normais conformais bésicas.

A medida que se utiliza do afastamento pela fungéo verossimilhan¢a modificada, definido
por LD*(w) = —2(£(0) — £(6,,|w)), em que £(6,|w) é a verossimilhanca perturbada por w,
apresenta como principal vantagem o fato da primeira derivada ndo se anular no ponto de néo
pertubacgao, e entdo permite medir a influéncia por estudo da inclinagéo do grafico de influéncia
w x LD*(w) em uma vizinhanga de wg, na direcdo de um vetor unitario d. Em particular, a
inclinagdo maxima, Sy.q., € a correspondente dire¢ao maxima, d:, ..., devem ser consideradas. A

dire¢do méaxima de LD* no ponto w é a direcdo do gradiente VL D*(w) e, consequentemente,
a inclinagdo maxima é dada por ( Lobato Junior (2005), Leiva et al.(2015c)),

Simaz = || VLD*(wp)|| = 2 H8€(0|w) H

ow
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avaliadaem 6 = 0 e w = wy. Tal abordagem permite que se tenham os valores individuais
das coordenadas do gradiente, d*, .. = VLD*(w() e assim pode-se avaliar quais observacoes
contribuem com a maior parcela para o valor da inclinacdo méaxima. Deste modo, o grafico das
coordenadas de S,,,, contra a ordem das observagdes pode ser utilizado para identificar os
pontos influentes.

Neste trabalho, foi realizado um estudo de influéncia local, para o modelo espacial
log-linear BS, considerando pertubacdo na variavel-resposta e em uma das variaveis
explicativas. O esquema de pertubagao utilizado considerou a perturbacdo mais adequada,
segundo a metodologia proposta por Zhu et al. (2007). Como medidas de influéncia local,
foram utilizadas a curvatura normal conformal e a medida que utiliza a inclinagdo maxima. A

matriz de pertubacao para cada um dos casos é apresentada no Apéndice Il
Perturbacao na variavel-resposta

Seja a perturbagao na variavel resposta dada por
Y.(s) =Y(s) + Aw,

em que A é uma matriz simétrica, ndo singular e w = (wi,...,w,)’ € R™ é o vetor de
perturbagdes. Note que wg = 0,n x 1, é 0 vetor de ndo perturbacao.
O logaritmo da fungao verossimilhanca perturbada é dado por

n ) w— X7
{(0|w) = —% log (|X|) — nlog(a) — %VJZ_IVW + Zlog (cosh (yl + Alo; Xi ﬁ)) . (5.56)
i=1

. X T
emque V, = (V,,,..., an)T com V,,, = senh (M) .

Segundo Zhu et al. (2007), a perturbacdo w é apropriada se, e somente se G(wg) = cI,,
em que ¢ € R,c > 0;I,, é a matriz identidade de ordem n e G(w) = E (U (w)U " (w)), com
U(w) = azgo\w).

Para o modelo espacial log-linear BS tem-se que U (w) = —%AZ*le + %AVW e,

consequentemente, G(w) = A (2X1/2 — 1-1/2)? 4. Desta forma, para o modelo definido na
Secao 5.3.2.1, um esquema de perturbagao apropriado para a variavel-resposta € dado por

-1
Y.(s) =Y(s)+ <Z§31/2 _ 121/2) w.

«

Perturbacdao em uma covariavel

Sem perda de generalidade, pode-se supor que a covariavel perturbada é a
covariavel X;. As demais covariaveis nao sofrem perturbacao, isto é, tem-se um esquema de
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perturbagao nas covariaveis dado por

Xlw(S) = X1(3)+Aw;
Xiu(s) = Xi(s), i=2,...,n.

emque A,w € R™ e wg = 0 sdo como no item anterior. Neste esquema de perturbacéao, o
logaritmo da funcao verossimilhanca do modelo perturbado é dado por

1 2 - i — X
{(0|lw) = — log (|X]) — nlog(a) — *2VJE_1V“, + log ( cosh Yy — X0 _
: @ i=1 2

X
emaque V, = (Vi,,...,V,) ' ,nx 1, comV,, = senh (#

Desta forma, tem-se (veja Apéndice Il), U(w) = % = %AZ*VL‘, — %AVM e
2
G(w) =E (U (W)U (w)T> = B2A (%2% - gz—%> A.
Assim, para atender a proposta de Zhu et al. (2007), deve-se considerar, assim como

),izl,...n.

1
~ . s 1 _1 z
no caso de perturbagéo na variavel- resposta, A = (%22 — 52 2> . Isto é, o esquema de

perturbacdo mais adequado para perturbacdo em uma das covariaveis é

(07

1 -1
X, (s) = X1(s) + <42§ - azﬂ) w.

5.3.3.3 Alavanca generalizada

A alavanca generalizada foi proposta por Wei, Hu e Fung (1998) com o objetivo de
avaliar a influéncia da resposta observada sobre o correspondente valor ajustado. Segundo Wei,
oy

Hu e Fung (1998), a matriz alavanca generalizada GL(0) = 5+ tem a forma

GL(9) = Do (~£(0)) " Loy.

em que Dy = 669—’#, com p = X3 o valor esperado para Y; —#(6) é a matriz de informagao
observada e Lgy = (%%.

O elemento GL; da matriz GL(6) que apresentar valores maiores que GL +
2SE(GL), em que GL e SE(GL) sdo, respectivamente, a média e o desvio padrdo de
GL11,GLos,...,GL,,, sa0 considerados pontos de alavanca, isto é, pontos cujo valor
observado exerce grande influéncia sobre o valor predito (DE BASTIANE et al.,2015).

No caso do modelo espacial log-linear BS, tem-se que

1 X1 ... le

1 X21 X2 T
x=| .0 7T [ie=(8T¢"a)

1 Xp1 ... X,

emaue B=(Bo,...,5) €v=(p1,p2,¢3) " ,deonde segue que Dg é a matriz, n x (p + 5),



121

dada por
1 Xi1 ... X1 00 00
o= | T T xo)
1 Xp1 .. Xpp 00 00

e Loy = (Lgy, Loy, Lay)T ,emque Lgy € amatriz, (p + 1) x n, cujos elementos s&o dados
por

T (s 0 3) m Ve (07 0, 3 - e (2
i

vi—X, 8
2

~ =X .
em S; e C; sao vetores, n x 1, com senh (%) e cosh( ) respectivamente, na

posicdo i e 0 nas demais posi¢des,i=1,...,n; j=0,...,p.

L,y € amatriz, 3 x n, cujos elementos s&o dados por
200 2 b

= >V, i=1,...,n; j=1,2,3;
dp;0y; o dpj ' e

L,y é o vetor, 1 x n, cujos elementos sao dados por

9%(0) 4 e, .
o’y 'V, i=1.....n
dady; o ¢ S

5.3.4 Aplicacao

5.3.4.1 Descricao, analise exploratoria e analise espacial dos dados

Nesta secao, a metodologia desenvolvida no trabalho € ilustrada usando um conjunto
de dados com 82 pontos, referentes ao ano agricola 2014/2015 de uma area comercial,
de aproximadamente 167 ha, localizada no municipio de Cascavel, no Oeste do Estado do
Parand, Brasil. A varidvel-resposta é a concentragdo de Magnésio no solo (M g)(cmolc dm™3)
e a variavel auxiliar € a concentragdo de Célcio no solo (Ca)(emolc dm~3). Os pontos (X,Y)
foram georefenciados utilizando o sistema de coordenadas UTM e a grade amostral pode ser
observada na Figura 27 (a). A Figura 27 (b) mostra que néo existe uma diregao privilegiada,
portanto, o processo estocastico pode ser considerado isotrdpico.

Os dados da concentracdo de Magnésio apresentam cinco outliers (Figura 28(a)). Ap6s
a linearizacao (obtida ao se aplicar o logaritmo nos dados) somente duas dessas observagdes
continuam sendo apontadas como outliers, e outras duas observacdes destacam-se como
outliers apenas para o logaritmo dos dados (Figura 28(b)). A Figura 28(c) exibe os pontos
divididos por quartis bem como a localizagdo dos outliers.

Para estimar a estrutura de dependéncia espacial, considerou-se o modelo da familia
Matérn, apresentado na equacéo (5.52) para 6 = 0,5 (modelo exponencial), escolhido por
validagdo cruzada. Um estudo dos graficos Q-Q plots com dados transformados mostrou
que os dados se ajustam de modo razoavel ao conjunto de dados. Para o modelo escolhido,
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os parametros estimados por ML, com os respectivos erros padrées (apresentados entre
parénteses) e p-valores (apresentados entre colchetes) sdo & = 1,0168(0,9791)[0, 1495], By =
—0,9595(0, 1088)[> 0,999], 51 = 0, 2728(0,0146)[< 0,001], $; = 0,0270(0,0518)[0,3011], Y =
0,0115(0,0225)[0, 3046] e ¥3 = 0,9436(0, 0055)[< 0,001]. Entao, tem-se que

Mg(s;) = exp(—0,9595 + 0,2728Ca(s;))n(s;),

com n(s;) ~ BS(1,0168, 1), e matriz escala dada por X = 0,0270Is2 + 0,0115R, com R dado
em (5.54),com 6 =0, 5.

5.3.4.2 Diagndésticos

A Figura 29 mostra os pontos que possivelmente influenciam a estimagao dos
parametros. Note que os pontos #12, #15 e #27 influenciam tanto a estimag¢ao do vetor
de efeito fixo 3 = (8o, 1) ", quanto a estimagéo do vetor i» = (¢, )", enquanto a observagéo
#19 é possivelmente influente apenas na estimacao de 3, e as observacoes #62, #67 e #80 sao
influentes na estimacao de 1. Dos possiveis pontos influentes o ponto #12 foi o Unico detectado
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como um outlier.
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Figura 29 Distancia de Cook para o vetor de parametros 6 (a), para o vetor 3 (b) e para o vetor

¥ (c).

Os graficos de influéncia local considerando-se a perturbacao na variavel-resposta,
sao apresentados na Figura 30. Enquanto a Figura 31 apresenta os graficos de influéncia
local quando perturba-se a covariavel. Os graficos By, .. € Sma. apontaram as observagoes
#12, #15, #27, #62, #67 e #80 como influentes na variavel resposta. O gréfico B, identifica
ainda a observacgao #81. Ja o grafico B; identifica apenas as observacdes #15, #62 e #80.

Quando a pertubacgao ocorre na covariavel os graficos By, .. € Sy, identificam como possiveis

max

observagdes influentes as mesmas observagdes #12, #15, #27, #62, #67 e #80 e B; nao aponta
nenhuma observacao como influente.



124

o wn
N N 4
o <] o015 62 0 800
o
o ° °©
N
0 12 s | o
2 o o o
[e]
27 o
° 3 o o
o
S H ° 6
¢ s 5 To gl @ 0° °
(e}
941 o & o
° IS 00 ° o o ©
00 R o4
w0 o o o o o s o °
= o o 0 ° o o ©
=] oo o g - o oo ° 5 ©o OO o ©
RS o 5 @ 0o © o4 ° o
000 00°8, °°% o © IS o o o ° o
00 o @ D> © o o o 00 o
s | Do @y 0 @O 0 @O o ®Qp oooo0 $09"& o s | o © ° o
° T T T T e N T T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
ordem ordem

(a) (b)

o
24 12 027
62 80
o 67 o
o | o015 A
N
<} [
o
0 o o
i 7] o
g - o o o
2 o
o
2” o o © ©
® o °
0© o o o N
o oo
0 @ ° ° & ° (o} o
> 7| © Op ©
°© %o © o o ©, oo °
00 o ° o o
° oo o o0 ©Oo
34 o °
T T T T T
0 20 40 60 80

Figura 30 Graficos de influéncia local, B; versus ordem (a), By,,,, versus ordem (b), € Spaz
versusordem (c), pertubando a variavel resposta.

Quanto as observacgdes que influenciam seus préprios valores preditos (pontos de
avalavanca), destacam-se as observacoes #4, #39, #47, #67 e #81 (Figura 32). Dessas
observagoes, #4, #39 e #81 sdo outliers para a variavel-resposta linearizada (log(Mg)) e #47
foi apontada como outlier para a variavel Mg (Figura 28). Destacam-se que a observacao
#12 identificada como outlier é apontada como influente em praticamente todos os gréficos
de influéncia. Destacam-se ainda, que existem observagdes apontadas como influentes que
ndo foram apontadas como outliers, assim como acontece em outros estudos, como no estudo

realizado por Assumpcéao, Uribe-Opazo e Galea (2014).
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Figura 31 Gréficos de influéncia local, B; versus ordem (a), By,,,, versus ordem (b) € Sy

Figura 32 Alavanca generalizada para os dados de concentracdo de magnésio.

versus ordem (c), pertubando a covariavel.
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5.3.5 Conclusoes

Do ponto de vista teérico, a principal contribuicdo para a teoria geoestatistica
foi o desenvolvimento de métodos de diagnosticos para modelos espaciais log-lineares
Birnbaum-Saunders. Tais modelos possibilitam modelar a dependéncia espacial de dados
experimentais, estritamente positivos, que apresentam evidéncias de distribuicdo assimétrica
positiva, € € um modelo alternativo aos usuais modelos espaciais, baseados na distribuicao
Gaussiana. Do ponto de vista pratico, a andlise de diagnédstico, baseada em técnicas gréficas,
mostra que as técnicas de influéncia global e local apontam basicamente os mesmos pontos
como possiveis pontos influentes. Dentre as observacdes que exercem maior influéncia (#12 e
#27), a observagéo #12 é um outlier, enquanto #27 n&o. Isso também é evidente em outros
trabalhos, tais como os conduzidos por Assumpgao, Uribe-Opazo e Galea (2014) e De Bastiani
et al. (2015). onstatagao reforca o fato de que, em estatistica espacial, um ponto influente nao
€ necessariamente um outlier, bem como um outlier ndo € necessariamente um ponto influente.
Em estatistica espacial, o conceito de influéncia depende, além do valor da variavel, do valor da
varidvel em localizagdes vizinhas. No caso especifico da observagao #27, pode-se observar na
Figura 33 que esta observacao apresenta localiza¢des vizinhas com valores no primeiro quartil.
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Figura 33 Grade amostral com destaque para a localizacdo da observacao #27.

5.3.6 Trabalhos futuros

Como trabalhm eliminagao dos pontos influentes a fim de visualizar de que forma a
eliminag&o de pontos influentes afeta tais mapas. Adicionalmente, pretende-se realizar estudo
de influéncia em modelos espaciais BS generalizados, isto €, modelos BS baseados em
distribuigbes com caudas mais pesadas.
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5.3.8 Apéndices

5.3.8.1 Apéndice |I: Matrizes de informacao observada e esperada para o modelo
espacial log-linear BS

A matriz de informacéo observada é definida por —£(0), avaliada em 6 = 6, em que £0)
€ a matriz Hessiana. Para o modelo espacial log-linear BS, apresentado em (5.49), a matriz
Hessiana, (p +5) x (p + 5), € dada por

820(0)  9%4(0)  9%4(6)

0993 Opog’  0Poa lag e “£pa

0(0) — 9%¢(0)  9%¢(8)  9°%0(0) _ ~- - .

£6) = 0pIBT  OpdpT  Opda - Ecp,@ Ecpga e(pa )
920(0)  9%0(0)  920(0) 7 P ;
000B"T  0adp T dada af ap ao

em que, £33 é uma matriz, (p + 1) x (p + 1), com elementos dados por

/ _ e 1 vieoxlox! )2 'v ! wioxIIs'woeX
BiBL — aﬁjaﬁl__? © -j® N _E O] - ( ® -l)
RS yi — X' 8 .
+ ZZSeCh2 <2> Xi;j X, 4, l=0...p;

=1
sy = £} 5 € uma matriz, (p + 1) x 3 com elementos dados por

o*e) 2

. [9)>
= = » ==
e = 0g0p o

(WT © X—D gy

>V, oj=1,...,p; 1=1,2,3;

b, = ézﬁ é um vetor, (p + 1) x 1, com elementos dados por

o206) 4

Ejo = 98,00 od

(WT @X?) >V, j=0,...,p

£,, € uma matriz, 3 x 3, com elementos dados por

——tr

2 2
P 0°0e) 1 <_2162218E 51 0% >

&pj&pl - 2 D1 a@j awlawj
2 9% (,_, 0% o3 0% g, 0%

L 2y <212121 +x! ( >l 2121>> Vi l=1,2,3.
a? o ®j Dpi0p; Op; — dp !

oo = £}, & um vetor, 3 x 1, com elementos dados por

E%‘a = m = —5‘/ <2 67()0]2 > V, j = 1,2,3.

Finalmente, /,, = 240 _ n _ 12y Txy-ly,

dada ~ a? ot

A matriz de informacéo esperada € dada por I(0) = E[—£(60)]. Assim, para o0 modelo
espacial log-linear, essa € uma matriz (p + 5) x (p + 5), dada por
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em que, Igg = E[—Zgﬁ] € uma matriz, (p+ 1) x (p + 1), com elementos dados por
1 1
Iy = E ((12 (Ve ox)7) 21V> +F <a2 (Whox])s"'wo X.l)>

1 « i — X
+ E (-4 ZseChQ <y 9 L B) XUXZ1>

=1

1 2.\ N\ ey (2 1 oty 1 &
4E<<<av> ®(X,;0 X)) )2 <av>>+a2x,jz X.Z—ZZXinil

i=1

[ l Ty Tyl
= 1 (X,j@X,l)Jr?X Xl——z X > 1x,,

uma vez que W = 1, sech? (@) = 1 e por propriedades de traco e de produto de
Hadamard;
Ig, = E[—E@P] € uma matriz de ordem (p + 1) x 3, com elementos

o ox 2
1Y —1 1Y —1

Adicionalmente, I3, = E[—/3,] é um vetor, (p + 1) x 1, em que os elementos s&o dados por

4 T T -1 ~ 4 Ts—1
IﬁjazE(Op(W @X_j)z V):E(Oﬁx_jz V)=

uma vez que (2V) ~ N, (0,%).
I, = E[~{,,] € uma matriz simétrica, 3 x 3, que tem como elementos

1 ox oz 92y 2 ox ox
I, = Efztr(-2 ' =212 3! >> +E (VT (2—12—12—1) V)
wivt (2 ( O O0p; 0p10p; a? 0pi ©j

2 02y 2 ox ox
- E(=SVvT(zx1—— 3! E(l=vi (1= 1= 1)y
<a2V ( 0109 )V>+ (OfQV ( e, dp ) )

1 b by
—tr (2—182—1(9) D4, 1=1,2,3.
2 &pj 5901

I, = E[~{,,] é um vetor, 3 x 1, com elementos dados por,

IW:E<4V<2 108 - 1>V>: Ly <2 162) j=1,2,3
0 dp;

% a

Finalmente, Inq = E[~/aa] = E (-2 + 2VTS-1V) = 22 umavez que (2V)' =71 (2V) ~
X2, em que x2 representa a distribuigdo qw-quadrado com n graus de liberdade.
I.5;1.p € I, s@o, respectivamente, dadas por (Ig,)"; (Iga)" € (Ipa)'.

5.3.8.2 Apéndice Il: Vetor escore U (w)

Para a pertubagao na variavel-resposta, U(w) = 3‘5(9‘“’)

pode ser obtido com calculos
similares ao realizados em Garcia-Papani et al. (2016). Para 0 esquema de pertubacdo em

uma das covariaveis tem-se

1
(0|lw) = —§log (I12]) — nlog(a) — —VTE W, + Zlog (cosh ( 5

=1

- X, B~ B1Azw>>
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—XB-B1Aw) .
Zfl ,Z: 17...n,

emaue V, = Vi, .- an)T € um vetor n x 1, com V. = senh (y’
e A; ai—ésima linha da matriz A.
Desta forma, tem-se

260w) D [ 2 ey 0 [ yi— X' B - fAiw
R _E)w< ngE Vo +3w ;log cosh 2 .

Além disso, tem-se que

o 2 ey 2 (OVL\'
Ow <_oc2v°"2 %,) T2 ((%:T) (2=7Ve)
o 2 _51 T -1 o 251 —-1
= ( A > (2Z7V,) = —5 AT Ve,

? (v yi — Xiw,B By . B

emaque T,, = (T,,,,...,T.,)  éumvetor, n x 1, com T, = tanh (M) d=1,...n.
Portanto,
/(0 2 2 1
g (8 |UJ) = ﬁ211423_1‘/;_; - %AVW = ﬁlA <22_1 — 2In) Vw.
W (6] (6]

5.3.8.3 Apéndice lll: Matriz de pertubacao para o modelo espacial log-linear BS

Pertubacao na variavel-resposta
Para o modelo espacial log-linear BS abordado neste capitulo tem-se que

oHOlw) T 2 4 1
T Vv, ?2 + 51" A,
em que, I,, é a matriz identidade de ordem n, V, = (V,,, ..., V.,,,) , com elementos dados por
Yi+A;w—X, B . Lo s . .

Vi, = senh <f) 1=1,...,n,e A; éai-ésima linha da matriz A.

Assim, a matriz de perturbagao, (p + 5) x n,  dada por A = 2201 — (A5 AL AT,
com

AL OBOlw _ (0C0lw)  I(Olw) T
P 0B0wT — \0Bpdw! ' 0B0wT )

em que,

o (Olw) oV,

2 ., 1 1o+ o 2, 1 _

9B;0w 0P,
e Wy, = (Wa,...,W,.)', com W, = cosh (M) Uma vez que W, =
cosh (w) >~ 1 tem-se que ggj(gl:‘#) = X (&3 - 1) A
A OPOlw) _ (az2(e|w) A0%(6|w) amew))T
£ 0pdwT 010w T’ 00w T " 30w T
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em que,
0% (|w) ov) 2 . 1 (2« 10% 2 g 1 0A
= . e PR - STA+ (-5 4oL, ) =
piOw I < e > Ve <a2 A +< e >890i>
1 1 2
= M (- '+, ) A+ V) 2 519850) 4
a? 4 a? 0p;
2 1 1 ox1/? o Ox1/?
V(-S4 )A[ =212 w2 222 A i=1,2
+ w ( O(2 +2 ) (O( 8@1 +4 8()01 y ¢ ) >37

emque M = (My,..., Mn)T ,com M; =l;w e l; a j-ésima linha da matriz

1/2 1/2
A 712—1/23272—1/%9527 A j=1,...,n.
« 0p; 4 Oy,

o (0lw) V] 2 1 4 2 1 0A
Ay = =—“ (- =214+, ]A T(Extlar (-S4 or,
Jadw T Oa ( a? T3 ) e (a3 + ( a? * 2I ) 8@)

~1 1 4 1
D" (Opz—l + 4In> A+V, (oﬁz—lA + (—;2—1 - ;In> A (ME_UQ + i21/2> A) :

emque, D = (Dy,..., Dn)T ,com D; = Ljw e Lj; a j-ésima linha da matriz

1 1
A <22—1/2 + 21/2> A, j=1,...,n.
a 4
Pertubacdo em uma covariavel
Neste caso, 2% — g, v (Zx-1 -~ 11,) A, em que le = (Vioyse--» Vi), com
_XTB_ . -
Vw; = senh (M) ,i=1,...,ne A= (éEfé — %Z%) .

Assim, as derivadas de segunda ordem que compdem a matriz A sdo dadas por

or(Olw)  [0C2(Olw)  OC(Blw)\
Ag = = = =, =) .
0B0w 0Bo0w 9 Bp0w
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Cabe lembrar que X.p = 1.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Os resultados desta tese foram apresentados em forma de artigos. Apresenta-se aqui
as principais contribuigoes verificadas durante o desenvolvimento do trabalho:

e O trabalho contribui com a geoestatistica uma vez que propbés um novo modelo espacial,
baseado na distribuicdo Birnbaum-Saunders, para o estudos de dados com distribui¢cao
amostral assimétrica positiva. Em um primeiro momento, foi proposto um modelo espacial
sem a utilizacdo de covariaveis (Artigo 1) e depois propde-se um modelo espacial
BS utilizando-se um numero finito de covariadveis (Artigo 2). Em ambos 0s casos,
foram desenvolvidas técnicas para a estimag¢ao dos parametros do modelo por maxima
verossimilhanca;

e O trabalhou apresentou a definigdo da distribuicao log-Birnbaum-Saunders n-variada e
uma descrigdo detalhada das principais propriedades desta distribuicéo;

¢ No trabalho foram desenvolvidas técnicas, global e local, de diagnésticos para o modelo
BS. No estudo de influéncia local, a perturbacao mais adequada para o modelo espacial
BS foi determinada;

e Avaliou-se a performance do processo de estimacao e das ferramentas de diagndstico
utilizando simulagdo. O processo de estimagao apresentou boa performance para
amostras de tamanho (n = 100). A simulagédo para estudo de pontos influentes se
mostrou bastante satisfatéria.

e Na andlise de dados, casos influentes foram detectados e um estudo de similaridade entre
0 mapa original e mapas construidos a partir da retirada de pontos influentes foi realizado

e mostrou mudangas consideraveis.

e A predicao de valores foi realizada por krigagem com drift externo e krigagem ordinaria.
Em um estudo de caso, a predigao por krigagem com drift externo apresentou melhor
qualidade, em conformidade com o relatado pela literatura.

Além das contribuigbes apresentadas acima, surgiram ao longo do desenvolvimento da tese
alguns possiveis problemas a serem abordados em estudos futuros:

e Propor e abordar um modelo espacial BS baseado em uma distribuicdo com caudas mais
pesadas, como a distribuicao t-Student, com o objetivo de reduzir a influéncia de dados
atipicos;

e Utilizar outros esquemas de perturbagao para avaliar a influéncia de pontos e

¢ Utilizar o modelo proposto para realizar outros estudos na area agricola.



