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Resumo

Nos últimos anos, houve um crescimento no interesse da indústria e da comunidade cientí-

fica por plataformas autônomas, entre essas os chamados AUVs(do inglês,Autonomous Un-

derwater Vehicle). Parte deste interesse se deve ao avanço tecnológico, com amelhoria dos

equipamentos eletrônicos e a diminuição de seu custo. Outraparte se deve a aplicação destes

equipamentos em tarefas variadas, como inspeção e manutenção de estruturas subaquáticas em

ambiente marinho (plataformas de óleo e gás) e recentementeinspeção de usinas hidrelétricas.

Estes robôs permitem o afastamento do operador da região de realização da tarefa, reduzindo os

riscos na execução da mesma. Na tentativa de deixar estas plataformas totalmente autônomas,

diminuindo os esforços do operador, desafios relacionados ao seu controle de posição emergem.

Neste trabalho, o problema do controle de posicionamento deAUVs é abordado. O modelo ci-

nemático e dinâmico para os 6 graus de liberdade destes robôs, bem como a modelagem dos

atuadores e das perturbações externas são apresentados. Características do modelo matemático

são utilizadas no projeto do controlador, intitulado de CMDG (Controle por Modos Deslizan-

tes Global). O controlador proposto, é baseado no controle por modos deslizantes, sendo sua

superfície de deslizamento modificada, de forma a se eliminar a chamada fase de alcance. Si-

mulações numéricas, mostram o bom desempenho do controlador proposto quando submetido

a perturbações como correnteza, flutuabilidade não nula e erros de posição inicial.

Palavras-chave: Veículos Subaquáticos, Posicionamento Dinâmico, Controle por Modos Des-

lizantes, Estrutura Variável.
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Abstract

In recent years, there has been a growth in the interest of industry and the scientific community

for autonomous platforms, among these so-called AUVs (Autonomous Underwater Vehicle).

Part of this interest is due to technological progress, withimproved electronics and the reduction

of its cost. Another part is due to application of this equipment in a variety of tasks such

as inspection and maintenance of underwater structures in marine environment (oil and gas

platforms) and recently inspection of hydroelectric plants. These robots allow the removal the

operator of the region conducting task, reducing the risks in carrying it. In an attempt to make

these fully autonomous platforms, reducing the efforts of the operator, challenges related to

its control position emerge. In this work, the AUVs positioning control problem is addressed.

The kinematic and dynamic models for the 6 degrees of freedomof these robots, as well as

the modeling of the actuators and the external disturbancesare presented. Characteristics of

the mathematical model are used in the controller design, titled CMDG (Global Sliding Mode

Control). The proposed controller is based on the sliding mode control, and its sliding surface

was modified so as to delete the so called reaching phase. Numerical simulations show the

good performance of the proposed controller when subjectedto disturbances such as current,

non-zero buoyancy and initial position errors.

Keywords: Underwater Vehicles, Dynamic Positioning, Sliding Mode Control, Variable Struc-

ture.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Nos últimos anos houve um crescimento no interesse de construção de avançados veículos

não tripulados para inspeção subaquática. Veículos Subaquáticos não Tripulados, popularmente

conhecidos como UUVs (do inglês,Unmanned Underwater Vehicle) são plataformas robóticas

não tripuladas que podem ser pré-programadas para executardiferentes tarefas. Estes permitem

acesso a regiões antes inalcançáveis, e podem, em princípio, simplificar as tarefas de aquisição

de dados. Sua maior utilidade está em operações que não seriam possíveis de serem realiza-

das por humanos, ou, apresentariam riscos a vida destes. Encontram-se exemplos da utilização

destes robôs em vários setores, por exemplo: militares, para monitorar áreas protegidas (por

exemplo, portos), fazer mapeamento de áreas, verificar a existência de minas, localização e res-

gate de navios e aviões; comerciais, na inspeção de cascos denavios, construção e manutenção

de estruturas subaquáticas, inspeção e reparo de dutos de petróleo e gás, inspeção e reparo de

cabos de telecomunicação e científicos, na observação do ambiente subaquático (marinho e la-

custre) e coleta de materiais para pesquisa (Yuh, 1990; Tavares, 2003; Antonelli, 2004; Akakaya

et al., 2009).

Recentemente com a maturidade da tecnologia e pela redução dos custos de sua imple-

mentação, robôs subaquáticos são utilizados em tarefas de inspeção de barragens de usinas

hidrelétricas. Estas precisam garantir o fornecimento ininterrupto de energia, sendo de grande

importância o monitoramento e intervenção em sua estrutura. Usualmente estas inspeções são

realizadas por mergulhadores, que fazem registro de dados em câmeras de vídeo de alta preci-

são, percorrendo as paredes em busca de danos físicos ou alguma obstrução em dutos de adução

(Boas et al., 2013). São destacados dois principais aspectos a serem inspecionados em usinas

hidrelétricas (Ridao et al., 2010): inspeção visual da barragem, verificando o estado do con-

creto; inspeção visual da tomada d’água, avaliando detritos que podem ficar presos às grades,

levando a redução da produção de energia.

Para realizar tarefas de inspeção o veículo deve ter boa capacidade de manobra, conse-

1
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guindo se posicionar de forma precisa, controlando posiçãoe velocidade. Veículos subaquático

são sistemas com dinâmica muito rica, possuindo características não lineares que dificultam o

seu controle. Além disso, os modelos matemáticos que descrevem seu comportamento carecem

de informações paramétricas precisas, contribuindo aindamais para a complexidade do projeto

de controle.

1.2 Veículos Subaquáticos não Tripulados

A maior parte da bibliografia considera dois grupos de veículos aquáticos: veículos su-

baquáticos operados remotamente (do inglês, ROV -Remotely Operated Underwater Vehicle)

e veículos subaquáticos autônomos (do inglês, AUVs -Autonomous Underwater Vehicle). Di-

namicamente estas duas classes de embarcações são muito similares, tendo principal diferença,

o cabo umbilical presente nos ROVs. Contudo, a utilização deAUVs, se mostra mais atraente,

pois possibilita um menor esforço de operação, reduzindo a fadiga do operador.

Veículos subaquáticos autônomos são usualmente controlados por propulsores, que por

sua vez são acionados por motores elétricos. Alguns veículos também possuem lemes verticais

e horizontais para o controle de rumo e profundidade. Sua fonte de energia é geralmente embar-

cada e possuem maior autonomia para tomada de decisões (Yuh,1990; Choi & Kondo, 2010).

Este tipo de embarcação marítima é geralmente classificada em dois tipos: AUVs de cruzeiro

e de pairar. Os primeiros possuem normalmente menos propulsores do que o requerido para

executar o controle de todos os graus de liberdade (GL). Os movimentos deste tipo de veículo

são similares aos movimentos de aeronaves. Já os AUVs de pairar possuem normalmente mais

propulsores do que o requerido para controlar seus GL, podendo se mover em várias direções,

desta forma, são mais utilizados em trabalhos de inspeção, onde são exigidos movimentos mais

precisos (Kondo et al., 2010).

Atualmente muitas manobras complexas podem ser executadasdiretamente por pilotos

automáticos. Este é um dispositivo utilizado para controlar embarcações marítimas ou de outro

tipo (mísseis, foguetes, aviões, etc) sem a intervenção humana. Estes sistemas de controle

de movimento geralmente são construídos em três diferentesblocos chamados de sistemas de

guiagem, navegação e controle (do inglês, GNC -Guidance, Navigation and Control), figura

1.1. Estes blocos interagem entre si através da transmissãode dados e sinais, cada um possui as

seguintes funções (Fossen, 2011):

i. Guiagem (orientação) - realiza o processamento dos sinais de referência bem como a

comparação dos sinais providos do sistema de navegação;

ii. Navegação - este nível é composto pelo sensoriamento e processamento de sinais relaci-

onados com a estimação da posição, velocidade e aceleração do veículo;
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iii. Controle - ou mais especificamente controle de movimento, é a ação de determinar forças

e momentos necessários à embarcação para que esta satisfaçaum determinado objetivo

de controle.

Ref
Guiagem Controle

Navegação

Atuador Dinâmica

Distúrbios

Cinemática

Sistema Móvel

Posição

Velocidade

Figura 1.1: Principais subsistemas relacionados ao sistema de controle de AUVs

Apesar do progresso atingido no desenvolvimento e testes devários protótipos de veícu-

los subaquáticos, muito trabalho ainda deve ser feito para que estes operem de forma totalmente

autônoma. Entre os inúmeros problemas que devem ser resolvidos, o desenvolvimento de sis-

temas avançados para o rastreamento de trajetória e o seguimento de caminho são desafios

particulares.

1.2.1 Controle de Veículos Subaquáticos

O controle de veículos subaquáticos é uma tarefa difícil. Pode-se definir o problema de

controle como a ação de determinar as forças e momentos necessários de serem fornecidas pelo

veículo com o intuito de satisfazer um determinado objetivode controle. Desta forma, o projeto

da lei de controle deve satisfazer os requerimentos para umaoperação segura da embarcação.

Os principais objetivos de controle são:

Regulação do Ponto de Ajuste:o sinal de referência é definido como uma entrada cons-

tante ou um ponto de ajuste provido por um operador. O controlador correspondente deve ser

um regulador. Exemplos de regulação de ponto de ajuste são profundidade constante, controle

de velocidade.

Rastreamento de Trajetória: A posição e velocidade da embarcação marítima deve

seguir os sinais de referência de posição e velocidade que variam com o tempo. O controlador

em malha fechada correspondente é um controlador de rastreamento de trajetória. Controle

de rastreamento deve ser usado em manobras de mudança de curso, mudança de velocidade e

controle de atitude.
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Seguimento de Caminho:Este segue um caminho pré-definido independentemente do

tempo (sem restrições temporais). Este é típico para naviosque transitam entre continentes e

para veículos subaquáticos utilizados para mapear o solo oceânico.

Comumente, a tarefa de controle simultâneo de vários graus de liberdade (GL) é facil-

mente alcançada quando é possível o controle independente de forças e momentos. Para velo-

cidades baixas, este movimento é conhecido como posicionamento dinâmico (do inglês, DP -

Dynamic Positioning), termo utilizado na bibliografia especializada para diferenciar a tarefa de

controlar veículos com ampla manobrabilidade do problema de posição e orientação de veículos

sub-atuados. Assim, o controlador projetado para o posicionamento dinâmico é utilizado para

o controle de mais de um GL (Fossen, 2011).

A relação de momento e a força que agem sobre o veículo e a entrada de controle que

age sobre os atuadores são altamente não lineares. Esta característica apresenta um problema

para o projeto de sistemas de controle, que metodologias lineares tradicionais não satisfazem,

ou, apresentam um pobre desempenho (Fossen, 1991). Além disso, quando se trabalha com

modelo dinâmico de veículos subaquáticos normalmente se depara com incertezas. Estas incer-

tezas estão relacionadas com parâmetros não conhecidos da planta (incertezas paramétricas),

ou, a simplificações na representação matemática do mesmo (dinâmicas não modeladas). Outro

problema relacionado ao controle de veículos subaquáticosestá na existência de perturbações,

onde destacam-se as correntes oceânicas e as forças de restauração, que são responsáveis por

erros de regime permanente (Antonelli, 2006).

Na bibliografia especializada encontram-se muitas formas de se controlar o movimento

de veículos subaquáticos. Em (Dominguez, 1989) controladores lineares do tipo P-PI (pro-

porcional e integra) e PD (proporcional e derivativo) foramutilizados para o controle de rumo

e profundidade do veículos subaquático TATUÍ. Em (Goulart,2007) os mesmos controladores

foram utilizados para regular a posição do ROV LUMA. Estratégias mais avançadas como algo-

rítimos baseados em modelos dinâmicos foram empregados em (Fossen, 1994; Tavares, 2003;

Smallwood & Whitcomb, 2004), sendo que a performance destescontroladores estão direta-

mente relacionados com a exatidão do modelo utilizado e as variações repentinas de perturba-

ções externas. Técnicas baseadas em Lógica Fuzzy foram exploradas em (Guo et al., 2003),

apesar dos bons resultados, nem sempre é possível assegurara estabilidade e as propriedades

de convergência deste. Técnicas adaptativas foram largamente exploradas em (Fossen & Fjells-

tad, 1996; Antonelli et al., 2001; Antonelli et al., 2003), este controladores apresentaram resul-

tados animadores, compensando incertezas do modelo da planta e também distúrbios externos,

entretanto sofrem pelo alto custo computacional, tendo queser implementado de forma simplifi-

cada. Controladores a estrutura variável foram discutidosem (Slotine & Sastry, 1983; Healey &

Lienard, 1993; Bartolini et al., 1998; Salgado-Jimenez & Jouvencel, 2003; Ha et al., 2008; Khan

et al., 2012), estes se destacaram pela robustez e facilidade de projeto.

Uma estratégia de controle muito utilizada em sistemas sujeito a incertezas paramétricas
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é o controle por modos deslizantes (CMD). Esta estratégia foi aplicada com sucesso em mui-

tos sistemas práticos, inclusive em veículos subaquáticos(Yoerger et al., 1985; Healey & Lie-

nard, 1993; Salgado-Jimenez & Jouvencel, 2003; Rhif, 2012). Este tipo de controle apresenta

um bom desempenho no comportamento transitório, capacidade de rejeição as perturbações e

insensibilidade às variações paramétricas da planta. Entretanto sua aplicação prática é preju-

dicada pelo aparecimento do fenômeno conhecido comochattering(Slotine et al., 1991; Per-

ruquetti & Barbot, 2002). Além disso, a robustez do controlador só é alcançada quando os

estados do sistema estão sobre a superfície de deslizamento. Fora desta condição, o sistema fica

vulnerável às perturbações.

O termochatteringdescreve um fenômeno de perigosas vibrações de alta frequência do

sistema controlado. Estas oscilações são causadas pela alta frequência de chaveamento do con-

trolador e podem excitar dinâmicas não modeladas, como sensores e atuadores negligenciados

na modelagem do processo principal (Utkin et al., 2009), além de poderem levar o sistema a

instabilidade, ou a erros de rastreamento de trajetória.

No decorrer dos anos, muita pesquisa se deu principalmente no intuito de melhorar o

CMD, seja na modificação da superfície de deslizamento, tentando-se melhorar o comporta-

mento do sistema, ou na tentativa de eliminar o aparecimentodo chatteringsem prejudicar as

características principais do controlador. A principal abordagem para minimização da vibra-

ção é a suavização da lei de controle, substituindo por funções contínuas, a função descontínua

(Slotine, 1984). Neste procedimento a função sinal é substituída por uma função saturação

ou sigmoide. Porém esta técnica não garante a convergência do estado para a superfície de

deslizamento, e sim para uma região em torno desta, diminuído a robustez da estratégia de

controle. Uma forma de preservar o modo deslizante ideal é a utilização de observadores de

estados assintóticos (Bondarev et al., 1985). Entretanto énecessário um bom conhecimento do

modelo da planta e de distúrbios externos. Uma recente e possível solução seria a utilização do

chamado modos deslizantes de alta ordem (HOSM- High Order Sliding Mode) (Emel’yanov

et al., 1996; Levant, 1993; Fridman et al., 2011), que consiste em trabalhar com as derivadas

de ordem superior da variedade de deslizamento, conseguindo obter uma lei de controle suave

e que assegure o aparecimento do modo deslizante ideal. Com intuito de melhorar o compor-

tamento do sistema quando este está em fase de deslizamento,Bandyopadhyay et al. (2009)

apresenta formulações não lineares da superfície de deslizamento. Ainda, na tentativa de au-

mentar a robustez do controlador, alguns trabalhos propõema eliminação da fase de alcance

(Choi et al., 2001; Wei et al., 2012).

1.3 Objetivo

As colocações feitas anteriormente mostram a grande aplicabilidade dos robôs subma-

rinos nos mais variados ambientes subaquáticos. Devido as características comentadas como,
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alta não linearidade, incertezas referentes ao sistema e distúrbios externos, a necessidade de

uma lei de controle robusta (referente as perturbações referidas) e que apresente boa acurácia

no seguimento de referência é algo de extrema importância. Desta forma, este trabalho tem por

objetivo geral o projeto de um algorítimo de controle por modos deslizantes que evite ação ele-

vada de controle (diminuindo saturações), seja robusto (com relação as perturbações) durante

todo o tempo de trabalho (desde o início do rastreamento da trajetória), e que atenue de forma

significativa o problema dochattering, para aplicação nos robôs citados.

Como objetivos específicos têm-se:

1. Modelagem matemática de veículos subaquáticos;

• Comportamento cinemático e dinâmico;

• Dinâmica dos atuadores;

• Incertezas e perturbações.

2. Estudar a Lei de Controle por Modos Deslizantes;

• Estudar formas de robustecer ainda mais a estratégia;

• Estudar a técnica de controle por modos deslizantes utilizando camada limite como

forma de minimização dochattering;

3. Implementação de uma ferramenta computacional que auxilie nos estudos.

1.4 Contribuições da dissertação

Veículos submarinos são excelentes ferramentas de exploração e pesquisa, tanto em am-

biente marinho como em ambiente lacustre. Porém devido às condições de trabalho em que é

submetido e o elevado grau de não linearidades dinâmicas quegovernam seu comportamento,

o seu controle resulta em uma tarefa difícil.

Neste contexto, o desenvolvimento de uma estratégia de controle que possibilite uma

acurácia no seguimento de referência, assim como, robustezreferentes a perturbações é algo de

extrema importância.

Nesta dissertação são abordados aspectos que devem ser levados em consideração no

projeto de controle de movimento de veículos subaquáticos.Uma estratégia de controle baseada

em modos deslizantes é realizada, sendo modificada a superfície de deslizamento com o intuito

de eliminar a fase de alcance, existente nas leis de controleconvencionais. Com o objetivo

de testar o comportamento dinâmico de um AUV, bem como a lei decontrole proposta para

rastreamento do sinal de referência, um simulador foi implementado. Os testes foram realizados

levando em consideração referências que exploram um maior acoplamento entre os graus de
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liberdade e também distúrbios externos (correnteza). As simulações mostram a robustez da lei

de controle proposta referentes às incertezas e perturbações.

1.5 Organização da Dissertação

Capitulo 2: é apresentado a revisão teórica da lei de controle por modos deslizantes. Exemplos

numéricos são elaborados de forma a tornar a teoria mais compreensível;

Capitulo 3: é apresentada uma revisão do modelo matemático para os 6 GL deveículos

subaquáticos e também é apresentado um modelo dinâmico paraseus atuadores e perturbações

externas (correnteza). O modelo matemático é apresentado na forma matricial, sendo suas

características ressaltadas;

Capitulo 4: é apresentado o projeto da lei de controle por modos deslizantes, com uma modifi-

cação na superfície de deslizamento. Também é realizada umaprova de estabilidade do sistema

em malha fechada com a lei de controle proposta;

Capitulo 5: simulações numéricas são realizadas para mostrar o comportamento dinâmico do

veículo submarino tomado para teste e também simulações quemostram a performance da lei

de controle proposta referente a condições de operação escolhida;

Capitulo 6: são realizadas as considerações finais a respeito do trabalho realizado, bem como

sugestões para trabalhos futuros.

Apêndice A: uma breve visão do simulador implementado é apresentado;

Apêndice B:é apresentado o modelo matemático para geração de trajetórias de referência.
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Capítulo 2

Fundamento de Controle à Estrutura

Variável

2.1 Introdução

O controle por modos deslizantes foi proposto e elaborado inicialmente na década de

1950 por Emelyanov e outros pesquisadores, mas apenas no final da década de 1970 é que foi

apresentado à sociedade científica, quando o livro de Itikis(Itkis, 1976) e o artigo de Utkin

(Utkin, 1977) foram publicados. Após isto, a técnica emergiu como uma ferramenta efetiva

para enfrentar distúrbios e incertezas inerentes aos mais variados sistemas práticos.

O controle por modos deslizantes deriva de um modo de operação de sistemas de controle

à estrutura variável (SCEV), podendo aparecer em sistemas governados por equações diferen-

ciais que possuem o lado direito descontínuo. Tal fenômeno também se evidencia em siste-

mas com leis de controle que contenham termos que chaveiam emalta (teoricamente infinita)

frequência (Utkin et al., 2009).

Uma das principais características desta lei de controle é que, uma vez que o modo des-

lizante tenha sido alcançado, o sistema torna-se insensível a incertezas paramétricas da planta

e algumas classes de perturbações externas (que agem no canal de entrada de controle). Tal

característica é conhecida de propriedade da invariância.Assim, quando atinge o regime de

deslizamento a dinâmica do sistema é regida pela dinâmica correspondente à superfície de des-

lizamento.

A superfície de deslizamento é uma região no espaço de estados onde se garante que o

sistema tenha um comportamento pré-definido e estável. O projeto apropriado desta superfície

deve atender aos objetivos convencionais de controle, taiscomo, regulação, estabilização e

rastreamento (DeCarlo et al., 1988).

Nesta seção serão apresentados conceitos fundamentais relacionados a esta estratégia de

controle, além de exemplos numéricos que elucidam a aplicação e o desenvolvimento desta.

9
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2.2 Definição do Problema

Seja o seguinte sistema não linear

ẋ(t) = f (t,x) + g(t,x)u(t,x), (2.1)

ondex(t) ∈ R
n é o vetor de estados,u(t) ∈ R

m é o vetor de entradas de controle,f (t,x) ∈

R
n eg(t,x) ∈ R

n×m são funções suaves (contínuas no sentido de Lipschitz1). A componente

de entrada é descontínua e possui a seguinte forma

ui(t,x) =







u+i (t,x) se si(x) > 0,

i = 1, . . . , m

u−i (t,x) se si(x) < 0,

(2.2)

ondesi(x) = 0 é a i-ésima superfície de deslizamento, e

s(x) = [s1(x), s2(x), ..., sm(x)]
T = 0, (2.3)

é a variedade de deslizamento de dimensãon − m. A figura 2.1 ilustra a interseção de duas

superfícies de deslizamento.

s2(x) = 0

s1(x) = 0

s(x) = 0

Trajetória de Estado

Figura 2.1: Interseção de duas superfícies de deslizamento.

O projeto da lei de controle por modos deslizantes pode ser dividido em duas fases (Utkin,

1977; Edwards & Spurgeon, 1998):

i. A primeira etapa consiste na construção de uma superfíciede deslizamento sobre a qual

a dinâmica do sistema produza um comportamento desejado;

ii. A segunda etapa consiste em projetar uma lei de controle descontínua que force e mante-

nha as trajetórias do sistema sobre a superfície.

11 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) - Matemáticoalemão.
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2.3 Existência do Modo Deslizante

O modo deslizante existe se, em um domínio envolvendo a superfície de deslizamento, o

vetor tangente, ou, vetor de derivadas temporais do estado do sistema, aponta em sua direção.

Este domínio é chamado de região de atração. De forma mais branda, pode-se dizer que só

existirá o modo deslizante se a superfície for atrativa (Utkin, 1977).

A análise da existência do modo deslizante pode ser tratada como um problema de es-

tabilidade sendo possível de utilizar o segundo método de Lyapunov para análise. Assim, a

estabilidade da superfície requer a escolha de uma função deLyapunovV (t, x) que é positiva

definida e possui sua derivada temporal negativa na região deatração. Assim, formalmente

Definição 2.1.Um domínioS em torno da variedade deslizantes(x) = 0 é um domínio do

modo deslizante se para qualquerε > 0 existir umδ > 0, tal que, um movimento iniciando em

uma vizinhançaδ n-dimensional deS deve deixar a vizinhançaε n-dimensional deS somente

através de uma vizinhançaε n-dimensional da fronteira deS.

s2(x) = 0

s1(x) = 0

s(x) = 0
S

δ

ε

Figura 2.2: Ilustração bidimensional do domínio do modo deslizante.

Teorema 2.1.Para o domínio(n − m)-dimensionalS ser um domínio do modo deslizante, é

suficiente que, para algum domínioΩ, tal queS ⊂ Ω, existe uma funçãoV (x, s, t) continua-

mente diferenciável, que satisfaz as seguintes condições:

1. V (x, s, t) é positiva definida com respeito as(x) e para qualquerx(t) et, i.e,V (x, s, t) >

0 coms(x) 6= 0 eV (x, s, t) = 0 para s(x) = 0; e na esfera de raio‖s(x)‖ = ρ para

todox(t) ∈ Ω e algumt, tem-se

i.

inf
‖s(x)‖=ρ

V (x, s, t) = hρ, hρ > 0,
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ii.

sup
‖s(x)‖=ρ

V (x, s, t) = Hρ, Hρ > 0,

ondehρ eHρ dependem deρ.

2. A derivada deV (x, s, t) com relação ao tempo para o sistema 2.1 tem um supremo

negativo para todox(t) ∈ Ω, exceto sobre a superfície de deslizamento onde a derivada

não existe.

Prova: Ver (Utkin, 1977).

Nota-se ques(x, t) = 0 é um ponto de equilíbrio do sistema dinâmico. Se o modo desli-

zante é globalmente alcançável, o domínio de atração é todo espaço de estados, caso contrário

é apenas um subconjunto do mesmo.

Assim,considerando um sistema que possua uma única entrada, a condição de existência

do modo deslizante pode ser assegurada através da seguinte expressão,

V (x, s, t) =
1

2
s2(x), (2.4)

que é globalmente positiva definida. Sendo sua derivada,

V̇ (x, s, t) = s(x)ṡ(x) < 0. (2.5)

A equação 2.5 é denominada de condição de alcançabilidade (ou condição de desliza-

mento) e implica na convergência dos estados do sistema paraa variedade de deslizamento

assintoticamente. A figura 2.3 ilustra a condição de deslizamento.

s(x) = 0

Figura 2.3: Condição de deslizamento.

A equação 2.5 é geralmente substituída pela condição chamada alcançabilidade-η (Perruquetti
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& Barbot, 2002).

V̇ (x, s, t) = s(x)ṡ(x) ≤ −η |s(x)| , (2.6)

sendo esta uma condição mais restritiva, assegurando a convergência paras(x) = 0 em um

tempo finito. Dividindo-se ambos os lados da inequação 2.6 por |s(x)| e integrando de0 a t,

tem-se

∫ t

0

s(x)

|s(x)|
dτ ≤

∫ t

0

η dτ =⇒ |s(x(t))| − |s(x(0))| ≤ −ηt,

o tempo necessário (talc) para se alcançar a superfície de deslizamento, a partir de uma condição

inicial s(x(0)) é limitado por

talc =
|s(x(0))|

η

A condição de alcançabilidade-η pode ser utilizada como critério de projeto da lei de

controle. Desta forma, no desenvolvimento, tem-se como objetivo a obtenção de uma lei que

satisfaça as condições de existência e alcançabilidade do modo deslizante, tendo a superfície de

deslizamento previamente projetada (Utkin et al., 2009).

2.4 Descrição Matemática do Modo Deslizante

Devido a natureza descontínua do SCEV, as teorias clássicasfalham em provar a exis-

tência e unicidade da solução. Além disso, uma importante característica é o comportamento

único imposto ao sistema quando restrito às(x) = 0. Portanto o problema de unicidade e

existência de solução para equações diferenciais com lado direito descontínuo é de importância

fundamental.

A seguir serão apresentados duas formulações que tratam deste problema: a primeira

chamada de "solução no sentido de Filippov"(Filippov & Arscott, 1988); a segunda chamada

de controle equivalente (Utkin, 1977).

2.4.1 Método de Filippov

Seja o sistema de ordemn, definido por

ẋ(t) = f (t,x, u), (2.7)
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com a seguinte entrada de controle

u(t,x) =

{

u+(t,x) se s(x) > 0,

u−(t,x) se s(x) < 0,
(2.8)

Segundo Filippov & Arscott (1988) as trajetórias de estado do sistema 2.7, sujeito ao

controle 2.8, sobre a superfície de deslizamento,s(x) = 0, são solução da seguinte equação

ẋ(t) = αf+ + (1− α)f− = f o, 0 ≤ α ≤ 1, (2.9)

ondef+ = f (t,x, u+), f− = f (t,x, u−) ef o é o vetor de velocidade do vetor de estados em

modo de deslizamento. A partir de〈∇xs(x), f
o〉 = 0, tem-se que

α =
〈∇xs(x), f

−〉

〈∇xs(x), f− − f+〉
, (2.10)

sendo〈∇xs(x), f
− − f+〉 > 0,〈∇xs(x), f

+〉 ≤ 0 e 〈∇xs(x), f
−〉 ≥ 0. Onde∇xs(x) é o

gradiente des(x) e 〈a, b〉 denota o produto interno entrea e b. O termoα deve ser especificado

de tal forma que a dinâmica "média"def o seja tangente à superfícies(x) = 0. A figura 2.4

apresenta uma interpretação geométrica para a solução de Filippov.

f−

f+

fo

∇xs(x)

s(x) < 0

s(x) > 0

s(x) = 0

Figura 2.4: Interpretação geométrica da solução de Filippov.

Desta forma, pode-se concluir que a solução de 2.7 com controle 2.8 existe e é unicamente

definida ems(x) = 0. A solução encontrada é usualmente chamada de "solução no sentido de

Filippov". A técnica pode ser utilizada para determinar o comportamento do sistema em modo
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de deslizamento (DeCarlo et al., 1988).

2.4.2 Controle Equivalente

Uma ferramenta analítica e poderosa que pode ser utilizada para a determinação do com-

portamento do sistema quando restrito à superfícies(x) = 0 é o método do controle equivalente.

Considere o seguinte sistema

ẋ(t) = f (t,x) + g(t,x)u(t,x). (2.11)

O método consiste em encontrar um controle contínuoueq, tal que, a trajetória de estados

do sistema permaneça sobres(x) = 0. Para tanto, uma condição necessária é terṡ(x) = 0.

Assim, diferenciandos(x) com relação ao tempo ao longo das trajetórias de 2.11

ṡ(x) =
∂s

∂x
ẋ =

∂s

∂x
[f (t,x) + g(t,x)ueq] = 0, (2.12)

ondeueq é o chamado controle equivalente. Nota-se que sob a ação deste controle, qualquer

trajetória que esteja ems(x) = 0, permanece sobre esta, uma vez queṡ(x) = 0. Desta forma,

tem-ses(x) = 0 como um conjunto invariante.

Assume-se que∂s
∂x
g(t,x) é não singular para todot, então

ueq =

[
∂s

∂x
g(t,x)

]−1
∂s

∂x
f (t,x). (2.13)

Substituindo 2.13 em 2.11 encontra-se a dinâmica do sistemasobre a superfície, i.e

ẋ(t) =

[

I − g(t,x)

[
∂s

∂x
g(t,x)

]−1
∂s

∂x

]

f (t,x), (2.14)

ondeI ∈ Rn×n é a matriz identidade.

2.5 Projeto de Controle

Como mencionado anteriormente o projeto de controle segue usualmente duas etapas. A

primeira está relacionada com a escolha da superfície descontínua, de tal forma que, em modo

deslizante possa assumir a propriedade desejada. A segundaetapa é encontrar um controle

descontínuo que force as trajetórias do sistema interseccionarem a superfície escolhida anteri-
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ormente.

Considerando que a primeira etapa já foi estabelecida, a seguinte estrutura para lei de

controle é sugerida (Khalil & Grizzle, 2002)

u(t) = uc(t) + ud(t), (2.15)

ondeuc(t) é uma parte contínua da lei de controle, utilizada para controlar o comportamento

do sistema,ud(t) é a parte descontínua, utilizada para rejeitar distúrbios esuprimir incertezas

paramétricas.

Em muitos trabalhos utiliza-seuc(t) = ueq(t), o chamado controle equivalente, defi-

nido anteriormente. Entretanto, outras formulações podemser exploradas, como controladores

elaborados a partir de funções de Lyapunov (caso que será abordado no capitulo 4). A parte

descontínua é definida comoud(t) = −Ksign(s(x)). Assim, abordando o controle equivalente

como a parte contínua, tem-se

u(t) = ueq(t)−Ksign(s(x)), (2.16)

ondeueq(t) é o controle equivalente, definido anteriormente,K > 0 é o ganho da função sinal,

definida por

sign(x) =
x

|x|
=







1 se x > 0,

0 se x = 0,

−1 se x < 0.

(2.17)

Nota-se que o ganhoK pode ser constante ou variável, sendo dimensionado de formaque

a lei de controle satisfaça a condição de alcançabilidade-η. A fim de ilustrar a metodologia de

controle e também com o intuito de verificar algumas características desta, será abordado na

sequência um exemplo numérico.

Exemplo 2.1.Posicionamento dinâmico de um veículo subaquático por modos deslizantes.

Considera-se o seguinte modelo não linear simplificado de umveículo subaquático

mẍ+ d|ẋ|ẋ = u,

que pode ser escrito como

ẍ = m−1 (u− d|ẋ|ẋ) , (2.18)

ondem é a massa do veículo,d é o amortecimento quadrático eu é a entrada de controle.

Assume-se que todo os estados são mensuráveis.
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Como dito anteriormente, a primeira etapa do projeto da lei de controle consiste na ela-

boração da superfície de deslizamento. Desta forma, utiliza-se a forma mostrada em (Slotine

et al., 1991)

s = ˙̃x+ λx̃, (2.19)

onde x̃ = x − xd é o erro de rastreamento,λ é uma constante positiva. Por conveniência

reescreve-ses em termos de uma variável auxiliarxv

s = ẋ− ẋv, (2.20)

sendoẋv = ẋd − λx̃.

A segunda etapa do projeto consiste na elaboração da lei de controle. Considerando a

estrutura previamente comentadau(t) = ueq(t) − Ksign(s(x)), o primeiro passo consiste em

encontrarueq. Logo, sendo

ṡ = ẍ− ẍv, (2.21)

substituindo a equação 2.18 em 2.21 e considerandou = ueq, chega-se

ueq = mẍv + d|ẋ|ẋ. (2.22)

Normalmente, quando se trabalha com modelos dinâmicos, o projetista se depara com

incertezas, por isso, considera-se quem ed não sejam exatamente conhecidos, assim

ûeq = m̂ẍv + d̂|ẋ|ẋ, (2.23)

ondem̂ e d̂ são estimativas dem ed respectivamente.

Seja a lei de controle proposta,

u = ûeq −Ksign(s(x)), (2.24)

o segundo passo é projetar uma lei de controle descontínua que garanta o aparecimento do modo

deslizante. Para isso, seja a seguinte função candidata de Lyapunov

V (t, s) =
1

2
ms2, m > 0. (2.25)

DiferenciandoV ao longo das trajetórias de estado do sistema, tem-se
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V̇ = msṡ ≤ −η|s|,

s [u− d|ẋ|ẋ−mẍv] ≤ −η|s| (2.26)

Substituindo 4.11 em 2.26,

−K|s|+ s
[

d̃|ẋ|ẋ+ m̃ẍv

]

≤ −η|s|, (2.27)

o que sugere

K ≥
∣
∣
∣d̃|ẋ|ẋ+ m̃ẍv

∣
∣
∣ + η. (2.28)

Nota-se que a desigualdade 2.28 é dependente do estado. ContudoK é tipicamente esco-

lhido constante e suficientemente grande. Sob suposição quex ≈ xd, tem-se

K ≥
∣
∣
∣d̃+|ẋd

+|ẋd
+ + m̃ẍ+r

∣
∣
∣ + η (2.29)

onde (+) representa o maior valor absoluto das variáveis.

Serão mostrados na sequência os resultados da simulação numérica do sistema de con-

trole desenvolvido. Esta simulação foi realizada com osoftwareMATLAB r. Na tabela 2.1

encontram-se os parâmetros utilizados na simulação. As figuras 2.5 a 2.8, mostram os resulta-

dos da simulação.

Tabela 2.1: Parâmetros utilizados na simulação.

parâmetros Valor
Solver ODE45

Passo de Integração 10−6

Planta m = 200 Kg, d = 50 Kg/m
Referência xd = cos (0.5t)

Controlador d̂ = 1, 5d, m̂ = 0, 5m, d̃ = 0, 5d, m̃ = 0, 5m, η = 10, λ = 1

Como pode ser observado nas figuras 2.5 e 2.6, apesar das incertezas referentes aos parâ-

metros do modelo e também o erro inicial posição, o controlador proposto garantiu o rastrea-

mento perfeito da trajetória desejada.

2.6 O fenômeno doChattering

É de comum acordo perante a sociedade cientifica que o maior problema envolvendo o

CMD é o fenômeno conhecido comoChattering. Tal fenômeno é geralmente percebido como
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Figura 2.5: Rastreamento de trajetória.
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Figura 2.6: Erro de rastreamento.
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Figura 2.7: Sinal de controle.
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Figura 2.8: Superfície de deslizamento.

um movimento oscilatório sobre a superfície de deslizamento (Bartolini et al., 2000).

Estas oscilações possuem suas origens na natureza descontínua da lei de controle, sendo

causadas por dois possíveis mecanismos (Young et al., 1999). O primeiro se deve às dinâmicas

parasitas (normalmente dinâmicas negligenciadas, como atuadores ou sensores) em série com a

planta. A segunda causa se deve diretamente as não idealidades do chaveamento, como atrasos

e histerese (o caso ideal, teórico, implica em um chaveamento de frequência infinita), que é

comum em implementações digitais e analógicas.

O problema doChatteringé geralmente associado as dificuldades práticas de implementa-

ção. O seu surgimento pode levar a baixa performance do sistema, degradação de componentes

ou no pior dos casos levar o sistema à instabilidade, gerandoum colapso total. O exemplo a

seguir ilustra o aparecimento deste fenômeno.

Exemplo 2.2.Posicionamento dinâmico de um veículo subaquático por modos deslizantes com

imperfeições no chaveamento.

Para ilustrar o fenômeno, considera-se novamente o mesmo exemplo do veículo subaquá-

tico da seção anterior. Neste caso será inserido um atraso de0.1 segundos no chaveamento. As

imagens 2.9 a 2.12, mostram o comportamento do sistema.

Nota-se que, devido ao atraso, o sinal de controle comuta commenor frequência. Devido
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a velocidade mais baixa de chaveamento verifica-se pela figura 2.12 oscilações em torno da

superfície de chaveamentos(x) = 0, que é conhecido comochattering. É possível ainda cons-

tatar que o sistema conseguiu alcançar e seguir a trajetóriadesejada, entretanto o rastreamento

não é mais perfeito, figura 2.10.
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Figura 2.9: Rastreamento de trajetória.
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Figura 2.10: Erro de rastreamento.
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Figura 2.11: Sinal de controle.
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Figura 2.12: Superfície de deslizamento.

Com o intuito de minimizar ou até eliminar o problema dochatteringmuitas abordagens

foram propostas. A principal técnica utilizada consistem em suavizar a lei de controle subs-

tituindo a função de chaveamento por uma aproximação contínua (Yoerger et al., 1985). Esta

abordagem basicamente relaxa as restrições sobre o sistema, sendo que a superfície de comuta-

ção não seja mais atrativa, mas sim uma região em torno desta.A figura 2.13 e 2.14 mostram

possíveis funções que podem ser aplicadas para suavizar a lei de controle. Define-se

sat(s) =

{

sign(s) se |s| ≥ 1

s se |s| < 1
(2.30)

Exemplo 2.3.Posicionamento dinâmico de um veículo subaquático por modos deslizantes uti-

lizando função de saturação.

Considera-se o mesmo sistema apresentado anteriormente. Faz-se a seguinte modificação
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Figura 2.13:y = sat(x).
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Figura 2.14:y = tanh(x).

na lei de controle, substitui-se a funçãosign(·) por sat(·), obtendo-se assim:

u = ûeq −Ksat

(
s(x)

Φ

)

,

ondeΦ é a largura da região em torno des(x), definida com valor de0.1 neste exemplo.
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Figura 2.15: Rastreamento de trajetória.
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Figura 2.16: Erro de rastreamento.

0 5 10 15 20
−100

−50

0

50

100

t [s]

u
(
t
)

Figura 2.17: Sinal de controle.
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Figura 2.18: Superfície de deslizamento.

Observa-se através da figura 2.18 a eliminação das trepidações, contudo, as trajetórias do

sistema são atraídas para uma região em torno da superfície,e não mais exatamente para ela.
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Nota-se ainda que o rastreamento não é perfeito, figuras 2.15e 2.16.

2.7 Eliminação da Fase de Alcance

Como dito anteriormente, o SMC possui duas fases distintas,a fase de alcance e a fase

de deslizamento. A propriedade de robustez do modos deslizantes tradicional com relação as

incertezas inerentes ao sistema existem apenas durante a fase de deslizamento, portanto no

decorrer da fase de alcance da superfície estas características não são garantidas (Choi et al.,

2001; Ni & Xu, 2008; Liu & Wang, 2012).

Nesta seção serão apresentadas duas modificações no modo deslizante tradicional, as

quais eliminam a fase de alcance da superfície, garantindo odeslizamento durante todo o pe-

ríodo de resposta do sistema. A primeira abordagem consisteem modificar a superfície de

deslizamento com uma função não linear (Chang & Hurmuzlu, 1993; Yilmaz & Hurmuzlu,

2000; Wei et al., 2012). A segunda abordagem consiste em aumentar a ordem da função de

deslizamento por uma ação integral (Slotine et al., 1991; Utkin & Shi, 1996).

2.7.1 Eliminação da fase de alcance com função exponencial

A técnica consiste em reformular o domínio de deslizamento,tal que o estado inicial do

sistema resida sobre o mesmo, permanecendo sobre este domínio no decorrer da evolução do

estado (Ni & Xu, 2008). Alcançado este objetivo consegue-sea eliminação da faze de alcance.

Naturalmente deve-se tomar alguns passos adicionais que garantam que o novo domínio con-

virja para o domínio original à medida que o estado evolua como tempo. Isto pode ser realizado

por uma função exponencial, que faz o domínio modificado decair com o tempo para o domínio

original. A figura 2.19 ilustra a ideia, ondee(t) é o erro de rastreamento,s(x) = 0 e s̄(x) = 0

são as superfícies de deslizamento original e modificada respectivamente.

Desta forma, basta escolher a seguinte superfície de deslizamento

s̄(x) = s(x)− σ(t), (2.31)

sendox̃ = x − xd o erro de rastreamento, define-ses(x) =
n−1∑

i=0

λi+1x̃
i, ondeλi são escolhidos

de forma quepn−1+λn−1p
n−2+ ...+λ2p+λ1 seja um polinômio de Hurwitz2, ou seja, as raízes

do polinômio estão localizadas no semiplano esquerdo do plano complexo. A modificação da

superfície original é realizada pelo termoσ(t) = s(0)e−ξt, ondeξ > 0. A escolha deσ(t) na

forma de exponencial deve obedecer as seguintes condições:

2Adolf Hurwitz (1859 - 1919) - Matemático alemão.
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e(t)

ė(t)

s(x) = 0

s̄(x) = 0

Figura 2.19: Superfície de deslizamento modificada.

i. σ(0) = s(0),

ii. σ(t) −→ 0 quandot −→ ∞,

iii. σ̇(t) existe e é limitada,

o projeto da lei de controle é realizado da mesma forma que fora elucidado anteriormente.

2.7.2 Eliminação da fase de alcance com Modos Deslizantes Integral

Introduzido por Slotine et al. (1991), o controle por modos deslizantes integral pode ser

definido a partir da seguinte superfície de deslizamento:

s(x) =

(
d

dt
+ λ

)n−1




t∫

0

x̃dr



 , (2.32)

onden é o grau relativo entre a variável de interesse (
t∫

0

x̃dr) e o sistema. Assim, paran = 3,

tem-se a seguinte superfície:

s(x) = ˙̃x+ 2λx̃+ λ2
t∫

0

x̃dr. (2.33)

Com o intuito de eliminar a fase de alcance Slotine et al. (1991) definem a variável de

interesse como
t∫

0

x̃dr + c, ondec é uma constante escolhida de forma a se ters(x(0)) = 0,
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independentemente do estado inicial do sistema. Desta forma, paran = 3, tem-se:

s(x) = ˙̃x+ 2λx̃+ λ2
t∫

0

x̃dr − ˙̃x(0)− 2λx̃(0). (2.34)

Utkin & Shi (1996) generalizam a ideia do controle integral,que diferentemente do modo

deslizante tradicional, possui a ordem da equação do modos deslizantes igual a ordem do sis-

tema original. Sendo a ordem do sistema garantida durante toda a sua resposta.

2.8 Conclusão

Neste capítulo foram apresentados aspectos fundamentais da teoria de controle a estrutura

variável. A ideia principal da concepção da lei de controle por modos deslizantes, bem como

técnicas de alteração desta, foram mostradas. Modificaçõesna formulação da superfície de des-

lizamento foram apresentadas com o intuito de eliminar a fase de alcance do modos deslizantes.

Posteriormente será apresentado o controle de posicionamento para os seis graus de liberdade

de um veículo subaquático, onde as técnicas elucidadas neste capítulo serão utilizadas. Por

questões de nomenclatura, neste trabalho chama-se de controle por modos deslizantes global

(CMDG) o controle sem a fase de alcance, e simplesmente de controle por modos deslizantes

(CMD) o controle que possui fase de alcance.



Capítulo 3

Modelagem Matemática de Veículos

Subaquáticos

3.1 Introdução

Os modelos matemáticos são importantes para prever o comportamento do veículo su-

baquático quando submetido a algum tipo de adversidade. Estes modelos auxiliam também na

análise e síntese de leis controle (Tavares, 2003).

A modelagem de veículos submarinos é basicamente dividida em duas partes: cinemática

e dinâmica. A cinemática é a parte que estuda os movimentos, relacionando posições, velocida-

des e acelerações sem considerar suas causas. A dinâmica, por sua vez, consiste em estabelecer

as causas e efeitos para o movimento do corpo (Fossen, 1991).

Neste capítulo são apresentados as modelagens cinemática edinâmica para os 6 GL de

veículos subaquáticos. A dinâmica destes veículos é não linear, sendo que seus GL são dinami-

camente acoplados. Este acoplamento se torna mais expressivo quanto maior for a velocidade

do veículo. Ainda neste capítulo é apresentada uma modelagem dinâmica para os propulsores

e também para os distúrbios externos, considerados como correntezas.

3.2 Cinemática

A representação do movimento do veículo é realizado pelo modelo cinemático. Este é

baseado em progressivas rotações ao redor de diferentes eixos. O propósito principal destas

rotações é a obtenção de uma matriz de transformação, permitindo a conversão de vetores entre

os sistemas de coordenadas.

Na análise do movimento de veículos subaquáticos é conveniente definir dois sistemas

de coordenadas (Fossen, 1994). Um sistema é fixo ao veículo e se movimenta junto com ele,

e é denominado de referencial do corpo ou referencial móvel(X0Y0Z0). O outro sistema
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de coordenadas é fixo a algum ponto de uma embarcação ou na superfície da Terra(XY Z),

denominado referencial fixo ou referencial inercial. A figura 3.1 mostra os dois referenciais.

Z0

Y0

X0

r
q

p

u

w
v

Z

Y

X
Referencial Inercial

Referencial do Corpo

r0

Figura 3.1: Referencial do corpo e referencial inercial.

É utilizada neste trabalho a notação vetorial padrão dada pela SNAME (The Society of Na-

val Architects and Marine Engineers), estabelecida em 1950. Desta forma, pode-se visualizar

na figura 3.1:

u . . . velocidade linear na direção deX0, movimento de avanço (surge) [m/s];

v . . . velocidade linear na direção deY0, movimento de balanço (sway) [m/s];

w . . . velocidade linear na direção deZ0, movimento de oscilação (heave) [m/s];

p . . . velocidade angular em torno deX0, movimento de rolagem (roll ) [rad/s];

q . . . velocidade angular em torno deY0, movimento de arfagem (pitch) [rad/s];

r . . . velocidade angular em torno deZ0, movimento de guinada (yaw)[rad/s].

As componentes de velocidade linear (ν1) e velocidade angular (ν2) podem ser expressas
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na forma vetorial por:

ν1 =






u

v

w




 , ν2 =






p

q

r




 e ν =

[

ν1

ν2

]

. (3.1)

No referencial inercial os vetores são expressos por:

η̇1 =






ẋ

ẏ

ż




 , η̇2 =






φ̇

θ̇

ψ̇




 e η̇ =

[

η̇1

η̇2

]

, (3.2)

ondeη̇1 e η̇2 são os vetores de velocidade linear e angular respectivamente, expressos no refe-

rencial inercial.

Por integração obtêm-se os vetores de posição1 (η1) e orientação(η2) do veículo:

η1 =






x

y

z




 , η2 =






φ

θ

ψ




 e η =

[

η1

η2

]

, (3.3)

onde:

x . . . posição emX expressa no referencial inercial[m];

y . . . posição emY expressa no referencial inercial[m];

z . . . posição emZ expressa no referencial inercial[m];

φ . . . rotação emX expressa no referencial inercial[rad];

θ . . . rotação emY expressa no referencial inercial[rad];

ψ . . . rotação emZ expressa no referencial inercial[rad].

Os vetores de forças (τ1) e momentos (τ2) aplicados ao veículo expressos no referencial

do corpo são:

1Segundo Fossen (2011) não se deve integrar as velocidade no referencial do corpo, pois não há sentido físico
para isto.
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τ1 =






X

Y

Z




 , τ2 =






K

M

N




 e τ =

[

τ1

τ2

]

, (3.4)

ondeX eK, Y eM , eZ eN representam o somatório de forças e momentos aplicados na

direção deX0, Y0 eZ0 respectivamente.

Observa-se o uso dos ângulos de Euler(φ, θ, ψ) para representação da orientação(η2).

Estes ângulos compreendem três variáveis, onde cada uma corresponde a rotação do veículo

em um dos três eixos do referencial inercial, sendo estes utilizados na transformação de um

referencial para outro (Antonelli, 2006).

A vantagem na utilização dos ângulos de Euler é a interpretação física, que se faz intuitiva.

No entanto, esta representação apresenta singularidades paraθ = ±90◦ (Fossen, 1991). Toda-

via, apesar das singularidades, a construção dos veículos normalmente evitam que as mesmas

sejam alcançadas (Tavares, 2003). A Tabela 3.1 resume a notação utilizada nesta dissertação.

Tabela 3.1: Notação vetorial utilizada.

GL Nome Ref. Inercial Ref. do Corpo
Posição Velocidade Velocidade Forças e Momentos

1 avanço (surge) x ẋ u X
2 balanço (sway) y ẏ v Y
3 oscilação (heave) z ż w Z

4 rolagem (roll) φ φ̇ p K

5 arfagem (pitch) θ θ̇ q M

6 guinada (yaw) ψ ψ̇ r N

3.2.1 Transformação de velocidades lineares

As componentes de velocidade linear do sistema do referencial do corpo(ν1) e inercial

(η̇1) são relacionadas pelo operadorJ1, através da relação:

η̇1 = J1(η2)ν1, (3.5)

O operadorJ1(η2) é a matriz de transformação de velocidades linear entre os dois siste-

mas de referência. Esta matriz representa as sucessivas rotações sofridas pelo veículo nos eixos

X, Y eZ do referencial inercial e é escrita como:

J1(η2) = J
T
z (ψ)J

T
y (θ)J

T
x (φ). (3.6)
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A formulação da matriz que representa a rotação em cada eixo coordenado é dada por (Shabana,

2005):

Jξ,β = I + (1− cos (β))S2(ξ)− sen(β)S(ξ), (3.7)

ondeI é a matriz identidade,β é o ângulo de rotação em torno do vetor unitárioξ =
[

ξ1 ξ2 ξ3

]T

direcionado ao longo do eixo de rotação. A matrizS(ξ) é um operador de produto cruzado, tal

queξ × a = S(ξ)a é expressa por:

S(ξ) =






0 −ξ3 ξ2

ξ3 0 −ξ1

−ξ2 ξ1 0




 , (3.8)

sendo a matrizS(ξ) uma matriz antissimétrica, ou seja,S(ξ) = −ST (ξ).

As rotações obtidas a partir desta matriz de transformação são chamadas de rotações

principais. A rotação em torno do eixoZ de um ânguloψ, denominadaJz(ψ), é obtida a partir

de (3.7) tomando o vetor unitário ao longo deZ comoξ =
[

0 0 1
]T

:

Jz(ψ) =






1 0 0

0 1 0

0 0 1




+(1−cos (ψ))











0 −1 0

1 0 0

0 0 0











2

− sen(ψ)






0 −1 0

1 0 0

0 0 0




 , (3.9)

da qual obtém-se a a forma final da matriz de rotação:

Jz(ψ) =






cos (ψ) sen(ψ) 0

−sen(ψ) cos (ψ) 0

0 0 1




 . (3.10)

As matrizes de rotação em torno dos eixosX eY são:

Jx(φ) =






1 0 0

0 cos (φ) sen(φ)

0 −sen(φ) cos (φ)




 , (3.11)

Jy(θ) =






cos (θ) 0 −sen(θ)

0 1 0

sen(θ) 0 cos (θ)




 . (3.12)
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Substituindo (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.6), teremos

J1(η2) =






cθcψ −sψcφ+ cψsθsφ sψsφ+ cψcφsθ

sψcθ cψcφ+ sφsθsψ −cψsφ+ sθsψcφ

−sθ cθsφ cθcφ




 , (3.13)

ondes· = sen(·) e c· = cos (·).

Uma questão importante referente a matrizJ1, é que esta é obtida por multiplicações

sucessivas de matrizes (que é uma operação não necessariamente comutativa), sendo assim a

ordem escolhida para as rotações influencia no resultado final (Goulart, 2007).

3.2.2 Transformação de velocidades angulares

A transformação de velocidades angulares do referencial docorpo(ν2) para o referencial

inercial(η̇2) é dada pelo operadorJ2(η2):

η̇2 = J2(η2)ν2, (3.14)

e as velocidades de rotação em relação ao sistema de coordenadas do veículo são dadas por

(Shabana, 2005):

ν2 =






φ̇

0

0




+ Jx(φ)






0

θ̇

0




+ Jx(φ)Jy(θ)






0

0

ψ̇




 = J−1

2 (η2)η̇2. (3.15)

Expandindo (3.15) resulta:

J−1
2 (η2) =






1 0 −sθ

0 cφ cθsφ

0 −sφ cθcφ




 =⇒ J2(η2) =






1 sφtθ cφtθ

0 cφ −sφ

0 sφ/cθ cφ/cθ




 , (3.16)

ondes· = sen(·), c· = cos (·) e t· = tan (·).

Como mencionado anteriormente, a representação cinemática por ângulos de Euler apre-

senta singularidade paraθ = ±90◦. Esta descontinuidade pode ser vista na matriz de transfor-

maçãoJ2(η2). Outra característica importante que pode ser observada, éque paraφ = 0◦ e

θ = 0◦, a relação entre as velocidades de rotação nos dois sistemasde coordenadas é dada por

uma matriz identidade (Tavares, 2003).

As dificuldades com relação às singularidades apresentadasna representação por ângulos

de Euler podem ser superadas pela utilização deQuaternions(Fjellstad & Fossen, 1994; An-

tonelli et al., 2003). Entretanto, para a grande maioria dosveículos reais tais movimentos que
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causariam a singularidade não são executados, ou não são factíveis devido a sua estrutura física,

não havendo assim a necessidade de se utilizar esta representação (Bessa, 2005).

Por fim, é possível escrever as transformações de coordenadas, dadas pelas equações (3.5)

e (3.14), para os 6 GL do sistema como:

[

η̇1

η̇2

]

=

[

J1(η2) 03×3

03×3 J2(η2)

]

ν ⇐⇒ η̇ = J(η)ν. (3.17)

3.3 Modelagem Dinâmica

A modelagem dinâmica de veículos subaquáticos compreende interações da estrutura me-

cânica do veículo com o meio subaquático, juntamente com as ações dos propulsores sobre o

veículo (Tavares, 2003). Convencionalmente, a equação dinâmica para o movimento dos 6 GL

para veículos subaquáticos é expressa na forma matricial por (Fossen, 1994):

Mν̇ +C(ν)ν +D(ν)ν + g(η) = τ , (3.18)

onde

M . . . Matriz de Inércia (incluindo massa adicional);

C(ν) . . . Matriz de Coriolis e Forças Centrípetas (incluindo massa adicional);

D(ν) . . . Matriz de Arrasto Hidrodinâmico;

g(η) . . . Vetor de Forças Gravitacionais e de Restauração;

τ . . . Vetor de forças e momentos que agem sobre o veículo.

Na sequência será visto o desenvolvimento de cada um dos termos da equação dinâmica

apresentada.

3.3.1 Dinâmica do Corpo Rígido

A dinâmica de um ponto material de massam, que descreve um movimento no espaço,

pode ser baseada na Segunda Lei de Newton, expressa por:

mν̇ = τ, (3.19)

ondeν̇ é a aceleração do corpo, resultado direto das forças externasτ que atuam sobre o mesmo.
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Como o veículo subaquático possui dimensões não desprezíveis, sua massa não esta con-

centrada em um único ponto, mas sim distribuída por sua estrutura. Decorrente a esta distri-

buição da massa o veículo subaquático deve ser tratado como um corpo rígido. Desta forma,

as expressões da dinâmica para um corpo rígido, definidos em relação ao referencial do corpo,

podem ser escritas para translação e rotação como (Fjellstad, 1994):

m [ν̇1 + ν2 × ν1 + ν̇2 × rG + ν2 × (ν2 × rG)] = τCR1, (3.20)

d

dt
(I0ν2) +mrG × (ν̇1 + ν2 × ν1) = τCR2. (3.21)

Nas equações (3.20) e (3.21), o operador× representa o produto vetorial, o vetorrG =
[

xG yG zG

]T

corresponde a distância do centro de massa do veículo com relação ao sis-

tema referencial do corpo. A matrizI0 ∈ R
3×3 contém os momentos e os produtos de inércia

do veículo com relação ao centro do sistema de coordenadas doreferencial do corpo, sendo

expressa por:

I0 ,






Ix −Ixy −Ixz

−Iyx Iy −Iyz

−Izx −Izy Iz




 , (3.22)

ondeIx, Iy e Iz são os momentos de inércia eIxy, Ixz, Iyx, Iyz, Izx e Izy são os produtos de

inércia. As equações da dinâmica de translação e rotação do corpo rígido são manipuladas de

forma a estabelecer uma expressão matricial da dinâmica do veículo para os 6 GL, obtendo-se,

desta forma, a seguinte expressão:

MCRν̇ +CCR(ν)ν = τCR. (3.23)

Na equação 3.23,MCR ∈ R
6×6 é a matriz de inércia,CCR(ν) ∈ R

6×6 é a matriz de

Coriolis e centrípeta,ν ∈ R
6 é o vetor de velocidades eτCR ∈ R

6 é o vetor resultante das

forças e momentos aplicados no veículo.

A matriz de inérciaMCR é constante, simétrica e positiva definida,i.e, ṀCR = 0 e

MT
CR = MCR > 0. Existe ainda uma única parametrização possível (Siciliano & Khatib,

2008):

MCR =

[

mI3×3 −mS(rG)

mS(rG) I0

]

, (3.24)
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MCR =













m 0 0 0 mzG −myG

0 m 0 −mzG 0 mxG

0 0 m myG −mxG 0

0 −mzG myG Ix −Ixy −Ixz

mzG 0 −mxG −Iyx Iy −Iyz

−myG mxG 0 −Izx −Izy Iz













. (3.25)

Ao contrário da matriz de inércia, a matriz de Coriolis e centrípeta do corpo rígido podem

ter várias parametrizações. Uma possível forma de parametrização possui a seguinte configura-

ção:

CCR(ν) =

[

03×3 −mS(ν1)−mS(S(ν2)rG)

−mS(ν1)−mS(S(ν2)rG) mS(S(ν1)rG)− S(I0ν2),

]

, (3.26)

CCR(ν) =













0 0 0

0 0 0

0 0 0

−m(yGq + zGr) m(yGp+ w) m(zGp− v)

m(xGq − w) −m(zGr + xGp) m(zGq + u)

m(xGr + v) m(yGr − u) −m(xGp+ yGq)

. . .

. . .

m(yGq + zGr) −m(xGq − w) −m(xGr + v)

−m(yGp + w) m(zGr + xGp) −m(yGr − u)

−m(zGp− v) −m(zGq + u) m(xGp + yGq)

0 −Iyzq − Ixzp + Izr Iyzr + Ixyp− Iyq

Iyzq + Ixzp− Izr 0 −Ixzr − Ixyq + Ixp

−Iyzr − Ixyp+ Iyq Ixzr + Ixyq − Ixp 0













, (3.27)

com a qual, a matrizCCR(ν) resulta em uma matriz antissimétrica, ou seja,CCR(ν) = −CCR(ν)
T .

Usando a propriedade do produto cruzadoS(ν1)ν2 = −S(ν2)ν1 consegue-se uma pa-

rametrização deCCR(ν) independente deν1, ou seja, elimina-se a dependência da velocidade

linear. Esta nova parametrização é útil quando as correntezas oceânicas são colocadas nas equa-

ções de movimento (Fossen, 2012).

CCR(ν) =

[

mS(ν2) −mS(ν2)S(rG)

mS(rG)S(ν2) S(I0ν2)

]

. (3.28)

3.3.2 Esforços Hidrodinâmicos

Os esforços hidrodinâmicos decorrem do movimento relativodo veículo em relação a

água (sem a presença de ondas). As forças hidrodinâmicas ao qual o veículo esta sujeito
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resumem-se em (Clayton & Bishop, 1982):

i. esforços de massa adicionada;

ii. arrasto hidrodinâmico;

iii. esforços de sustentação.

No início do movimento de um corpo submerso, os esforços de massa adicionada corres-

ponde ao mais expressivo efeito hidrodinâmico. Quando a velocidade relativa entre o corpo e

o fluido são relativamente pequenas, os fenômenos viscosos são desprezíveis. Ao passo que a

velocidade relativa entre o veiculo e o fluido se elevam, os esforços hidrodinâmicos se devem

cada vez mais aos efeitos viscosos (Newman, 1977).

Massa Adicionada

Os esforços de massa adicionada estão relacionados com o deslocamento forçado do

fluido que envolve o veículo, quando este é acelerado. Isto acontece porque o fluido que ro-

deia o corpo é acelerado junto com ele. Assim, o fluido reage nocorpo com uma força de

mesma intensidade, porém, com sentido contrário à força queproduziu o movimento do veí-

culo. Esta força de reação é chamada de massa adicionada (Siciliano & Khatib, 2008). As

forças e momentos correspondentes a massa adicionada são expressas pela seguinte equação

(Fossen, 1994):

MAν̇ +CA(ν)ν = −τA, (3.29)

ondeMA = MT
A > 0 ∈ R

6×6 é a matriz de inércia de massa adicionada,CA(ν) =

−CT
A(ν) ∈ R

6×6 é a matriz de Coriolis e centrípeta de massa adicionada eτA é a resultante de

esforços, devido a massa adicionada.

A matrizMA é definida em (Fossen, 1991) como:

MA =

[

A11 A12

A21 A22

]

, −













Xu̇ Xv̇ Xẇ Xṗ Xq̇ Xṙ

Yu̇ Yv̇ Yẇ Yṗ Yq̇ Yṙ

Zu̇ Zv̇ Zẇ Zṗ Zq̇ Zṙ

Ku̇ Kv̇ Kẇ Kṗ Kq̇ Kṙ

Mu̇ Mv̇ Mẇ Mṗ Mq̇ Mṙ

Nu̇ Nv̇ Nẇ Nṗ Nq̇ Nṙ













, (3.30)

sendo as submatrizes deMA dadas por:
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A11 =






Xu̇ Xv̇ Xẇ

Yu̇ Yv̇ Yẇ

Zu̇ Zv̇ Zẇ




 , A12 =






Xṗ Xq̇ Xṙ

Yṗ Yq̇ Yṙ

Zṗ Zq̇ Zṙ




 ,

A21 =






Ku̇ Kv̇ Kẇ

Mu̇ Mv̇ Mẇ

Nu̇ Nv̇ Nẇ




 eA22 =






Kṗ Kq̇ Kṙ

Mṗ Mq̇ Mṙ

Nṗ Nq̇ Nṙ




 .

Cada elemento da matrizMA representa a massa adicional no mesmo ou noutro eixo.

Por exemplo, tem-se que a força hidrodinâmica devido a massaadicionadaYA ao longo deY0

devido a aceleraçãȯu na direção deX0 é escrita comoYA = Yu̇u̇ ondeYu̇ , ∂Y
∂u̇

.

Dependendo do formato físico do veículo subaquático, a matriz MA pode ser simplifi-

cada, desprezando termos menos significativos. Desta forma, para um corpo com simetria nos

três planos tem-se a seguinte matriz de massa adicional,

MA , −













Xu̇ 0 0 0 0 0

0 Yv̇ 0 0 0 0

0 0 Zẇ 0 0 0

0 0 0 Kṗ 0 0

0 0 0 0 Mq̇ 0

0 0 0 0 0 Nṙ













. (3.31)

Geralmente os coeficientes de massa adicionada que estão fora da diagonal principal possuem

valores menos significativos, não sendo considerados na maioria dos trabalhos.

Para um corpo rígido movendo-se em um fluido ideal a matriz de forças centrípetas e de

Coriolis pode sempre ser parametrizada de forma a ser antissimétrica,CA(ν) = −CT
A(ν). Esta

propriedade, como será visto posteriormente, é útil no projeto do controle de movimento de

veículos subaquáticos. Então,

CA(ν) =

[

03×3 −S (A11ν1 +A12ν2)

−S (A11ν1 +A12ν2) −S (A21ν1 +A22ν2)

]

. (3.32)



36

Assim, para um veículos com três planos de simetria,

CA(ν) =













0 0 0 0 −Zẇw Yv̇v

0 0 0 Zẇw 0 −Xu̇u

0 0 0 −Yv̇v Xu̇u 0

0 −Zẇw Yv̇v 0 −Nṙr Mq̇q

Zẇw 0 −Xu̇u Nṙr 0 −Kṗp

−Yv̇v Xu̇u 0 −Mq̇q Kṗp 0













. (3.33)

Assim como a matriz de força centrípeta e de Coriolis de corporígido (CCR(ν)), a ma-

trizCA também possui termos dependentes das componentes do vetor de velocidade do veículo.

Desta forma, as forças centrípeta e de Coriolis de massa adicionada, dada pelo produtoCA(ν)ν

em (3.29), resulta em termos não lineares quadráticos e acoplados das componentes de veloci-

dade do veículo.

Arrasto Hidrodinâmico

O arrasto hidrodinâmico é uma força paralela à velocidade doveículo em relação ao

fluido. Estas forças estão relacionadas a dois fenômenos principais (Newman, 1977):

i. fricção de superfície;

ii. arrasto devido à pressão (dissipação devido a formação de vórtices).

O arrasto de fricção de superfície se deve às tensões tangenciais entre o fluido e a rugosi-

dade da superfície do corpo. A força de arrasto devida à pressão provem da diferença de tensões

(ou pressão) normais à superfície do corpo, por isso dependem diretamente da forma do corpo

(de Souza, 2003).

Assumindo que o veículo possui movimento sem acoplamento, três planos de simetria e

os termos de segunda ordem desprezados, então, os esforços de arrasto podem ser quantificados

pela seguinte equação (Fossen, 1994):

D(ν)ν = Cdlν +Cdnl|ν|ν, (3.34)

onde,Cdl é uma matriz contendo os coeficientes de arrasto linear,Cdnl é a matriz que contem

os coeficientes de arrasto não linear eD(ν) é a matriz de arrasto e sustentação. A partir de
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(3.34), conforme Fossen(1994), tem-se:

D(ν) = −













Xu +Xu|u||u| 0 0

0 Yv + Yv|v||v| 0

0 0 Zw + Zw|w||w|

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. . .

. . .

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Kp +Kp|p||p| 0 0

0 Mq +Mq|q||q| 0

0 0 Nr +Nr|r||r|













(3.35)

Na matrizD(ν) apresentada em 3.35, os dois conjuntos de parâmetros representam a

derivada das forças externas em relação a velocidade (Xu, por exemplo) e a derivada das forças

externas em relação a velocidade multiplicada pelo seu módulo (Xu|u|, por exemplo).

Forças e Momentos Restauradores

Os esforços restauradores correspondem a ação gravitacional (ou peso) e o empuxo hi-

drostático. Estes esforços atuam sempre na direção vertical do referencial inercial, e possuem

sentidos contrários (Dominguez, 1989).

Desta forma, sejam a massa do veículo,∇ é o volume do fluido deslocado pelo veículo,

g é a aceleração da gravidade, eρ é a densidade do fluido. De acordo com a notação SNAME

(1950), a força gravitacional (W ) e o empuxo hidrostático (B) são dados por:

W = mg (3.36)

B = ρg∇ (3.37)

Sendo o eixoZ do referencial inercial tomado positivo para baixo, os vetores de peso e

empuxo são expressos por:

F I
G =






0

0

W




 , F I

B = −






0

0

B




 . (3.38)
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A transformação dos vetores de peso e empuxo do referencial inercial para o referencial

do corpo é dada por:

FG(η2) = J
−1
1 (η2)






0

0

W




 , FB(η2) = −J−1

1 (η2)






0

0

B




 . (3.39)

O peso atua no centro de gravidade (CG) do veículo, e seu vetorposição érG. Semelhan-

temente, o empuxo atua no centro de empuxo (CE), cujo vetor posição érB. Assim, as forças e

momentos restauradoras são expressas no referencial do corpo por:

g(η) = −

[

FG(η) + FB(η)

rG × FG(η) + rB × FB(η)

]

. (3.40)

A partir de (3.40), têm-se

g(η) = −













(W − B)sθ

−(W − B)cθsφ

−(W − B)cθcφ

−(yGW − yBB)cθcφ+ (zGW − zBB)cθsφ

−(zGW − zBB)sθ + (xGW − xBB)cθcφ

−(xGW − xBB)cθsφ− (yGW − yBB)sθ













. (3.41)

Normalmente, veículos subaquáticos são projetados para que o centro de gravidade (CG)

fique um pouco abaixo do centro de empuxo (CB), desta forma, osmomentos produzidos pelo

peso e pelo empuxo atuam tentando trazer para zero os ângulosderoll (φ) epitch (θ) (Tavares,

2003). A Figura 3.2 ilustra este efeito.

B

W

B

W

Ação RestauradoraAção Restauradora

Figura 3.2: Ação dos esforços restauradores.
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3.4 Equações do Movimento

Nesta seção serão discutidas de forma resumida as diferentes representações e proprieda-

des das equações de movimento de veículos submarinos. Estaspropriedades são úteis para o

projeto da lei de controle, que será abordada posteriormente.

3.4.1 Representação no Referencial do Corpo

As equações do movimento do veículo submarino, expressas noreferencial do corpo, na

forma vetorial, são dadas por:

Mν̇ +C(ν)ν +D(ν)ν + g(η) = τ , (3.42)

η̇ = J(η)ν, (3.43)

ondeM = MCR +MA ∈ R
6×6 é a matriz de inércia incluindo massa adicionada,C(ν) =

CCR(ν)+CA(ν) ∈ R
6×6 é a matriz de Coriolis e forças centrípetas,D(ν) ∈ R

6×6 é a matriz

de arrasto hidrodinâmico eg(η) ∈ R
6 é o vetor de forças gravitacionais e de restauração.

3.4.2 Representação no Referencial Inercial

A representação das equações do movimento no referencial inercial é obtida aplicando as

seguintes transformações (assumindoJ(η) não-singular):

η̇ = J(η)ν ⇐⇒ ν = J−1(η)η̇, (3.44)

η̈ = J(η)ν̇ + J̇(η)ν ⇐⇒ ν̇ = J−1(η)
[

η̈ − J̇(η)J−1(η)η̇
]

, (3.45)

para eliminarν e ν̇ da equação 3.42.

3.4.3 Propriedades das Equações do Movimento

Fossen (1994) destaca as seguintes propriedades na representação vetorial no referencial

do copo:

Propriedade 3.1. Para um corpo rígido a matriz de inércia é positiva definida (seMA > 0) e

simétrica, ou seja,M =MT > 0.
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Propriedade 3.2. Para um corpo rígido movendo-se em um fluido ideal, a matriz deCoriolis

e de forças centrípetas pode ser sempre parametrizada tal que seja antissimétrica, ou seja,

C(ν) = −CT (ν) ∀ ν ∈ R
6.

Propriedade 3.3. Para um corpo rígido movendo-se em um fluido ideal a matriz de arrasto

hidrodinâmico será real e positiva definida (D(ν) > 0).

Estas propriedades serão úteis na formulação da técnica de controle apresentada no pró-

ximo capítulo.

3.5 Distúrbios Ambientais

Neste trabalho os distúrbios ambientais são modelados comocorrentezas marinhas. Estas

são decorrentes da circulação de água produzidas pela ação da gravidade, vento ou diferença de

densidade em partes diferentes do oceano ((Fossen, 2012)).

As forças que agem sobre o veículo, decorrentes da ação da correnteza, podem ser in-

cluídas no modelo substituindo o vetor de velocidades no referencial do corpo por um vetor de

velocidades relativas:

νr = ν − νc, (3.46)

ondeνc é a velocidade da correnteza expressa no referencial do corpo.

Define-se a velocidade da correnteza como constante e irrotacional no referencial inercial

(Fossen, 2012):

η̇c =
[

ẋc ẏc żc 0 0 0
]T

. (3.47)

O modelo dinâmico do veículo, considerando a correnteza é dado por

Mν̇r +C(νr)νr +D(νr)νr + g(η) = τ (3.48)

η̇ = J(η)νr + η̇c. (3.49)
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3.6 Esforços de Propulsão

A modelagem do sistema propulsor é importante para a determinação dos empuxos gera-

dos pela combinação vetorial dos mesmos. Desta forma é possível estabelecer um mapeamento

entre os esforços de controle e dos atuadores do veículo (Goulart, 2007). Tais esforços podem

ser modelados como

τp = Bu, (3.50)

ondeu ∈ R
p é o vetor de controle, sendop o número de propulsores eB ∈ R

6×p é uma

matriz cujos elementos são distribuídos em função da localização de cada propulsor no veículo.

A força de propulsão dos veículos subaquáticos é efetuada por hélices que por sua vez,

são acionadas por motores (na sua maioria elétricos e de corrente contínua) (Gomes, 2002).

Assim, a modelagem dinâmica do propulsor pode ser dividida em duas partes: uma referente

a hidrodinâmica, fruto da interação entre os hélices e o fluido; e uma segunda parte, referente

a modelagem dinâmica dos atuadores. Neste trabalho são considerados motores de corrente

contínua. Na sequência são apresentados a modelagem dos atuadores e também o mapeamento

de seus esforços no veículo subaquático.

3.6.1 Modelagem do Hélice

Existem hélices de ângulo fixo e variável. A instalação destes pode ser feita de forma

isolada ou no interior de dutos. Neste trabalho é considerado hélices de ângulo fixo e instaladas

no interior de dutos, tal como mostra a figura 3.3.

Um hélice é responsável pela geração de duas forças. Uma delas é a força de propulsão

(T ), ou empuxo . A segunda é o torque (Q), que o motor deve aplicar com a finalidade de rodar

o hélice. Assim, o empuxo e o torque produzidos por cada propulsor pode ser aproximados

pelas seguintes equações (Dominguez, 1989).

T = CT (σ)
ρ

8

[
v2w + (0, 7πnD)2

]
πD2, (3.51)

Q = CQ(σ)
ρ

8

[
v2w + (0, 7πnD)2

]
πD3. (3.52)

Nestas equações,σ é definido por:

σ = arctan

(
vw

0, 7πnD

)

(3.53)



42

T

Q
vw

vw

n

Duto do Propulsor

Figura 3.3: Sistema de Propulsão.

onde:

vw . . . velocidade com que a água se dirige para o hélice;

D . . . diâmetro do hélice;

n . . . velocidade de rotação do hélice [rps];

σ . . . ângulo de avanço;

ρ . . . densidade do fluido;

CT (σ) . . . coeficiente de empuxo em função deσ;

CQ(σ) . . . coeficiente de torque em função deσ.

Os coeficientesCT (σ) eCQ(σ) podem ser obtidos a partir de consultas às curvas caracte-

rísticas do propulsor (Dominguez, 1989).

Considerando que a velocidade de entrada da água (vw) é igual à componente de velo-

cidade relativa do veículo, e tomandoσ = 0◦, as equações (3.51) e (3.52) podem ser escritas

como:

T = T|n|n|n|n, (3.54)

Q = Q|n|n|n|n, (3.55)
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onde:T|n|n = CT (0
◦)ρ(0.7)2π3D4(1/8) eQ|n|n = CQ(0

◦)ρ(0.7)2π3D5(1/8), são coeficientes

de empuxo e torque, respectivamente.

3.6.2 Dinâmica do Motor CC

Neste trabalho é considerado que os hélices são acionados por motores de corrente contí-

nua. A dinâmica deste atuador é descrita por:

La

dia
dt

= −Raia − 2πKmn+ va (3.56)

2πJp
dn

dt
= Tm −Q (3.57)

onde:

ia . . . corrente de armadura;

va . . . tensão aplicada (excitação);

Ra . . . resistência de armadura;

Km . . . constante eletromagnética do motor;

Jp . . . soma dos momentos de inércia do motor e do hélice;

Tm . . . torque do motor;

Q . . . torque resistente (hélice, equação (3.52)).

Em geral, para motores de imã permanente, o torque (Tm) é aproximadamente proporcio-

nal à corrente de armadura, desta forma o torque pode ser representado como:

Tm = Kmia (3.58)

3.6.3 Formulação da Matriz de Propulsão

A contribuição dada por cada propulsor ao movimento do veículo subaquático depende

da posição e orientação do mesmo. Estas informações estão contidas na matriz de propulsão

(B), e o método para sua determinação é descrito a seguir.
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A contribuição de força (τF ∈ R
3) e momentos (τM ∈ R

3) dos propulsores pode ser

descrita por (Hsu et al., 2000):

τp =

[

τF

τM

]

, (3.59)

τF =

p
∑

i=1

FpiT|ni|ni
ui, (3.60)

τM =

p
∑

i=1

[
FpiQ|ni|ni

ui +Rpi ×
(
FpiT|ni|ni

ui
)]
, (3.61)

onde:

Fpi . . . contribuição de força de cada propulso em(X0Y0Z0);

p . . . número de propulsores;

T|ni|ni
. . . é o coeficiente de empuxo;

Rpi . . . vetor de posição do centro de empuxo de cada propulsor em(X0Y0Z0);

Q|ni|ni
. . . coeficiente de torque;

ui . . . sinal de controle definido comoui = |ni|ni.

As equações 3.60 e 3.61 podem ser reescritas na forma matricial

τF = BFu, (3.62)

τM = BMu (3.63)

ondeBF =
[
BF1

BF2
. . . BFp

]
∈ R

3×p eBM =
[
BM1

BM2
. . . BMp

]
∈ R

3×p são dadas

por:

BFi
= FpiT|ni|ni

, i = 1 . . . p, (3.64)

BMi
=

[
FpiQ|ni|ni

+Rpi ×
(
FpiT|ni|ni

)]
, i = 1 . . . p. (3.65)
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Por fim, a matriz de propulsão pode ser expressa por:

B =

[

BF

BM

]

(3.66)

Desta forma, o sinal de controleu pode ser determinado fazendou = B−1τ . Fossen

(1994) utiliza uma configuração ótima para a distribuição dos esforços de cada propulsor,u =

B∗τ , ondeB∗ é dada por:

B∗ =W−1BT (BW−1BT )−1, (3.67)

ondeW é uma matriz de pesos que redistribui os esforços de controle. Nota-se que seW

é igual a identidade, ou seja,W = I, a equação 3.67 se torna a expressão conhecida como

pseudo inversa de Moore-Penrose.

Conhecendo as componentes do vetor de controle, obtêm-se a velocidade do hélice de

cada propulsor (Fossen, 1991):

ni = sign(ui)
√

|ui|. (3.68)

3.7 Conclusão

Neste capítulo foram abordadas a modelagem cinemática e dinâmica para os 6 GL de

veículos subaquáticos. Um modelo dinâmico para os atuadores e também um forma de inclu-

são dos distúrbios ambientais na forma de correnteza oceânica foram apresentados. Ainda, as

principais propriedades referentes à formulação matricial das equações dinâmicas foram sali-

entadas, sendo estas úteis para a formulação da estratégia de controle, que será aportada no

próximo capítulo.
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Capítulo 4

Controle de Posicionamento

Como já fora mencionado, a dinâmica dos veículos subaquáticos é muito rica, contendo

muitas não linearidades. Além dos aspectos dinâmicos, estes também operam em ambientes

hostis, sendo expostos a efeitos hidrodinâmicos que podem comprometer o seu desempenho na

execução de alguma missão.

Entre os principais efeitos hidrodinâmicos que agem em um corpo rígido submerso, as

correntezas oceânicas e as forças de restauração têm maior atenção, pois são responsáveis pelos

erros de regime permanente de posição e orientação. A correnteza é modelada como um dis-

túrbio externo, constante com relação ao referencial da terra. Logo, controladores sintetizados

neste referencial geralmente conseguem minimizar, ou até eliminar seus efeitos. Já os esforços

restauradores possuem componentes de forças constantes com relação ao referencial inercial

(forças de restauração lineares) e esforços constantes comrelação ao referencial do corpo (mo-

mentos restauradores) (Antonelli, 2006). Desta forma, dependendo do sensoriamento disponí-

vel e do efeito hidrodinâmico que se deseja compensar, a influência do referencial escolhido

para projeto da lei de controle deve ser levada em consideração.

Baseado nas equações não lineares do movimento, controladores globalmente estáveis

podem ser derivados. Duas representações podem ser utilizadas. A primeira, utilizando uma

formulação no referencial do corpo, sendo esta normalmenteutilizada no controle linear e an-

gular de velocidade. A segunda, utilizando representação no referencial inercial, que tem por

objetivo o controle de posição e orientação. Para esta última formulação, são necessários para

a síntese ambas as equações de movimento e de cinemática (Fossen, 1991).

Muitos controladores foram propostos na bibliografia com o intuito de compensar os efei-

tos hidrodinâmicos dos veículos subaquáticos, bem como as incertezas relacionadas a suas

equações dinâmicas. Ao se tratar de incertezas, o controle adaptativo e controle por modos

deslizantes são as principais estratégias utilizadas (Slotine, 1984).

O controle por modos deslizantes, consiste em uma estratégia composta por uma parte

de compensação direta da dinâmica do sistema e uma segunda parte composta por um termo

de chaveamento, que comuta sob uma dada lei. Yoerger et al. (1985) propuseram um controle
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por modos deslizantes SISO (do inglês,Single Input - Single Output) e resultados numéricos

para o rastreamento de trajetória de um veículo subaquáticoforam mostrados. Fossen (1991)

apresenta um controle por modos deslizantes MIMO (do inglês, Multi Input - Multi Output),

este foi sintetizado no referencial inercial utilizando uma função de Lyapunov para sua sín-

tese. Considerando operações com manobras fortemente acopladas Healey & Lienard (1993)

propuseram um controle por modos deslizantes baseado nos erros das variáveis de estado. Re-

centemente, (Salgado-Jimenez & Jouvencel, 2003; Rhif, 2012) utilizaram os modos deslizantes

de alta ordem para controle de posicionamento de AUVs do tipotorpedo.

Neste capitulo é apresentado o projeto de lei de controle pormodos deslizantes. O pro-

jeto baseia-se no método de Lyapunov apresentado em (Fossen, 1991). A lei de controle é

sintetizada no referencial inercial, com o intuito de controlar a posicionamento do veículo e

também compensar algumas perturbações. A diferença do controlador proposto com relação

ao apresentado em (Fossen, 1991) esta na escolha da superfície de deslizamento, que possui

uma parcela integral (para compensar erros de regime permanente) e uma parcela que elimina a

fase de alcance do controlador. Assim, o deslizamento acontece mesmo existindo erros iniciais

de rastreamento da referência (η(0) 6= ηd(0)). Por não ter a fase de alcance, a lei de controle

proposta foi chamada de Controle por Modos Deslizantes Global (CMDG). Para análise de es-

tabilidade leva-se em conta características do modelo matemático, como o fato da matriz de

inércia ser positiva definida e constante (M = MT > 0, Ṁ = 0), a matriz de forças centrí-

petas e de Coriolis ser antissimétrica (C(ν) = −CT (ν)) e de que a matriz de amortecimento

hidrodinâmico ser estritamente positiva (D(ν) > 0). No capítulo seguinte é apresentada uma

série de simulações que demonstram a performance do controlador proposto.

4.1 Definição do Problema

Uma vez conhecidas as equações do modelo do veículo, o objetivo seguinte consiste em

obter as forças a serem aplicadas a este de forma a fazê-lo seguir uma determinada referência.

Se fosse possível dispor do modelo dinâmico perfeito, este problema seria relativamente fácil

de se resolver. Na prática, é preciso projetar uma lei de controle que compense as incertezas do

modelo, deve-se ainda assegurar que a resposta do sistema convirja para referência na presença

de diversas perturbações.

O objetivo de controle, consiste em fazer com que um veículo subaquático siga determi-

nada referência (ηd(t) e η̇d(t)) respeitando restrições de posição e velocidade. O movimento

desejado refere-se a um posicionamento dinâmico. Procura-se então sintetizar uma lei de con-

trole que satisfaça os requerimentos de velocidade e atitude do veículo estabelecidos por um

sistema de guiagem (Lyshevski, 2001), que tradicionalmente é projetado separado do bloco

de controle (Fryxell et al., 1996), sendo esta estratégia robusta às incertezas paramétricas do

modelo e as pertubações externas. A figura 4.1 ilustra o objetivo de controle.
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η̃ = η − ηd

Figura 4.1: Objetivo de Controle

A utilização do modelo 3.48 implicaria em uma lei de controlecontendoνr, e conse-

quentemente, a implementação desta necessitaria da mensuração deνc. Afim de contornar a

necessidade de se medir a correnteza, uma abordagem diferente, consiste em considerar os efei-

tos dos distúrbios externos como forças constantes agindo no referencial do corpo. Desta forma,

para o projeto da lei de controle, considera-se

Mν̇ +C(ν)ν +D(ν)ν + g(η) = τ , (4.1)

η̇ = J(η)ν (4.2)

ondeτ = τp + τE ∈ R
6 é o vetor de forças e momentos que agem sobre o veículo, sendo

τp = Bu os esforços dos propulsores eτE perturbações agindo sobre o veículo no referencial

do corpo.

4.2 Controle por Modos Deslizantes Global (CMDG)

Seja a função de rastreamento mensurávels(η̃, t) ∈ R
6 (comumente chamada de super-

fície de deslizamento), definida no referencial inercial por

s(η̃, t) = ˙̃η(t) + 2λη̃(t) + λ2

t∫

0

η̃(r) dr− γ(0), (4.3)



50

ondeη̃(t) = η(t) − ηd(t) ∈ R
6 é o erro de rastreamento,ηd(t) ∈ R

6 é a posição desejada,

λ > 0 ∈ R
6×6 é uma matriz diagonal eγ(0) ∈ R

6 é uma constante que força as trajetórias

de estado do sistema iniciarem sobre a superfície de deslizamento (s(η̃(0), 0) = 0), e deve ser

escolhida como:

γ(0) = ˙̃η(0) + 2λη̃(0). (4.4)

Por simplicidade, reescreve-se a superfície de deslizamento em termos de um vetor de referência

virtual ηv(t) (Fossen, 1994),

s(η̃, t) = η̇(t)− η̇v(t), (4.5)

onde

η̇v(t) = η̇d(t)− 2λη̃(t)− λ2

t∫

0

η̃(r) dr + γ(0). (4.6)

Com o intuito de facilitar a notação, a partir deste ponte omitirá-se a dependência das

equações com relação at e demais variáveis. O vetor de referência virtual satisfaz aseguinte

transformação

η̇v = J(η)νv, (4.7)

de onde obtém-se

νv = J(η)
−1η̇v, (4.8)

ν̇v = J(η)
−1

[

η̈v − J̇(η)J(η)
−1η̇v

]

. (4.9)

Afim de se projetar a lei de controle diretamente no referencial do veículo subaquático, a

seguinte mudança de coordenada se faz necessária

sc = ν − νv, (4.10)

ondesc é a superfície de deslizamento expressa no referencial do corpo.

Propõe-se a seguinte estrutura para a lei de controle

τp = τc −Ksign(sc), (4.11)
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ondeτc ∈ R
6 é o controle contínuo, que tem por finalidade mudar a dinâmicado sistema,

Ksign(sc) ∈ R
6 é o controle descontínuo, que tem por efeito conferir robustez com relação às

incertezas paramétricas e perturbações externas, sendoK > 0 ∈ R
6×6 é uma matriz diagonal.

Com o intuito de encontrar uma lei de controle contínua (τc) que imponha rastreamento

da trajetória em condições de idealidades, ou seja, considerando um conhecimento perfeito da

dinâmica do veículo e a não existência de perturbações, define-se a seguinte função candidata

de Lyapunov

V (sc, t) =
1

2
sTcMsc, (4.12)

ondeM = MT > 0 ∈ R
6×6. DiferenciandoV com respeito as trajetórias de estado do

sistema e somando e subtraindosTc Csc, chega-se

V̇ = sTcMṡc +
1

2
sTc Ṁsc − s

T
c Csc + s

T
c Csc. (4.13)

Aplicando-se a propriedade da matriz antissimétricasTc (Ṁ − 2C)sc
Ṁ=0
= − sTc 2Csc =

0 ∀ sc ∈ R
6, a expressão dėV resulta

V̇ = sTcMṡν + s
T
c Csc

= sTcM(ν̇ − ν̇v) + s
T
c C(ν − νv).

(4.14)

Substituindo a equação do modelo não linear do veículo subaquático (4.1) em (4.14), e somando

e subtraindosTcDsc , chega-se

V̇ = sTcM(M−1(−(C +D)ν − g + τ )− ν̇v) + s
T
c C(ν − νv)

= sTc (−Mν̇v −Cνv −Dν − g + τ ) + sTcDsc − s
T
cDsc

= sTc (−Mν̇v −Cνv −Dνv − g + τ )− s
T
cDsc.

(4.15)

Como comentado anteriormente, sob suposição de idealidades, a escolha deτ = τc, tal

que,V̇ ≤ 0 pode ser,

τc =Mν̇v +Cνv +Dνv + g −KDsc, (4.16)

entretanto, como os parâmetros do modelo do veículo não são bem conhecidos, tem-se

τc = M̂ν̇v + Ĉνv + D̂νv + ĝ −KDsc (4.17)
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ondeKD > 0 ∈ R
6×6 é uma matriz diagonal de ganhos,M̂ , Ĉ, D̂ e ĝ estimativas dos termos

M , C, D e g respectivamente. Desta forma, a lei de controle proposta pela equação 4.11

resulta em

τp = M̂ν̇v + Ĉνv + D̂νv + ĝ
︸ ︷︷ ︸

Compensao Direta

−KDsc
︸ ︷︷ ︸

Ajuste fino PID
︸ ︷︷ ︸

τc

−Ksign(sc)
︸ ︷︷ ︸

Robustez

, (4.18)

4.2.1 Estabilidade

A estabilidade é conseguida ao se garantir a convergência dos estados para a superfície de

deslizamento. Assim, seja novamente escolhida a função candidata de Lyapunov

V =
1

2
sTcMsc, (4.19)

seguindo os mesmos passos descritos anteriormente, chega-se

V̇ = sTc (−Mν̇v −Cνv −Dνv − g + τ )− s
T
cDsc. (4.20)

Sendoτ = τp + τE e substituindo (4.18) em (4.20),

V̇ = −sTcDsc+s
T
c [(M̂−M)ν̇v+(Ĉ−C)νv+(D̂−D)νv+(ĝ−g)+τE−KDsc−Ksign(sc)].

(4.21)

Tem-se quesTcKsign(sc) = |sc|
Tk1, sendok ∈ R

6 um vetor coluna cujos elementos são

formados pelos elementos da diagonal principal deK, ou seja,ki = Kii, i = 1..6. A seguinte

hipótese a respeito das perturbações é feita.

Hipótese 4.1.A perturbaçãoτE não é conhecida, porém assume-se ser limitada superiormente,

|τE| ≤ TEMAX
∈ R

6. (4.22)

Considerando a hipótese 4.1, tem-se

V̇ = −sTc (KD +D)sc + s
T
c [M̃ν̇v + C̃νv + D̃νv + g̃ + TEMAX

]− |sc|
Tk, (4.23)

ondeM̃ = M̂ −M , C̃ = Ĉ − C, D̃ = D̂ −D e g̃ = ĝ − g. Logo o ganhok pode ser

1Neste capítulo| · | representa o valor absoluto de cada elemento do vetor, por exemplo, |sc| =
[|s1| |sc2 | |sc3 | |sc4 | |sc5 | |sc6 |]

T .
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escolhido como

k ≥ |M̃ν̇v + C̃νv + D̃νv + g̃ + TEMAX
|+ µ, µ > 0 ∈ R

6, (4.24)

tendo desta forma,

V̇ ≤ −sTc (D +KD)sc − |sc|
Tµ ≤ 0. (4.25)

Nota-se quėV ≤ 0 implica queV (t) ≤ V (0), logosc é limitado. O que implica quëV é

limitado. EntãoV̇ deve ser uniformemente contínua. Aplicando o lema de Barbalat mostra-se

quesc → 0 e entãõη → 0 comt → ∞. A escolha do ganhok feita desta forma assegura que,

dentro de limites físicos do sistema, a superfície de deslizamento é atratora.

Chattering

Como mencionado anteriormente ochatteringé um problema que está relacionado dire-

tamente com o chaveamento de alta frequência do sinal de controle, sendo este um tormento na

implementação prática desta estratégia. Com a finalidade desuavizar ou até mesmo eliminar

este problema substitui-se a função sinal da equação 4.18 pela função saturação. Tem-se assim

τp = M̂ν̇v + Ĉνv + D̂νv + ĝ −Ksat
(sc

Φ

)

, (4.26)

ondeΦ > 0 ∈ R é um escalar que representa a espessura da camada limite.

Para esta nova lei, a estabilidade é facilmente comprovada na região fora da camada limite,

enquanto no interior desta o sinal deV̇ é indeterminado. Porém, isto não significa um problema

prático, desde que a espessura da camada seja pequena o suficiente (Antonelli, 2006).

4.3 Conclusão

Neste capítulo foram apresentados aspectos que devem ser levados em consideração na

elaboração da lei de controle, como por exemplo o referencial que esta é projetada. O pro-

jeto da lei de controle por modos deslizantes com superfíciede deslisamento modificada foi

apresentado, sendo provada a estabilidade do seguimento detrajetória para o sistema em malha

fechada. No capítulo seguinte são realizadas simulações que mostram o bom desempenho da

lei de controle proposta e os efeitos da modificação realizada.



54



Capítulo 5

Resultados de Simulações

Simuladores são ferramentas poderosas para testes de dinâmica, algorítimos de controle,

planejamento de missões e teste de comportamento dos sistemas nas mais variadas condições

(Conte & Serrani, 1996). As simulações apresentadas neste capítulo foram realizadas em um

simulador implementado em MATLABR©.

O modelo do veículo subaquático autônomo intitulado como BA-1 é apresentado. Simu-

lações em malha aberta são realizadas para compreender o comportamento dinâmico do veículo,

bem como, a influência da disposição dos propulsores no movimento deste. Na sequência são

apresentadas simulações que mostram o desempenho da lei de controle para diferentes situa-

ções.

As trajetórias de referência foram elaboradas utilizando um polinômio de5a ordem (para

mais detalhes ver apêndice B), que fornece posição, velocidade e aceleração. Nas simula-

ções analisa-se o desempenho da lei de controle proposta (CMDG) sob pequenas perturbações,

comparando os resultados com outras duas estratégias, controle por realimentação linearizante

(CRL) e modos deslizantes convencional (CMD)1.

5.1 Veículo Subaquático BA-1

O BA-1, figura 5.1, é um AUV bio interativo, construído pelaTokyo University of Ma-

rine Science and Technology(TUMSAT) e Mitsui Engineering & Shipbuilding Co, Ltda. Este

veículo subaquático é utilizado para estudos da biodiversidade em ambientes marinhos. A fi-

gura 5.1, mostra, de forma simplificada, a disposição dos propulsores e também o movimento

produzido por estes. A tabela 5.1 mostra os parâmetros utilizados para simulação do veículo,

disponibilizados em (Choi & Kondo, 2010), salvo os parâmetros dos atuadores, utilizados os

mesmos que em (Tavares, 2003).

A partir da equação 3.66 e da figura 5.1, considerando que todos os propulsores são iguais,

1Neste contexto, é tratado de modos deslizantes convencional a lei de controle elaborada com a superfície não
modificada.
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Figura 5.1: Disposição dos propulsores e movimentos relativos a cada par de propulsor.

e que os torques (Q) gerados pelos propulsores podem ser desprezados, chega-se a seguinte

matriz de propulsão

B =













T|n|n T|n|n 0 0 0 0

0 0 T|n|n T|n|n 0 0

0 0 0 0 T|n|n T|n|n

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −c · T|n|n c · T|n|n

−a · T|n|n a · T|n|n b · T|n|n −b · T|n|n 0 0













. (5.1)
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Tabela 5.1: Parâmetro de simulação do AUV BA-1.

Parâmetros Descrição
m = 390 Massa [kg]
W = 3822 Peso [N ]

xG = 0, yG = 0 e zG = 0.15 Centro de Gravidade [m]
Ix = 26.34, Iy = 305.37 e Iz = 305.67 Momentos de Inércia [kgm2]

Ixy = 0, Ixz = 0, Iyx = 0, Produtos de Inércia
Iyz = 0, Izx = 0 e Izy = 0 [kgm4]

Xu̇ = −49.12, Yv̇ = −311.52, Zẇ = −311.52, Coeficientes de Massa Adicional
Kṗ = 0,Mq̇ = −87.63 eNṙ = −87.63 [kg] e [kgm2]

ρ = 1000 Massa específica da água [kg/m3]
Xu = −20, Yv = −200, Zw = −200, Coeficiente de Arrasto Linear
Kp = −10,Mq = −300 eNr = −300 [kg/s] e [kgm2/s]

X|u|u = −30, Y|v|v = −300, Z|w|w = −300, Coeficiente de Arrasto não Linear
K|p|p = −10,M|q|q = −300 eN|r|r = −200 [kg/m] e [kgm2]

B = W Empuxo [N ]
xB = 0, yB = 0 e zB = −0.15 Centro de Empuxo

[m]
T|n|n = 0.42 Coeficiente de Empuxo do Propulsor

[N/rps2]
Q|n|n = 0.0093 Coeficiente de Torque do Propulsor

[Nm/rps2]
Rp1 = [0 0.47 0]T

Rp2 = [0 − 0.47 0]T

Rp3 = [0.8 0 0]T Centro de Empuxo de cada Propulsor
Rp4 = [−0.8 0 0]T [m]
Rp3 = [0.63 0 0]T

Rp3 = [−0.63 0 0]T

Fp1 = [1 0 0]T

Fp2 = [1 0 0]T

Fp3 = [0 1 0]T Contribuição de Força do Propulsor
Fp4 = [0 1 0]T

Fp5 = [0 0 1]T

Fp6 = [0 0 1]T

Km = 0.362 Constante de Torque do Motor DC
[Nm/A]

Jp = 0.1 Momentos de Inércia do Propulsor
[kgm2]

Ra = 0.072 Resistência de Armadura
[Ω]

Va = 24 Tensão Nominal do Motor
[V ]
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5.2 Simulação em Malha Aberta

São apresentadas nesta seção simulações em malha aberta do AUV referido anterior-

mente. Estas simulações são elaboradas com o intuito de conhecer melhor o comportamento

dinâmico da embarcação, bem como os possíveis movimentos realizados por esta quando um

determinado par de propulsores é acionado. A figura 5.2 representa o diagrama de blocos da

simulação.

B
Entrada [V] |ni|ni τ ν̇, ν, η

Dinâmica do propulsorMatriz de propulsão Dinâmica/Cinemática
do

veículo subaquático

Figura 5.2: Diagrama de blocos da simulação em malha aberta.

O veículo proposto para estudo possui 6 propulsores, sendo os propulsoresP1 eP2 res-

ponsáveis pelo movimento de translação emX0 e rotação emZ0. Os propulsoresP3 eP4 são

responsáveis pelo movimento de translação emY0 e rotação emZ0. Por fim, os propulsoresP5

eP6 responsáveis pelo movimento de translação emZ0 e rotação emY0. O veículo não possui

atuadores para o controle do ângulo de rolagem(φ), ficando este sob influência das forças res-

tauradoras. Serão mostradas na sequência simulações que ilustram o movimento de translação

do veículo emX0, Y0 eZ0.

5.2.1 Movimento de translação em X0

Os propulsoresP1 e P2 são acionados com24V durante60s, desligados durante70s e

religados com tensão de−24V durante60s. As figuras 5.3 e 5.4 mostram os resultados obtidos.

Com a aplicação dos degraus positivos de tensão o veículo sofre deslocamento na direção

positiva do eixoX0. Nota-se o surgimento de rotações com relação ao eixoY0 (ângulo de

arfagem,θ), porém a orientação do veículo em relação a este eixo é rapidamente restabelecida

pela ação restauradora (visto que os centros de massa e de empuxo estão afastados por uma

distância de30cm). O surgimento do momento emY0 provoca também um deslocamento

positivo na direção deZ0 (submersão), e como foram consideradas que o empuxo e o peso são

iguais, este permanece em tal profundidade, depois do restabelecimento deθ.
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Figura 5.3: Movimento de translação e rotação.
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Figura 5.4: Velocidade de translação e rotação.

5.2.2 Movimento de translação em Y0

Os propulsoresP3 e P4 são acionados com24V durante60s, desligados durante70s e

religados com tensão de−24V durante60s. As figuras 5.5 e 5.6 mostram os resultados obtidos.

Nota-se um comportamento adequado do veículo, a aplicação de degraus de tensão posi-

tivos provocam deslocamento na direção positiva do eixoY0, devido aos degraus momentos no

eixoX0 são fornecidos ao veículo, e assim como os deslocamentos angulares surgidos para a

simulação anterior, este se restabelece devido à ação restauradora. O surgimento do momento

emX0 provoca também um deslocamento positivo na direção deZ0 (submersão). O veículo

apresenta uma inércia muito superior no movimento emY0 do que emX0, o que se deve ao seu

formato.
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Figura 5.5: Movimento de translação e rotação.
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Figura 5.6: Velocidade de translação e rotação.

5.2.3 Movimento de translação em Z0

Os propulsoresP5 eP6 são acionados com24V durante60[s], desligados durante70s e

religados com tensão de−24V durante60s. As figuras 5.7 e 5.8 mostram os resultados obtidos.

A aplicação de degraus de tensão positivos provocam deslocamento na direção positiva do

eixoZ0 (submersão). O veículo apresenta grande inércia com relação a este grau de liberdade,

comportamento similar ao apresentado no movimento de translação emY0. Por serem aplicados

os mesmos níveis de tensão em ambos os propulsoresP5 eP6, não nota-se o aparecimento de

momentos com relação ao eixoY0.
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Figura 5.7: Movimento de translação e rotação.
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Ẋ
[m

/s
]

0 100 200
−1

−0.5

0

0.5

1

t [s]

Ẏ
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Figura 5.8: Velocidade de translação e rotação.

5.3 Simulações em malha fechada

Nesta seção, simulações numéricas para a lei de controle pormodos deslizantes global são

apresentadas. Busca-se com as simulações mostrar o desempenho do controlador, salientado

sua robustez com relação às incertezas paramétricas da planta e também aos distúrbios externos

(correnteza). Compara-se a lei de controle proposta com a lei de controle por realimentação

linearizante e modos deslizantes convencional.

A comparação entre o desempenho dos controladores é algo difícil, visto que a mudança

dos parâmetros influência na performance do mesmo, podendo então, a escolha realizada, não

ser a mais adequada. Entretanto, afim de se ter uma leitura do desempenho dos controladores,

face a sintonia realizada, utiliza-se neste trabalho a integral da norma do erro como medida

(Antonelli et al., 2003). Ainda, para facilitar a análise dos dados, normaliza-se a integral da
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norma do erro com relação a obtida para o CMDG. A equação 5.2, mostra a integral da norma

do erro normalizado para o movimento de translação na direção deX,

x̃n =

∫ tf
t0

|x̃| dr
∫ tf
t0

|x̃CMDG| dr
, (5.2)

onde o subíndiceCMDG, representa que a integral da norma do erro é referente ao controlador

proposto.

A figura 5.9 representa o diagrama de blocos utilizado na simulação de malha fechada.

No bloco controle é onde ficam implementadas as estratégias de controle, ou seja, as equações

5.3 e 5.6, apresentadas na sequência. Os parâmetros dos controladores encontram-se na tabela

5.2, os quais foram ajustados via simulações.

Dinâmica Cinemática

Controle B−1

Propulsor

AUV

J+
-Ref uτd τp ν,ν̇ η,η̇

Figura 5.9: Diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

CMDG e CMD

Os esforços dos atuadores são dados porτp = Bu, sendo

τp = M̂ν̇v + Ĉνv + D̂νv + ĝ −Ksat

(
sc
Φi

)

, (5.3)

onde

sc = ν − νv (5.4)

k ≥ |M̃ν̇v + C̃νv + D̃νv + g̃ + TEMAX
|+ µ, µ > 0 ∈ R

6, (5.5)

sendoνv = J(η)−1η̇v, η̇(t)v = η(t)d − 2λη̃(t) − λ2
t∫

0

η̃(r) dr + γ(0), para o CMDG e

η̇(t)v = η(t)d − 2λη̃(t) − λ2
t∫

0

η̃(r) dr, para o CMD. A diagonal principal deK é composta

pelos elementos dek, ou seja,Kii = ki, i = 1...6, e η̃ = η − ηd é o erro de rastreamento.
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Controle por Realimentação Linearizante (CRL)

Nesta seção, uma lei de controle baseada em linearização porrealimentação é apresentada

(Fossen, 1991; Slotine et al., 1991). A ideia desta estratégia é aplicar forças e momentos que

cancelam as não linearidades do sistema, transformando este em um sistema linear.

Para tanto, seja a seguinte lei de controle (Fossen, 1994):

τp =Maν + n(ν,η), (5.6)

sendon(ν,η) = Cν + Dν + g(η) e aν pode ser interpretada como a aceleração coman-

dada no referencial do corpo. Aplicando a equação 5.6 na equação do movimento do veículo

subaquático, resulta

M (ν̇ − aν) = 0 (5.7)

e no referencial inercial, resulta

Mη (η̈ − aη) = 0, (5.8)

ondeMη a matriz de inércia expressa no referencial inercial eaη a aceleração comandada no

referencial inercial.

As seguintes relações são utilizadas para transformações dos referenciais:

aη = J̇(η)ν + J(η)aν, (5.9)

Mη = J
−T (η)MJ−1, (5.10)

aν = J
−1(η)

[

aη − J̇(η)ν
]

. (5.11)

Escolhe-seaη como:

aη = η̈d −Gd
˙̃η −Gpη̃ −Gi

∫ t

0

η̃ dr, (5.12)

ondeGd > 0 ∈ R
6×6,Gp > 0 ∈ R

6×6 eGi > 0 ∈ R
6×6 são matrizes diagonais de ganho,

escolhidas de forma a se ter a dinâmica do erro

¨̃η +Gd
˙̃η +Gpη̃ +Gi

∫ t

0

η̃ dr = 0, (5.13)

estável.
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Tabela 5.2: Parâmetros dos Controladores.

Parâmetros Valores
λ diag{0.65, 0.55, 0.55, 0.55, 0.55, 0.55}
KD diag{500, 500, 500, 500, 500, 500}
µ [100 100 100 100 100 100]T

TEMAX
[500 500 500 500 500 500]T

M̂ 0.8 ·M

Ĉ 0.8 ·C

D̂ 0.8 ·D
ĝ 0.8 · g
Gd diag{3.3, 3.3, 3.3, 3.3, 3.3, 3.3}
Gp diag{12, 12, 12, 12, 12, 12}
Gi diag{0.6, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6}

5.3.1 Caso 1: Correnteza e flutuabilidade não nulas

Nesta primeira simulação consideram-se condições iniciais nulas. O veículo está sujeito

a uma correnteza na direção do eixoY de0.2m/s. Para este caso, considera-se ainda queB =

3842N , ou seja, empuxo positivo. Deseja-se que o veículo se oriente até a posição desejada,

ηd = [0 0 0 0 0 π/6], permaneça nesta posição por um determinado tempo, e depoisretorne

para a origem. As figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 mostram resultados para o CMDG (preto e

sólido) e CRL (azul e sólido).
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Figura 5.10: Posição em relação ao referencial inercial (caso 1).

Ambos os controladores conseguiram compensar de forma adequada a perturbação de

correnteza, o que pode ser visto na na figura 5.13. Contudo, o controlador proposto, se mostrou

um pouco mais lento, demorando mais para se adaptar a força dacorrenteza. Isso pode ser

visto pelo gráfico de translação, figura 5.10, e pela tabela 5.3, que mostram um desvio maior no

período transitório paray.
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Figura 5.11: Erro de posição deψ (caso 1).
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Figura 5.12: Força exercida por cada propulsor (caso 1).
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Figura 5.13: Resultante da velocidade relativa no planoXY (caso 1).

A compensação das forças restauradoras foram mais efetivaspara o CMDG, isto pode ser

visto através dos erros de posição emz e θ. O principal aspecto observado, para todos os GL,
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Tabela 5.3: Integral da norma do erro normalizada (caso 1).

x̃n ỹn z̃n φ̃n θ̃n ψ̃n

CMDG 1 1 1 1 1 1
CRL 5.8387 0.5473 1.9706 3.5813 74.7117 7.4564

é que o controlador proposto conseguiu eliminar o erro durante o tempo simulado, o que, em

alguns caos não se notou para o CRL.

5.3.2 Caso 2: Acoplamento entre os graus de liberdade

Neste caso as referências são dadas na forma de constantes, ou seja, as referências de

velocidade e aceleração são nulas. O controlador é responsável por regular a posição do veículo

subaquático na posiçãoηd = [2 1 1 0 0 0]. Com esta referência é possível avaliar compor-

tamento da lei de controle para movimentos acoplados. As figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17

mostram os resultados da simulação para o CMDG (preto e sólido), CMD (vermelho e sólido)

e CRL (azul e sólido).

0 10 20 30
0

1

2

3

4

t [s]

X
 [m

]

 

 

0 10 20 30
0

0.5

1

1.5

2

t [s]

Y
 [m

]

0 10 20 30
0

0.5

1

1.5

2

t [s]

Z 
[m

]

0 10 20 30
−2

−1

0

1

2

t [s]

φ 
[g

ra
us

]

0 10 20 30
−5

0

5

t [s]

θ 
[g

ra
us

]

0 10 20 30
−40

−20

0

20

40

t [s]

ψ 
[g

ra
us

]

CRL η
d CMD CMDG

Figura 5.14: Posição em relação ao referencial inercial (caso 3).

Tabela 5.4: Integral da norma do erro normalizada (caso 3).

x̃ ỹ z̃ φ̃ θ̃ ψ̃

CMDG 1 1 1 1 1 1
CRL 1.3310 0.9180 0.8232 4.4148 18.1611 139.9200
CMD 3.6341 1.3736 1.0721 4.9175 9.4023 143.1009

Nota-se novamente que o sistema com a lei de controle proposta se comportou de ma-

neira satisfatória, tendo um comportamento transitório amortecido mesmo na presença de uma
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Figura 5.15: Erro de posição (caso 3).
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Figura 5.16: Velocidade em cada grau de liberdade (caso 3).

pequena saturação. As saturações para o CMD originaram oscilações que não se amorteceram

durante o tempo de simulação. Já o CRL teve saturações elevadas, gerando oscilações que fo-

ram amortecidas pelo sistema. Devido às oscilações geradasem θ, saturações ainda maiores

nos propulsoresP5 eP6 surgiram, pois esforços adicionais, na tentativa de estabilizar θ, foram

gerados. O mesmo se nota para o ânguloψ e os esforços referentes aos atuadoresP3 eP4. De

fato, através da tabela 5.4, nota-se um erro similar de translação para o CMDG e CRL. Contudo,

erros de orientação bem maiores são vistos para os CRL e CMD, oque mostra um seguimento

não adequado da referência.
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Figura 5.17: Força exercida por cada propulsor (caso 3).

5.3.3 Caso 3: Desempenho do controlador a uma trajetória retilínea

Para este caso, considera o rastreamento de uma trajetória retilínea, logo esta tem res-

trições de tempo com relação ao seu posicionamento. A trajetória é traçada a partir da ori-

gem, tendo posição finalηd = [10 4 4 0 0 0]T . A posição inicial do veículo éη(0) =

[−2 − 1 1 0 0 0]T . Uma correnteza com o perfil mostrado na figura 5.21 é adicionada na

simulação. As figuras 5.18, 5.19 e 5.20 mostram os resultadosda simulação para o CMDG

(preto e sólido), CMD (vermelho e sólido) e CRL (azul e sólido).
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Figura 5.18: Posição em relação ao referencial inercial (caso 4).

As simulações mostram um bom comportamento do CMDG. Apesar da pequena satura-

ção inicial este conseguiu alcançar a trajetória de forma mais adequada. A tabela 5.5 mostra

que os erros de orientação para o controlador proposto são bem menores. O CMD sofre muitas

saturações, o que gerou movimentos no ânguloψ, entretanto, consegue alcançar e seguir a tra-
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Figura 5.19: Erro de rastreamento (caso 4).
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Figura 5.20: Força exercida por cada propulsor (caso 4).

Tabela 5.5: Integral da norma do erro normalizada (caso 4).

x̃n ỹn z̃n φ̃n θ̃n ψ̃n

CMDG 1 1 1 1 1 1
CRL 2.3719 5.1060 0.8462 4.8205 19.9174 107.8044
CMD 1.2578 1.5714 1.0860 3.8211 6.5497 58.1580

jetória. O CRL não consegue seguir a trajetória de forma satisfatória, devido as saturações este

apresentou erros grandes no rastreamento e oscilações não amortecidas no ânguloθ.
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Figura 5.21: Velocidade da correnteza (caso 4).

5.4 Conclusão

Neste capítulo foi apresentado o veículo BA-1. Através das equações apresentadas no

capítulo anterior, a matriz de propulsão deste veículo foi elaborada. Simulações em malha

aberta mostraram o comportamento dinâmico do veículo, bem como a influência da disposição

dos propulsores em seu movimento.

Foram também apresentadas simulações em malha fechada. Nestas simulações condi-

ções de perturbações foram exploradas para analisar o desempenho da lei de controle proposta.

Comparou-se o resultado do CMDG com o CMD e CRL. Em condições de erro inicial nulo,

as leis de controle tiveram resultados similares, conseguindo seguir a referência proposta e

compensar a influência da correnteza. Contudo, a lei de controle proposta inferiu um compor-

tamento mais lento no sistema, o que refletiu num menor esforço dos atuadores, reduzindo os

efeitos da saturação e também em uma compensação mais lenta da perturbação na forma de

correnteza.

Quando submetidos a erros iniciais, ou a referências fixas, oCMD e o CRL apresentaram

elevados sinais de controle, o que gerou saturações prolongadas. Estas não são desejáveis, pois

como mencionado anteriormente, nestes instantes, o sistema fica em malha aberta, podendo

ficar instável.

Por fim, o CMDG se mostrou robusto, compensando de forma adequada as perturba-

ções de correnteza e empuxo diferente de zero. Seu desempenho foi satisfatório, conseguindo

alcançar a referência de forma adequada e tendo um erro praticamente nulo em tempo de si-

mulação. Contudo, a lei de controle proposta fez com que a resposta do sistema ficasse mais

lenta, comparado com a resposta dos outros controladores. Ainda, com relação ao CMDG e ao

CMD, não nota-se o aparecimento do fenômeno dochattering(quando não existem saturações

prolongadas). Isto se deve a função saturação utilizada no lugar da função sinal.



Capítulo 6

Conclusão

Neste capitulo são apresentadas as considerações finais a respeito do trabalho desenvol-

vido. Por ser um assunto amplo, diversos trabalhos podem serelaborados, estudando de forma

mais aprofundada diferentes aspectos. Por isso, são propostos aperfeiçoamentos ao que foi

apresentado e novas linhas de estudo para trabalhos futuros.

6.1 Considerações Finais

Neste trabalho abordou-se o projeto de controle de posicionamento de veículos subaquá-

ticos. Utilizou-se uma metodologia de projeto para os 6 GL destas embarcações. Por ser uma

estratégia considerada muito robusta, e por ser amplamenteexplorada na bibliografia, a lei de

controle por modos deslizantes foi escolhida para ser estudada.

Foi apresentado uma revisão dos principais conceitos teóricos relacionados aos controla-

dores por modos deslizantes, como condições de existência emetodologias para projeto. Com

a finalidade de ilustrar tais conceitos, exemplos numéricosforam elaborados. Estes, abordaram

aspectos relacionados com a metodologia de projeto, o aparecimento do fenômeno conhecido

comochattering, bem como uma forma minimizá-lo através da camada limite. Ainda, formas

de robustecimento desta lei de controle com a eliminação da fase de alcance, foram apresenta-

das.

Uma revisão do modelo cinemático e dinâmico para os 6 GL de veículos subaquáticos

foi realizada. Características a respeito das matrizes de inércia, Coriolis e amortecimento hi-

drodinâmicos foram apresentadas. Estas tiveram papel fundamental na síntese do controlador

proposto. Considerou-se, neste trabalho, que as pertubações externas eram provenientes de cor-

rentezas, por isso, uma forma de incluir tais perturbações no modelo dinâmico fora exposto.

Ainda, um modelo dinâmico para os atuadores e também uma forma de mapear seus esforços

no referencial do veículo foram apresentados.

Com base na metodologia de projeto de controladores por modos deslizantes, e também
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de características dinâmicas de veículos subaquáticos umalei de controle por modos deslizantes

baseada em uma função candidata de Lyapunov foi sintetizada. Com o desejo de se controlar o

posicionamento do veículo e também compensar distúrbios, como, correnteza e flutuabilidade

não nula, o projeto do controlador se deu no referencial inercial. Para eliminar erros de regime,

uma superfície de deslizamento com termo integral foi utilizada. Com relação a superfície, esta

foi modificada, de forma que a fase de alcance dos modos deslizantes fosse eliminada. Esta

abordagem robustece a estratégia de controle e também diminui os esforços do mesmo, que é

maior nesta etapa.

Para testar a estratégia de controle proposta, foi escolhido um veículo com características

holonômicas (i.e. capaz de controlar todos os GL) intitulado BA-1. Tal característica é essencial

para que o veículo possa realizar manobras mais complexas. Através de dados de características

físicas do veículo e também das equações utilizadas para mapear os esforços dos atuados, a ma-

triz de propulsão deste veículo foi determinada. Simulações em malha aberta foram realizadas

com o intuito de conhecer o comportamento dinâmico e também ainfluência da disposição dos

propulsores no movimento da embarcação.

Através de simulações numéricas, a lei de controle propostafoi testada. Seus resultados

foram confrontados com resultados obtidos para o CRL e CMD convencional. As simulações

foram elaboradas considerando perturbações externas e também, para o primeiro caso simu-

lado, foi considerado flutuabilidade não nula. Nas simulações o CMDG apresentou melhores

resultados, obtendo um erro menor durante o tempo de simulação. Na presença de perturbações

na forma de degrau, o controlador proposto mostrou respostas mais suaves, levando o veículo

para a referência de forma mais adequada. Com relação a perturbação na forma de correnteza,

todos os controladores conseguiram compensar seus efeitos. Ainda, com relação ao CMDG

e ao CMD, não notou-se o aparecimento do fenômeno dochattering. Isto se deve a função

saturação utilizada no lugar da função sinal.

6.2 Sugestões para trabalhos futuros

O sistema de controle de veículos subaquáticos é um arranjo que contém basicamente

três subsistemas (guiagem, navegação e controle), que podem ser explorados separadamente,

ou ainda, para se ter resultados mais eficientes, serem explorados juntos. Neste contexto, para

trabalhos futuros, faz-se as seguintes sugestões:

1. Estudar um método de sintonia automática para o controlador;

2. O principal inconveniente apresentado na bibliografia, com relação ao controle por modos

deslizantes, são questões práticas de sua implementação, questões estas relacionadas di-

retamente com o fenômeno dochattering. Apesar da camada limite ser uma boa solução,
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o modos deslizantes não é perfeitamente preservado, ou seja, obtêm-se um pseudo des-

lizamento. Assim, propõe-se utilizar outras técnicas parao tratamento deste fenômeno,

como por exemplo, o modos deslizantes de alta ordem;

3. Aplicar a lei de controle em outros veículos subaquáticos. Embarcações com caracterís-

ticas subatuadas;

4. Implementar um subsistema de navegação. Desta forma, estudos referentes a este subsis-

tema podem ser realizados, além de se aumentar a fidelidade dosimulador com sistemas

reais;

5. Da mesma forma, um subsistema mais fidedigno de guiagem pode ser explorado;

6. O veículo estudado possui características de sobreatução, ou seja, para os GL controlá-

veis, existem mais de um atuador. Assim, este veículo possibilita estudos a respeito de

falhas nos atuadores, ou seja, estudar tolerância a faltas.
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Apêndice A

Simulador

Nesta seção, uma breve visão do simulador implementado em MATLAB/SIMULINK R© é

apresentado. A figura A.1 mostra os três blocos principais dosimulador, que são:

• Trajetória Desejada: bloco responsável por gerar as referências de posição, velocidade

e aceleração. As equações apresentadas no apêndice B são implementadas neste bloco;

• Controle: este bloco é responsável pelo cálculo do sinal de controle. Este sinal é con-

vertido em sinal de tensão, que alimenta o bloco dos atuadores, presente dentro do bloco

AUV. A figura A.2 mostra este bloco internamente.

• AUV: neste bloco, a dinâmica do veículo subaquático e dos atuadores é implementada.

A figura A.3 mostra este bloco internamente.

Figura A.1: Diagrama de blocos principal.
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Figura A.2: Bloco Controle.

Figura A.3: Bloco AUV.



Apêndice B

Trajetórias de Referências

Define-se o seguinte polinômio de5a ordem:

xd(t) = a5t
5 + a4t

4 + a3t
3 + a2t

2 + a1t + a0, (B.1)

onde suas derivadas são:

ẋd(t) = 5a5t
4 + 4a4t

3 + 3a3t
2 + 2a2t+ a1, (B.2)

ẍd(t) = 20a5t
3 + 12a4t

2 + 6a3t + 2a2. (B.3)

Assim, os coeficientes(a5, a4, a3, a2, a1, a0) são incógnitas. Seis restrições cinemáticas

são consideradas: posição inicial e final do movimento (xd(t0) = x0 e xd(tf ) = xf ); veloci-

dades e acelerações nulas no início e no fim da trajetória (ẋd(t0) = 0, ẋd(tf) = 0, ẍd(t0) = 0

e ẍd(tf) = 0), sendot0 e tf o tempo de início e fim da trajetória respectivamente. Logo, o

seguinte sistemas de equações polinomiais pode ser montado:

xd(t0) = a5t
5
0 + a4t

4
0 + a3t

3
0 + a2t

2
0 + a1t0 + a0,

xd(tf) = a5t
5
f + a4t

4
f + a3t

3
f + a2t

2
f + a1tf + a0,

ẋd(t0) = 5a5t
4
0 + 4a4t

3
0 + 3a3t

2
0 + 2a2t0 + a1,

ẋd(tf) = 5a5t
4
f + 4a4t

3
f + 3a3t

2
f + 2a2tf + a1,

ẍd(t0) = 20a5t
3
0 + 12a4t

2
0 + 6a3t0 + 2a2,

ẍd(tf) = 20a5t
3
f + 12a4t

2
f + 6a3tf + 2a2.

(B.4)
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Na forma matricial













xd(t0)

xd(tf )

ẋd(t0)

ẋd(tf )

ẍd(t0)

ẍd(tf )













=













t50 t40 t30 t20 t0 1

t5f t4f t3f t2f tf 1

5t40 4t30 3t20 2t0 1 0

5t4f 4t3f 3t2f 2tf 1 0

20t30 12t20 6t0 1 0 0

20t3f 12t2f 6tf 1 0 0

























a5

a4

a3

a2

a1

a0













(B.5)

De posse do sistema de equações lineares, pode-se calcular os coeficientes do polinômio,

e então obter a trajetória. As figuras B.1, B.2 e B.3 mostram ascurvas de posição, velocidade e

aceleração respectivamente.
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Figura B.1: Posição desejada (x0 = 0 exf = 1).
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Figura B.2: Velocidade desejada.
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Figura B.3: Aceleração desejada.
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