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RESUMO

Determinar a variabilidade espacial de atributos do solo e da planta é fundamental para o geren-

ciamento de áreas agrícolas. Essa prática exige que seja realizado um planejamento amostral

apropriado que oportunize coletar o menor número possível de amostras georreferenciadas, vislum-

brando manter a qualidade na amostragem e poupar recursos financeiros e operacionais. Além disso,

estudos geoestatísticos sobre a distribuição espacial de processos estocásticos, em que as observa-

ções são georreferenciadas, podem evidenciar estruturas espaciais não totalmente independentes

entre os atributos. Nesses casos, é recomendado calcular a associação entre as variáveis por meio

de uma métrica de correlação espacial bivariada, além de utilizar um modelo geoestatístico bivariado.

Sendo assim, no primeiro artigo deste trabalho foi analisada a correlação espacial bivariada, consi-

derando variáveis com diferentes estruturas de dependência espacial, para tal, foi calculado o índice

de Lee bivariado. Os resultados mostraram que o raio de dependência espacial comum a ambas

às variáveis foi o parâmetro que mais influenciou o valor do índice de Lee, sendo que quanto maior

o valor desse parâmetro mais elevada foi a correlação espacial bivariada. No segundo artigo, com

base no pressuposto da existência de correlação espacial entre pares de variáveis, o estudo teve

como objetivo redimensionar o tamanho amostral, a partir do cálculo do tamanho amostral efetivo

bivariado (ESSbi), utilizando o modelo espacial Gaussiano bivariado com componente de correlação

parcialmente comum (BGCCM). Porquanto, a maioria das propostas na literatura para o ESSbi utiliza

alternativas em suas metodologias que visam evitar o uso de estrutura de correlação espacial entre

as variáveis ou consideram o modelo espacial bivariado de corregionalização (BCRM). A diferença é

que na estrutura do BGCCM, além da existência de um campo aleatório Gaussiano comum comparti-

lhado pelo par de variáveis, existe também um campo aleatório Gaussiano associado à cada variável

individualmente. Enquanto no BCRM, necessariamente, a estrutura de correlação espacial individual

de uma das variáveis é desconsiderada do modelo. Para verificar a viabilidade teórica da proposta

do ESSbi, todas as propriedades que incidem sobre a metodologia univariada foram verificadas para

a bivariada, utilizando estudos de simulação ou de forma algébrica. O ESSbi também foi aplicado a

um conjunto de dados reais de matéria orgânica (MO) e soma de bases (SB), coletados em uma

área agrícola com plantio de soja, no qual se constatou que 60% das observações amostrais do

par MO-SB continham informações espacialmente duplicadas. Além disso, o redimensionamento

amostral obtido para o conjunto de dados reais se mostrou praticável, em termos da qualidade obtida

na predição espacial.

Palavras-chave: geoestatística, índice de Lee, processos Gaussianos, redução amostral, simulação.
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ABSTRACT

Determining the spatial variability of soil and plant attributes is critical for farmland management.

This practice requires that an appropriate sample planning be carried out in order to collect as few

georeferenced samples as possible, with a view to maintaining sampling quality and saving financial

and operational resources. Furthermore, geostatistical studies involving the spatial distribution of

stochastic processes, in which observations are georeferenced, may show spatial structures that are

not totally independent between the attributes. In these cases, it is recommended to calculate the

association between the variables by resorting to a bivariate spatial correlation metric, in addition to

utilizing a bivariate geostatistical model. Therefore, in the first scientific paper of this research, the

bivariate spatial correlation was analyzed considering variables with different structures of spatial

dependence and, for this, the bivariate Lee index was calculated. The results showed that the

radius of spatial dependence common to both variables was the parameter that most influenced the

Lee index value, whereas the higher the value of this parameter, the greater the bivariate spatial

correlation. Subsequently, in the second paper, based on the assumption of the existence of spatial

correlation between pairs of variables, the study aimed to redimension the sample size by calculating

the bivariate effective sample size (ESSbi), utilizing the bivariate Gaussian common component model

(BGCCM). This is because most of the proposals in the literature for the ESSbi adopt alternatives

in their methodologies that aim to avoid the usage of a spatial correlation structure between the

variables or consider the bivariate coregionalization model (BCRM). The difference is that in the

BGCCM structure, in addition to having a common Gaussian random field shared by the pair of

variables, there is also a Gaussian random field associated with each variable individually. Whilst in

BCRM, the individual spatial correlation structure of one of the variables is necessarily disregarded

from the model. In order to verify the theoretical feasibility of the ESSbi proposal, all properties that

affect the univariate methodology were verified for the bivariate one, performing simulation studies

or algebraically. The ESSbi was also applied to a real data set of organic matter (OM) and sum of

bases (SB), collected in an agricultural area with soybean plantation, in which it was found that 60%

of the sample observations of the OM-SB pair contained spatially duplicated information. Moreover,

the sample redimensioning obtained for the real data set proved to be feasible in terms of the quality

obtained in the spatial prediction.

Keywords: geostatistics, Lee index, Gaussian processes, sample reduction, simulation.
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1 Introdução

Ao estudar o cultivo de grãos é fundamental conhecer a dispersão e a variabilidade espacial

dos atributos físicos e químicos do solo na área, os quais têm influência direta na produtividade

das culturas. Para compreender a distribuição espacial de um fenômeno, são coletados dados

provenientes de amostras georreferenciadas, os quais são utilizados para modelar o fenômeno. No

contexto da Agricultura de Precisão, a obtenção de informações georreferenciadas é essencial para

o gerenciamento agronômico das lavouras, pois viabiliza o mapeamento da variação da fertilidade

do solo nas áreas cultivadas e a definição de intervenções de manejo localizado (MOLIN; AMARAL;

COLAÇO, 2015).

A modelagem geoestatística utiliza, além dos valores mensurados de um atributo de

interesse, as localizações espaciais em que foram mensurados esses valores e que podem ser

expressas por um sistema de coordenadas. Desse modo, as técnicas geoestatísticas possibilitam

assimilar a correlação entre as observações das variáveis de interesse, presumindo-se que amostras

mais próximas possuem valores mais semelhantes da variável em estudo (CRESSIE, 2015).

Entretanto, em se tratando de pesquisas no âmbito agrícola, geralmente, o interesse não

está em uma variável apenas, mas em um conjunto de atributos vinculados ao solo e à planta. Se

esses atributos forem independentes, deve-se propor um modelo geoestatístico para cada um. Caso

contrário, se existirem evidências de correlação espacial entre algumas das variáveis, preconiza-

se que modelos geoestatísticos multivariados sejam utilizados considerando a especificação de

distribuições de probabilidade conjuntas (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007).

Para analisar a existência de correlação espacial entre pares de variáveis é fundamental

empregar metodologias que considerem simultaneamente informações referentes ao valor e à

localização geográfica das observações das variáveis (CIMA et al., 2018). O índice de Lee é uma

das métricas existentes na literatura que possibilitam identificar padrões e comportamentos que

sugerem associação espacial entre um par de atributos (LEE, 2001).

Para variáveis espacialmente correlacionadas, são encontradas na literatura diversas abor-

dagens para modelos geoestatísticos multivariados (WACKERNAGEL, 2013). Todavia, modelos

multivariados tendem a apresentar uma estrutura mais complexa e com maior número de parâmetros

a serem estimados, haja vista a necessidade em identificar as estruturas de dependência espacial

de cada variável e entre as variáveis. Como neste trabalho serão considerados pares de atributos

espacialmente correlacionados, foi utilizado um modelo espacial bivariado. Trata-se do Bivariate

Gaussian Common Component Model - BGCCM (Modelo espacial Gaussiano bivariado com compo-

nente de correlação parcialmente comum), que considera tanto a correlação espacial entre as duas

variáveis quanto a associação espacial individual delas (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007).

O uso de metodologias de redimensionamento amostral, aliadas à abordagem bivariada,

pode potencializar a redução nos impactos financeiros com o monitoramento de atributos do solo na

área agrícola. Dentre essas metodologias, podem ser citados, desde os algoritmos de otimização,

especialmente os que envolvem inteligência artificial na busca da melhor configuração amostral

(GUEDES et al., 2011, 2016; GUEDES; URIBE-OPAZO; RIBEIRO JR., 2014; WADOUX et al., 2017;

MALTAURO; GUEDES; URIBE-OPAZO, 2019), até o uso do tamanho amostral efetivo (GRIFFITH,
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2013; ACOSTA; OSORIO; VALLEJOS, 2016; VALLEJOS; ACOSTA, 2021).

O tamanho amostral efetivo univariado (ESS) propicia a redução no número de amostras

para uma variável com dependência espacial. Considera-se, nessa metodologia, que alguns pontos

amostrais coletados na área agrícola podem estar altamente correlacionados entre si. Fato que

gera custos desnecessários com coleta e análises laboratoriais, pois as observações espacialmente

autocorrelacionadas agregam informações repetidas quanto à variabilidade espacial do atributo

estudado (VALLEJOS; OSORIO, 2014).

O caso univariado do ESS foi generalizado para o multivariado em modelos espaciais

gaussianos no artigo de Vallejos e Osorio (2014), sendo este uma versão ponderada do univariado

para evitar uma estrutura de correlação espacial entre as variáveis. Posteriormente, Vallejos e Acosta

(2021) propuseram outro método multivariado para estimar o ESS, utilizando o modelo espacial

bivariado de corregionalização (BCRM) para introduzir uma estrutura de correlação espacial entre as

variáveis. O BCRM propõe uma estrutura paramétrica em que se tem um parâmetro de correlação

espacial comum a duas variáveis e outro parâmetro de correlação espacial exclusivo a uma das

variáveis. Dessa forma, necessariamente a correlação espacial da outra variável é desconsiderada

do modelo, diferentemente do BGCCM.

Assim, os objetivos centrais estabelecidos para este trabalho foram analisar a correlação

espacial entre pares de variáveis por meio do cálculo do índice de Lee e redefinir o tamanho amostral

de pares de variáveis espacialmente correlacionadas, utilizando o tamanho amostral efetivo bivariado

e o modelo BGCCM.

Para tal, a tese foi elaborada segundo a seguinte estrutura: na primeira parte, tem se

introdução, justificativa e objetivos. Posteriormente, é apresentada uma revisão de literatura com

os principais tópicos utilizados no desenvolvimento do trabalho. Os resultados são apresentados

na forma de dois artigos científicos. O primeiro artigo trata do uso do índice de Lee para calcular

a correlação espacial bivariada, considerando variáveis com diferentes estruturas de dependência

espacial. O segundo artigo explora o uso do tamanho amostral efetivo bivariado para obtenção de

amostras independentes para pares de variáveis, modeladas pelo BGCCM e, assim, redimensionar

o número de amostras coletadas em uma área agrícola. Por fim, tem-se os capítulos com as

considerações finais relativas à pesquisa e os Apêndices.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo geral

Estimar a correlação espacial bivariada através do índice de Lee e utilizar o BGCCM e o

ESS bivariado para redefinir o tamanho amostral em estudos da Geoestatística que envolvem a

variabilidade espacial de pares de variáveis georreferenciadas.

2.2 Objetivos específicos

• Utilizar o índice de Lee para calcular a correlação espacial bivariada entre diferentes pares de

atributos do solo e produtividade da soja;

• Analisar pares de variáveis simuladas com diferentes valores para o alcance prático comum

do modelo espacial BGCCM e explorar o índice de Lee para o cálculo da correlação espacial

bivariada;

• Calcular o índice de Lee explorando diferentes matrizes de ponderação espacial e métricas

para o cálculo da distância entre os pares de pontos;

• Desenvolver uma alternativa à proposta de Vallejos e Osorio (2014) e Vallejos e Acosta (2021)

para a estimação do tamanho amostral efetivo bivariado (ESSbi), tendo como base a matriz

Informação de Fisher e adotando o BGCCM;

• Verificar se as propriedades do ESS univariado também são válidas para o ESSbi utilizando

dados simulados;

• Avaliar a metodologia do ESSbi utilizando dados experimentais de atributos químicos do solo;

• Observar a influência dos parâmetros que definem a estrutura dependência espacial do modelo

BGCCM sob os valores estimados do ESSbi.
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3 Revisão Bibliográfica

3.1 Geoestatística

A origem da Geoestatística data da década de 1950, quando Daniel Krige, engenheiro de

minas da África do Sul, verificou não poderia estimar adequadamente a concentração mineral se

não considerasse a configuração espacial das amostras e concluiu que havia maior precisão na

estimativa quando se utilizava amostras vizinhas. Passou-se então a considerar que para determinar

a variabilidade espacial dos minérios, era preciso ponderar a localização geográfica e a depen-

dência espacial das amostras. Essa concepção deu origem à Teoria das Variáveis Regionalizadas,

considerada a base da Geoestatística (LANDIM; YAMAMOTO, 2013).

O uso de técnicas geoestatísticas objetiva descrever espacialmente variáveis de interesse,

especialmente atributos do solo e da planta, os quais agregam importantes informações para o

gerenciamento localizado do solo realizado pela Agricultura de Precisão (SANCHES; MAGALHÃES;

FRANCO, 2019). O comportamento espacial, principalmente, de atributos físico-químicos do solo,

está diretamente vinculado ao estudo de sua distribuição espacial na área agrícola experimental e à

análise do grau de dependência espacial das amostras coletadas em campo.

A partir de um conjunto de elementos amostrais georreferenciados, pode-se analisar os

parâmetros que descrevem a estrutura de dependência espacial do atributo do solo, sendo eles:

efeito pepita (τ2), contribuição (σ2) e um parâmetro que é uma função do alcance (φ) (CRESSIE,

2015).

O efeito pepita associa em uma única parcela, além da variabilidade em escala menor

que a amostrada, possíveis erros de medição a campo. A contribuição é um parâmetro que exibe

a variância de dispersão, pois representa as diferenças espaciais dos valores da variável em dois

pontos. A função de alcance possibilita que seja estimado o alcance prático (a = g(φ)), o qual indica

a amplitude dentro da qual as amostras apresentam autocorrelação espacial (LANDIM; YAMAMOTO,

2013). Utilizando esses parâmetros, é possível utilizar índices para quantificar o grau de dependência

espacial das observações coletadas de um atributo, tal como o índice proposto por Cambardella et

al. (1994), um dos mais utilizados na literatura.

No estudo da variabilidade espacial dos atributos, considera-se que o valor em um ponto

amostral (x1) está relacionado com o valor obtido em outro ponto (x2), sendo razoável supor que a

influência no valor mensurado é inversamente proporcional a distância euclidiana entre os pontos

(SOARES, 2014). Sendo assim, a cada par de pontos amostrais (x1 e x2) tem-se uma realização

diferente da variável sob estudo, o que torna possível estabelecer o cálculo da covariância (C) em

função da distância euclidiana (h) (CRESSIE, 2015).

A função covariância espacial (C(h)) é estimada a partir de um modelo teórico. Entre os

principais modelos teóricos apresentados na literatura estão o exponencial, o Gaussiano e os da

família Matérn. Os modelos exponencial e Gaussiano serão definidos abaixo segundo Soares (2014)

e os da família Matérn de acordo com Matérn (2013).
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• Modelo exponencial

Como o alcance prático (a) é definido a partir de uma função de φ (g(φ) = a) e cada

modelo teórico apresenta um valor estimado distinto para φ, por conseguinte, a forma de estimar

o alcance prático depende do modelo. Para o exponencial, o alcance prático é dado por a = 3φ,

enquanto a função de covariância é definida como:

C(h) =

{
τ2 + σ2, se h = 0

σ2e
−( h

φ), se h > 0.
(3.1)

• Modelo Gaussiano

O alcance prático do modelo Gaussiano é igual a a =
√
3φ. Sua função de covariância

espacial é definida por:

C(h) =

 τ2 + σ2, se h = 0

σ2

[
1− e

−( h
φ)

2
]
, se h > 0.

(3.2)

• Modelo da família Matérn

A função de covariância para a família Matérn é dada por:

C(h) =

 τ2 + σ2, se h = 0

σ2

[
(2κ−1Γ(κ))−1

(
h
φ

)κ

Kκ

(
h
φ

)]
, se h > 0.

(3.3)

Na função de covariância da família Matérn, têm-se as funções auxiliares Gama (Γ) e

Bessel (Kκ). A função Gama (Γ) é expressa por:

Γ(κ) =

∫ ∞

0
xκ−1e−xdx, κ > 0.

Considerando κ > 0, a função de Bessel (Kκ) do terceiro tipo de ordem κ, é definida como:

Kκ(u) =
1

2

∫ ∞

0
xκ−1e−

1
2
u(x+ 1

x
)dx.

Segundo Diggle e Ribeiro Jr. (2007), devido à impossibilidade de se considerar a covariância

para todos os valores do parâmetro de forma κ, geralmente é fixado um valor para κ > 0, de acordo

com o contexto da aplicação, ou utiliza-se um conjunto limitado de valores para este parâmetro.

Nos modelos da família Matérn, conforme se aumenta o valor de κ, o valor do alcance

também aumenta. Por exemplo, o alcance prático é, aproximadamente, 3φ, 3, 45φ, 4φ, 4, 75φ, 5, 37φ

e 5, 92φ quando se considera κ = 0, 5, κ = 0, 7, κ = 1, κ = 1, 5, κ = 2 e κ = 2, 5, respectivamente

(DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007).
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3.2 Modelo espacial Gaussiano

A modelagem espacial tem como objetivo descrever o comportamento de uma ou mais

variáveis que não podem ser caracterizadas exclusivamente por seus valores médios.

Em pesquisas realizadas no âmbito agrícola, geralmente, estuda-se mais de um atributo

físico-químico do solo. Se o estudo desses atributos é feito de forma individual, propondo-se um

modelo espacial para cada um deles, diz-se que o modelo espacial é univariado (URIBE-OPAZO;

BORSSOI; GALEA, 2012) (Seção 3.2.1). Por outro lado, existindo evidências de correlação entre os

atributos estudados, pode-se utilizar modelos espaciais multivariados, que consideram a correlação

entre as variáveis através da especificação de distribuições de probabilidades conjuntas (DIGGLE;

RIBEIRO JR., 2007). Neste trabalho, será apresentado o modelo espacial Gaussiano bivariado, que

agrega duas variáveis normalmente distribuídas e correlacionadas entre si (Seção 3.2.2).

3.2.1 Modelo espacial Gaussiano univariado

Considere uma área de interesse S ⊂ Rr, em que Rr é um espaço euclidiano r-dimensional,

r ≥ 1. Suponha que em S exista um campo aleatório Gaussiano Z no qual se deseja realizar uma

amostragem de n pontos georreferenciados, observando o valor de algum atributo físico-químico do

solo, denotado por Y (CHIPETA et al., 2017).

Seja Y = (Y (s1), . . . , Y (sn))
T o vetor aleatório de dimensão n × 1, das n observações

da variável aleatória Y . Considere que Y (s1), . . . , Y (sn) são observações da variável aleatória sob

estudo nas sm localizações espaciais amostradas, m = 1, . . . , n. Cada observação Y (sm) é gerada,

sob o pressuposto de ter distribuição gaussiana de probabilidade, pelo seguinte modelo espacial

linear (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007):

Y (sm) = µ(sm) + Z(sm) + ϵ(sm), m = 1, . . . , n, (3.4)

em que µ(sm) é o termo determinístico, Z(sm) é um campo aleatório Gaussiano e ϵ(sm) é o termo

estocástico, e todos dependem da localização espacial sm em que a variável Y é observada.

Para algumas funções conhecidas de sm, d1(sm), . . . , dp(sm), tem-se que a média do

processo estocástico é dada por (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012):

µ(sm) =

p∑
j=1

dj(sm)βj , (3.5)

em que dj(sm), m = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p, representa o valor da j-ésima covariável tomada na

n-ésima posição e βj é um j-ésimo parâmetro desconhecido a ser estimado. Considerando os n

pontos amostrais, pode-se escrever o vetor de médias µ, de ordem n× 1, dado por: µ = Dβ, em

que D, com dimensão n× p, é denominada matriz de delineamento, na qual a m-ésima linha é dada

por dT
m = (d1(sm), . . . , dp(sm)); e o vetor β = (β1, . . . , βp)

T , de ordem p× 1, agrega os parâmetros

associados às p covariáveis (URIBE-OPAZO et al. 2021).

Em particular, quando se considera um processo estocástico estacionário (SOARES, 2014),

tem-se que D = 1 e β = µ, sendo 1 um vetor de uns. Logo, µ = µ1. Isto significa que para qualquer

localização sm a média é constante igual a µ.
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O campo aleatório Gaussiano Z (Equação 3.4) tem vetor de médias nulo e matriz de

covariância ΣZ , n×n, que é dada por ΣZ = [(cml)], m, l = 1, . . . , n, em que cml = C(Z(sm), Z(sl))

é a covariância entre os valores da variável georreferenciada nos pontos sm e sl.

Vale observar que C(Z(sm), Z(sl)) = σ2ρ(Z(sm), Z(sl)), em que ρ(Z(sm), Z(sl)) é a

correlação entre os valores da variável georreferenciada nos pontos sm e sl. Desta forma, ΣZ =

σ2R(φ), sendo σ2 e φ, respectivamente, os parâmetros contribuição e função de alcance do modelo

geoestatístico, e R = R(φ) = [(rml)] é uma matriz simétrica, n× n, cujos elementos da diagonal

são dados por rmm = 1, m = 1, . . . , n, enquanto os demais elementos são denotados por rml =

(1/σ2)cml, para m ̸= l = 1, . . . , n e σ2 ̸= 0, e rml = 0 para m ̸= l = 1, . . . , n e σ2 = 0 (URIBE-

OPAZO; BORSSOI; GALEA, 2012).

Além disso, o vetor dos n erros aleatórios (ϵ) (Equação 3.4) é caracterizado por ϵ ∼
Nn(0,Σe), sendo Σe = τ2I, em que I é uma matriz identidade de dimensão n× n.

Sendo assim, Y ∼ Nn(Dβ,ΣY ). Tal simbologia indica que o vetor aleatório Y tem distribui-

ção gaussiana, com vetor de médias Dβ e matriz de covariância ΣY = Σz +Σe = σ2R + τ2I. Logo,

o vetor de parâmetros a estimar é dado por θ = (β, σ2, φ, τ2)T .

3.2.2 Modelo espacial Gaussiano bivariado

Diferentemente do proposto na seção anterior (3.2.1), nos casos em que existem evidências

estatísticas de correlação espacial entre dois atributos sob estudo, tem-se interesse em modelar

e descrever o padrão espacial dessas variáveis, considerando um modelo espacial Gaussiano

bivariado

Sendo assim, dada a correlação espacial entre dois atributos, suponha que, associados a

eles, existam dois campos aleatórios Gaussianos que podem ser modelados por (FONSECA, 2008):

Yk(sm) = µk(sm) + Zk(sm) + ϵk(sm), k = 1, 2 e m = 1, . . . , nk, (3.6)

em que Yk representa a k-ésima variável de interesse e, portanto, considerando todos os pontos

amostrais:tem-se que Ybi é um vetor aleatório, de dimensão nk × 2, dos valores observados nos

nk pontos do campo aleatório Gaussiano Zk. O campo aleatório Zk tem vetor de médias nulo, de

ordem nk × 1 e matriz de covariância Σk, de ordem nk × nk. Além disso, µk, de dimensão nk × 1,

representa o termo determinístico e pode ser reescrito de forma similar a Equação 3.5, apresentada

no modelo univariado. Segundo Diggle e Ribeiro Jr. (2007), o termo estocástico ϵk, de ordem nk × 1,

pode ser desprezado. Assim a Equação 3.6 é reescrita e considerada em sua forma mais simples.

Como se está considerando dois atributos, tem-se que Ybi = (Y1,Y2)
T , donde Ybi possui

uma distribuição gaussiana n-variada, com n = n1+n2, em que n1 e n2 são os tamanhos amostrais

de Y1 e Y2, respectivamente. Além disso, Ybi tem vetor de médias µ = (µ1,µ2)
T e matriz de

covariâncias positiva definida, dada por (FONSECA, 2008):

ΣY =

(
Σ1 Σ1,2

Σ1,2 Σ2

)
, (3.7)

em que Σk, de dimensão nk × nk, com k = 1, 2, é a matriz de covariância do k-ésimo atributo; e

Σ1,2, de ordem n1 × n2, é a matriz com as covariâncias cruzadas entre atributos Y1 e Y2.
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A literatura apresenta algumas propostas para estudo dessas situações em que dois

atributos têm correlação espacial, como o modelo bivariado de co-regionalização (GELFAND et

al., 2004) e o modelo bivariado com componente de correlação parcialmente comum (DIGGLE;

RIBEIRO JR., 2007). Este último será empregado no presente estudo e descrito na sequência.

3.3 Modelo espacial Gaussiano bivariado com componente de correlação

parcialmente comum

Embora inúmeros trabalhos sobre modelos espaciais bivariados sejam encontrados na

literatura (BOGNOLA et al., 2008; MARTINS; BONAT; RIBEIRO JR., 2016; GIORGI; SCHLÜTER;

DIGGLE, 2018), estão em menor número dos que utilizam o componente de correlação parci almente

comum. Uma das principais motivações pode estar vinculada às adaptações necessárias ao modelo

em casos de correlações negativas (RIGHETTO, 2012). Isso faz do Bivariate Gaussian Common

Component Model - BGCCM (modelo espacial Gaussiano bivariado com componente de correlação

parcialmente comum) um campo a ser explorado.

Na proposta do BGCCM, desenvolvida por Diggle e Ribeiro Jr. (2007), os autores sugerem

que o campo aleatório latente (Zk) (Equação 3.6) seja particionado da seguinte forma:

Zk = σ0kS0 + σkSk, k = 1, 2, (3.8)

em que σ∗ = (σ01, σ1, σ02, σ2)
T é um vetor de parâmetros de dispersão estimados vinculados ao

modelo (Equação 3.6); S0, S1 e S2 são campos aleatórios Gaussianos mutuamente independentes,

que apresentam vetores de médias nulos, variâncias unitárias e cujas correlações são determinadas

por funções de correlação ρ. O campo aleatório S0 é comum às variáveis Y1 e Y2, enquanto S1 e

S2 estão associados a cada variável individualmente (RIGHETTO, 2012). Sendo assim, o modelo

BGCCM exibe uma estrutura de covariância construída a partir de três funções de correlação válidas

para S0, S1 e S2, as quais serão denotadas respectivamente por ρ0, ρ1 e ρ2.

Considerando a decomposição do campo aleatório latente, pode-se reescrever a Equação

3.6 como (FONSECA, 2008): {
Y1 = µ1 + σ01S0 + σ1S1

Y2 = µ2 + σ02S0 + σ2S2,
(3.9)

em que: µ1, µ2 são as médias das variáveis Y1 e Y2, respectivamente; σ01, σ1, σ02, σ2 são os

parâmetros de dispersão; S0, S1 e S2 são campos aleatórios Gaussianos.

Suponha que Yk(sm) e Yk(sl) sejam observações do atributo Yk mensuradas nas localiza-

ções sm e sl, as quais estão separadas por uma distância euclidiana h = hml, com m, l = 1, . . . , nk

e k = 1, 2. Desta forma, os elementos da matriz de covariâncias ΣY , são dados por:

C(h) = σ0k
2ρ0(h) + σk

2ρk(h), (3.10)

em que: C representa a função de covariância em relação a distância h; ρ0 ρk são as funções de

correlação em S0 e Sk, respectivamente, k = 1, 2.
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Utilizando a Equação 3.10, a matriz de covariâncias para o vetor Ybi = (Yk(sm), Yk(sl))
T ,

com k = 1, 2 e m, l = 1, . . . , nk, é dada por (FONSECA, 2008):

ΣY =

(
Σ1 Σ1,2

Σ1,2 Σ2

)
, (3.11)

sendo Σk a matriz de covariância da variável Yk, nk × nk, k = 1, 2, dada por:

Σk =

(
σ0k

2 + σk
2 σ0k

2ρ0(h) + σk
2ρk(h)

σ0k
2ρ0(h) + σk

2ρk(h) σ0k
2 + σk

2

)
, (3.12)

e Σ1,2, n1 × n2, é a matriz de covariância cruzada entre as variáveis Y1 e Y2, dada por:

Σ1,2 =

(
σ01σ02 σ01σ02ρ0(h)

σ01σ02ρ0(h) σ01σ02

)
, (3.13)

sendo: ρ0 e ρk funções de correlação; σ0k e σk parâmetros de dispersão em S0 e Skpara k = 1, 2.

Logo, a distribuição de probabilidade do vetor Ybi depende da estimação do vetor de

parâmetros θ = (β∗,σ∗,φ∗)T , em que o vetor β∗ está associado a média µ, o vetor σ∗ à dispersão,

e φ∗ = (φ0, φ1, φ2)
T à função de alcance φt, a qual está vinculada ao modelo geoestatístico

escolhido para a função de correlação espacial ρt. O t-ésimo índice está relacionado ao campo

aleatório St, t = 0, 1, 2.

Segundo Righetto (2012), a estimação dos parâmetros de θ (Seção 3.4) e a predição

espacial (Seção 3.5) seguem os mesmos moldes de técnicas geoestatísticas univariadas. Neste

trabalho, será utilizado o método de máxima verossimilhança para estimação dos parâmetros e, para

tal, necessita-se da função de máxima verossimilhança.

3.4 Estimação dos parâmetros do modelo por máxima verossimilhança

Considerando um modelo geoestatístico univariado isotrópico (SOARES, 2014), o conjunto

das n observações de Y pode ser descrito com a seguinte distribuição de probabilidade (DIGGLE;

RIBEIRO JR., 2007):

Y ∼ N(Dβ, σ2R + τ2I),

em que Dβ é o vetor de médias (ver Equação 3.5), Σ = σ2R+ τ2I é a matriz de covariância, análoga

à definida na Seção 3.2.1, σ2 é o parâmetro de dispersão do modelo, R é uma matriz de correlação,

de dimensão n× n, τ2 é o efeito pepita, isto é, o parâmetro que corresponde a variância associada

ao erro e I é uma matriz identidade n× n.

Sendo assim, deve-se obter o vetor θ = (β, σ2, φ, τ2)T que maximize a função de verossi-

milhança. O resultado é o logaritmo da função de verossimilhança dado por (DIGGLE; RIBEIRO JR.,

2007):

l(θ) = −1

2

[
ln(|σ2R + τ2I|) + nln(2π) + (Y − Dβ)T (σ2R + τ2I)−1(Y − Dβ)

]
, (3.14)
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como Σ = σ2R + τ2I, a Equação 3.14 pode ser reescrita da seguinte forma:

l(θ) = −1

2

[
ln(|Σ|) + nln(2π) + (Y − Dβ)TΣ−1(Y − Dβ)

]
.

Esse raciocínio pode ser estendido para o modelo bivariado descrito na Equação 3.6. Cantú

(2015) descreve o logaritmo da função de verossimilhança para esse modelo:

l(θ) = −1

2

[
ln(|ΣY |) + nln(2π) + (Ybi − Dβ)TΣ−1

Y (Ybi − Dβ)
]
. (3.15)

Precisa-se então definir como é dada a matriz de covariâncias ΣY considerando o modelo

BGCCM. Para tal, utilizando-se propriedades de covariância, as matrizes apresentadas nas Equações

3.12 e 3.13 serão reescritas como um bloco de matrizes formada pela matriz de covariância individual

de cada atributo (Equações 3.16 e 3.17) e pela matriz de covariância cruzada (Equação 3.18)

(CANTÚ, 2015):

Σ1 = σ2
01R0 + σ2

1R1, (3.16)

Σ2 = σ2
02R0 + σ2

2R2, (3.17)

Σ1,2 = σ01σ02R0, (3.18)

em que: Rk é a matriz de correlação de Yk e depende da função de correlação associada ao campo

aleatório Sk, k = 1, 2; R0 é a matriz das correlações cruzadas e depende da função de correlação

associada ao campo aleatório S0; σ0k, σk são os parâmetros de dispersão do k-ésimo atributo em

S0 e Sk, respectivamente.

Considerando as reparametrizações σ = σ01, η = σ02
σ01

, τ1 = σ1
σ01

e τ2 =
σ2
σ02

, propostas por

Diggle e Ribeiro Jr. (2007), pode-se reescrever as Equações 3.16, 3.17 e 3.18, da seguinte forma

(CANTÚ, 2015):

Σ1 = σ2
01R0 + σ2

1R1

= σ2R0 + τ21σ
2
01R1

= σ2R0 + τ21σ
2R1

= σ2(R0 + τ21 R1)

= σ2V1, (3.19)

sendo v1 = ρ0(h) + τ21 ρ1(h) elementos da matriz V1, de dimensão n1 × n1.

Σ2 = σ2
02R0 + σ2

2R2

= η2σ2R0 + τ22σ
2
02R2

= η2σ2R0 + τ22 η
2σ2R2

= η2σ2(R0 + τ22 R2)

= η2σ2V2, (3.20)

em que v2 = ρ0(h) + τ22 ρ2(h) são os elementos da matriz V2, n2 × n2.
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Σ1,2 = σ01σ02R0

= σησ01R0

= σ2ηR0

= σ2ηV1,2. (3.21)

sendo v1,2 = ρ0(h) elementos da matriz V1,2, n1 × n2.

Dessa forma, após as reparametrizações e considerando-se o modelo BGCCM, a matriz

das covariâncias ΣY (Equação 3.7) é descrita por Cantú (2015) como:

ΣY = σ2

(
V1 ηV1,2

ηV1,2
T η2V2

)
= σ2V. (3.22)

Sendo assim, ao considerar uma reparametrização, os parâmetros a serem estimados pelo

processo de maximização do logaritmo da função de verossimilhança (Equação 3.15), são: η, τ1,

τ2, φ0, φ1, φ2, cujas estimações são obtidas por meio de algoritmos computacionais; e β e σ2, que

possuem formas analíticas fechadas, têm expressões que são verificadas diferenciando-se a função

descrita na Equação 3.15, em relação aos respectivos parâmetros, obtendo-se:

β̂ = (DTΣ−1
Y D)−1(YTΣ−1

Y D), (3.23)

σ̂2 =
(Y − µ)TV−1(Y − µ)

n
, (3.24)

em que, da Equação 3.22, tem-se V = 1
σ2ΣY .

A diferenciação do logaritmo da função de verossimilhança, em relação aos parâmetros β

e σ2, que culmina nas expressões 3.23 e 3.24, são apresentados no Apêndice B (Seção 6.2).

3.5 Critérios de validação do modelo e predição espacial

Neste trabalho, o ajuste de um modelo teórico à função de covariância foi avaliado segundo

os critérios de Validação Cruzada (VC). Na aplicação da VC para modelos espaciais gaussianos, o

método de estimação é testado nos locais amostrados. O valor da amostra em certa localização

é, temporariamente, descartado do conjunto de dados amostrais. Em seguida, o valor na mesma

localização é estimado por krigagem usando as amostras restantes. Uma vez que a estimação é

calculada, pode-se compará-la ao valor da amostra que foi inicialmente removida do conjunto de

dados. O procedimento é repetido para todas as amostras disponíveis e, assim, permite comparar o

valores previstos com os amostrados (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989).

Na Validação Cruzada, Faraco et al. (2008) sugerem os seguintes critérios para avaliação

dos modelos: erro médio, desvio padrão do erro médio, erro médio reduzido, desvio padrão do erro

médio reduzido e erro absoluto.
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O Erro Médio (EM), o Desvio Padrão do Erro Médio (DPEM) e o Erro Absoluto (EA) são

dados, respectivamente, por:

EM =
1

n

n∑
i=1

(
Yk(si)− Ŷk(si)

)
, (3.25)

DPEM =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

|Yk(si)− Ŷk(si)|, (3.26)

EA =

n∑
i=1

|Yk(si)− Ŷk(si)|, (3.27)

em que n é o número de observações realizadas; Yk(si) é o valor da k-ésima variável aleatória

observada no ponto si, k = 1, 2; e Ŷk(si) é o valor de Yk no ponto si predito por krigagem, sem

considerar a observação Yk(si).

O Erro Médio Reduzido (EMR), obtido pela seguinte equação:

EMR =
1

n

n∑
i=1

(Yk(si)− Ŷk(si))

σ̈(Ŷk(si))
, (3.28)

em que σ̈(Ẑ(si)) é o desvio padrão de Ẑ(si), que é o valor de Z no ponto si predito por krigagem,

sem considerar a observação Z(si).

O Desvio Padrão do Erro Médio Reduzido (DPEMR), obtido a partir da seguinte equação:

DPEMR =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

|Yk(si)− Ŷk(si)|
σ̈(Ŷk(si))

. (3.29)

Considerando-se a condição de estacionariedade, o valor populacional do EMR é zero e

do DPEMR é igual a 1. Logo, deseja-se que o EM, o EMR e o DPEM sejam o mais próximos de zero

possível. O DPEMR deve ser adjacente a 1 e o EA apresentar o menor valor. O modelo que exibe os

melhores resultados na maior parte dos critérios é o que apresenta o melhor ajuste (FARACO et al.,

2008).

No que se refere à interpolação espacial, dentre as técnicas apresentadas na literatura

(CRESSIE, 2015), a krigagem foi escolhida para ser empregada neste trabalho. Landim e Yamamoto

(2013) apresentam vários métodos de krigagem, sendo a krigagem ordinária a mais utilizada na

prática e que apresenta o seguinte estimador:

Ŷk(s0) =
n∑

i=1

λiYk(si), (3.30)

em que: Ŷk(s0) é o valor estimado da k-ésima variável georreferenciada, k = 1, 2, no local s0 não

amostrado; n é o número de observações realizadas e λi são os pesos associados a cada valor

Yk(si) mensurado, i = 1, . . . , n, os quais são baseados nas distâncias entre os pontos vizinhos e

destes em relação ao predito. Os cálculos matriciais envolvendo os pesos podem ser encontrados

em Landim e Yamamoto (2013).

O estimador definido em na Equação 3.30 é tido como Best Linear Unbiased Estimator -

BLUE, ou seja, é o melhor estimador por fornecer predições não-viesadas e com variâncias mínimas.
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Tais qualidades são garantidas, pois os pesos λm são determinados impondo-se que a esperança

do erro seja zero (não-viesada) e a variância do erro seja mínima (SOARES, 2014).

3.6 Matriz de ponderação espacial e correlação espacial bivariada

Uma matriz de ponderação espacial é uma matriz quadrada, de dimensão n× n, sendo n

o número de observações, em que os pesos espaciais wij representam o grau de conexão entre as

regiões, segundo algum critério de proximidade, mostrando a influência da localização j sobre a

localização i. Desta forma, a matriz de pesos apresenta uma espécie de ponderação da influência

que as localizações exercem entre si (ALMEIDA, 2013).

A distância geográfica pode ser utilizada para estabelecer o grau de conexão expresso nas

matrizes de pesos espaciais. Neste trabalho foram utilizadas as matrizes de ponderação espacial W

(BIVAND; WONG, 2018) e C (BIVAND; PEBESMA; GÓMEZ-RUBIO, 2013), ambas de dimensão n×n.

A distância geográfica, por sua vez, depende de uma determinada métrica. Para o desenvolvimento

desta tese foram utilizadas as métricas de distância euclidiana e do inverso da distância euclidiana.

3.6.1 Matriz de peso por linha W

A matriz de ponderação espacial W = [(wij)] é padronizada por linha, de modo que a soma

dos pesos de cada linha seja igual a 1. Para a distância euclidiana, o cálculo do peso wij é vinculado

ao número de vizinhos, sendo dado por wij =
1
vi

, em que vi é o número total de vizinhos na i-ésima

linha, considerando as colunas j que possuem vizinhos. Para as localizações que não possuem

vizinhos, é atribuído peso wij = 0. São considerados vizinhos as localizações i e j cuja distância

é inferior a distância de corte. Para o inverso da distância euclidiana, o peso é vinculado apenas

as distâncias, sendo dado por wij =
1

Σn
j=11/dj

1
dij

, em que Σn
j=11/dj representa a soma do inverso

das distâncias entre os vizinhos na i-ésima linha considerando as n colunas, e 1
dij

é o inverso da

distância do elemento pertencente a linha i e coluna j, i ̸= j = 1, · · · , n (BIVAND; WONG, 2018).

Para i = j, wij = 0.

3.6.2 Matriz de peso global C

A matriz de peso C = [(cij)] é globalmente padronizada, fazendo com que a soma dos

pesos seja n, e alterando o modo com que os pesos cij são obtidos. Para a distância euclidiana, a

ponderação é dada por cij = 1
v , em que v é o número total de vizinhos considerando os n pontos.

Enquanto para o inverso da distância euclidiana, o peso é calculado por cij = 1
Σn

i,j=11/dij
1
dij

, em que

Σn
i,j=11/dij representa a soma do inverso das distâncias considerando todos os vizinhos (BIVAND;

PEBESMA; GÓMEZ-RUBIO, 2013). Para i = j, cij = 0.



23

Utilizando uma matriz de ponderação espacial, é possível estabelecer a correlação espacial

entre duas variáveis georreferenciadas em n pontos amostrais. Dentre as expressões apresentadas

na literatura para esse fim, pode-se destacar os índices de Moran bivariado (ANSELIN; SYABRI;

SMIRNOV, 2002; ALMEIDA, 2013) e de Lee (LEE, 2001).

3.6.3 Índice de Moran bivariado

A maioria dos trabalhos existentes na literatura. que utilizam a correlação espacial bivariada,

fazem uso do índice de Moran bivariado (CIMA et al., 2018; WIECZOREK et al. 2018; ADEGBOYE

et al., 2021; QUEIROZ; MEDRONHO, 2021; RIBEIRO et al., 2021). O uso da correlação espacial

bivariada aborda desde o agronegócio, em como associar a produção agrícola e a capacidade

de armazenamento de grãos; a saúde pública, em que se pode associar número de casos de

COVID-19 e o fluxo de viagens ou a transmissão de doenças e regiões com diferentes indicadores

socieconômicos; o nicho ambiental, no qual se correlaciona a quantidade de metais no solo com

impactos ambientais para avaliar risco ecológico.

O índice de Moran bivariado possui duas principais expressões, descritas por Anselin,

Syabri e Smirnov (2002) (Equação 3.31) e por Almeida (2013) (Equação 3.32):

Ixy =
Σn
i=1Σ

n
j=1(xi − x)(yj − y)wij

Σn
i=1Σ

n
j=1wij

√
Σn

i=1(xi−x)2

n
Σn

i=1(yi−y)2

n

, (3.31)

Ix1x2 =
n

Σn
i=1Σ

n
j=1wij

Σn
i=1Σ

n
j=1(x1i − x1)(x2j − x2)wij√

Σn
i=1(x1i−x1)2

n

, (3.32)

em que: n é o número de pontos amostrais georreferenciados; xi (x1i) e yi,j (x2j) são os valores

dos atributos X (X1) e Y (X2) nas i,j-ésimas observações, i, j = 1, · · · , n; x (x1) e y (x2) são os

valores médios dos atributos X (X1) e Y (X2) na área em estudo; wij é um elemento da matriz de

pesos espaciais.

Todavia, na proposta desenvolvida por Almeida (2013), apenas a variância de uma das

variáveis é considerada, de modo que um atributo deve ser covariável do outro, pois trocar a ordem

em que as variáveis são selecionadas influencia diretamente no valor obtido para o índice de Moran

bivariado.

3.6.4 Índice de Lee

A proposta desenvolvida por Lee (2001) se assemelha a de Anselin, Syabri e Smirnov

(2002) e utiliza a variância de ambas as variáveis. Logo, a ordem em que os atributos são tomados

não afeta o valor da correlação espacial entre eles. A expressão do índice de Lee para o cálculo da

correlação espacial bivariada é dada por:

L =
n

Σn
i=1(Σ

n
j=1wij)2

Σn
i=1[(Σ

n
j=1wij(xi − x))(Σn

j=1wij(yj − y))]√
Σn
i=1(xi − x)2

√
Σn
i=1(yi − y)2

, (3.33)
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sendo a descrição dos elementos dessa expressão análoga à da Equação 3.31. Os valores de L

variam entre -1 e 1.

Entretanto, comparada às propostas de Anselin, Syabri e Smirnov (2002) e Almeida (2013),

a metodologia desenvolvida por Lee (2001) é pouco explorada na literatura. Realizando-se um

mapeamento sistemático de literatura, nas principais bases de dados (ScienceDirect, Scopus, Web

of Science e Wiley ), ao longo de mais de uma década e excluindo as duplicidades, foi obtido um total

de 229 trabalhos que utilizaram o índice de Moran bivariado, contra apenas 25 que empregaram o

índice de Lee, sendo, portanto, dez vezes menos aplicado. Foi encontrado apenas um estudo com o

índice de Lee no contexto agrícola (GASO et al., 2021), que utilizou essa métrica apenas para validar

um modelo de previsão de produtividade da soja. Sendo assim, não foi um estudo exploratório sobre

o índice de Lee.

Desse modo, o desenvolvimento desta tese pode contribuir para divulgação do índice de

Lee no meio científico, especialmente no ambiente agrícola.

3.7 Amostragem espacial

Como já apontado brevemente em seções anteriores, a análise da variabilidade espacial

de variáveis georreferenciadas é fundamental para o gerenciamento localizado do solo, realizado

por técnicas de Agricultura de Precisão e isso requer a coleta de alguns pontos amostrais na

área. Dada a inviabilidade de se analisar toda a população, a discretização da área agrícola deve

agregar uma grade amostral representativa (ZHANG et al., 2018), pois a eficiência dos mapas de

variabilidade espacial de atributos do solo e da planta, que serão utilizados como tomada de decisão

no gerenciamento agrícola, dependem, especialmente, da qualidade da amostragem realizada e sua

de capacidade em representar a realidade de campo (SANCHES; MAGALHÃES; FRANCO, 2019).

Faz parte do planejamento amostral, deliberar sobre o tamanho, o formato e o relevo da

região sob estudo (GAO et al., 2016). Além disso, deve-se estabelecer o número de pontos que

serão coletados e a distribuição espacial destes na área (MIOT, 2011). O número de pontos e a

configuração amostral dependem, principalmente, dos recursos financeiros e dos equipamentos

disponíveis.

A literatura apresenta diversas configurações amostrais, dentre as quais estão as tradici-

onais, como: a aleatória simples (Figura 3.1a), a sistemática (Figura 3.1b), a estratificada (Figura

3.1c) e a por clusterização (Figura 3.1d) (SINGH; MASUKU, 2014).



25

Figura 3.1 – Configurações amostrais tradicionais: (a) aleatória simples; (b) sistemática; (c) es-
tratificada; (d) por cluster. As circunferências em vermelho indicam as observações
selecionadas para amostragem. Nas configurações sem tais circunferências, todos os
pontos representam observações amostrais.

Há também outras configurações, cuja base são as tradicionais, mas que foram aprimoradas

e têm se mostrado mais vantajosas em termos da representatividade espacial demonstrada. Como

exemplo, tem-se: a lattice plus close pairs (Figura 3.2a) e a lattice plus in fill (Figura 3.2b), que têm

como base a amostragem aleatória (CHIPETA et al., 2017). Há, também, àquelas fundamentadas na

estratificação da área, como a multi-stage (Figura 3.2c), a multi-phase (Figura 3.2d) e a generalized

random tesselation (Figura 3.2e) (BENEDETTI; PIERSIMONI; POSTIGLIONE, 2015). As rotinas

para confecção das malhas amostrais (c), (d) e (e), exibidas na Figura 3.2, estão disponibilizadas em

Benedetti, Piersimoni e Postiglione (2015).

Em suma, na amostragem lattice plus close pairs, tem-se os pontos da grade regular,

cuja distância é δ, aos quais são adicionados aleatoriamente uma quantidade pré-fixada de pontos,

dentro de uma circunferência de raio αδ, cujo centro é sempre um ponto da grade regular tomado

ao acaso. É necessário que αδ < ∆, 0 < α < 0, 5, para que o ponto acrescentado esteja mais

próximo a um ponto da grade regular do que seu vizinho também pertencente à grade regular. A

amostragem lattice plus in fill assemelha-se a close pairs, a diferença é que são adicionados à

grade regular alguns esquemas amostrais regulares menores. Na multi-stage a área é estratificada e,

posteriormente, toma-se aleatoriamente um determinado número de estratos, dentro dos quais todos

os pontos são selecionados para amostragem. Na multi-phase, a área também é estratificada, mas

considera-se todos os estratos, nos quais faz-se uma pré-seleção de uma quantidade p de pontos,

de modo aleatório. E dentre estes p pontos, sorteiam-se t em cada estrato para serem amostrados.

Finalmente, na generalized random tesselation, a estratificação é feita com base no polígono de

Voronoi, sendo uma amostra selecionada aleatoriamente em cada polígono.
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Figura 3.2 – Configurações amostrais aprimoradas: (a) lattice plus close pairs; (b) lattice plus in fill ;
(c) multi-stage; (d) multi-phase; (e) generalized random tesselation. As circunferências
em vermelho indicam as observações selecionadas para amostragem, com exceção de
(d), em que se faz uma pré-seleção (em vermelho) e uma seleção final (em amarelo).
Nas configurações sem tais circunferências, todos os pontos representam observações
amostrais.

Em relação ao tamanho amostral, vários trabalhos têm sido realizados no âmbito da

densidade amostral (CAON; GENÚ, 2013; VAN BUSSEL et al., 2016). Para esses pesquisadores,

o intuito é confrontar diferentes intensidades de pontos amostrais e analisar os efeitos da redução

no número de obser vações aliada ao aumento na distância entre os pontos. Ainda sob o viés do

redimensionamento amostral, pode-se citar os algoritmos de otimização, como os de inteligência

artificial (TILLÉ, 2011; WADOUX et al., 2017) e também o uso do tamanho amostral efetivo (ESS)

(ACOSTA; VALLEJOS, 2018; ACOSTA; VALLEJOS; GRIFFITH, 2018). Essas diferentes metodologias

de redimensionamento amostral têm um objetivo comum: avaliar qual o menor tamanho amostral

possível para a área, de modo que a qualidade das predições espaciais e, consequentemente, dos

mapas seja minimamente afetada. A busca pela redução amostral é justificada pelos altos custos

vinculados às análises laboratoriais das amostras.
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3.8 Tamanho amostral efetivo

3.8.1 Tamanho amostral efetivo univariado

A proposta do Effective Sample Size - ESS (Tamanho amostral efetivo) considera que alguns

pontos amostrais coletados estão altamente correlacionados entre si, proporcionando informações

repetidas em relação à variabilidade espacial. Sendo assim, o ESS utiliza os efeitos da autocorrelação

espacial entre as observações para estimar um novo tamanho amostral (GRIFFITH, 2005). Para

calcular o valor do tamanho amostral efetivo, é necessário que já tenha sido realizado pelo menos

um levantamento amostral na área desejada. Dessa forma, são conhecidos previamente o número

de pontos amostrais e a disposição destes no campo, além da estrutura de dependência espacial da

variável georreferenciada (VALLEJOS; OSORIO, 2014).

A expressão do tamanho amostral efetivo univariado tem como base a matriz de informação

de Fisher sobre a média. Quando se considera um processo estocástico estacionário, em que o

conjunto de observações do atributo segue uma distribuição normal, a expressão da matriz de

informação de Fisher sobre a média tem a seguinte expressão (URIBE-OPAZO; BORSSOI; GALEA,

2012):

K(β) = 1TΣ−11. (3.34)

Embasado em 3.34 e considerando um vetor aleatório Y observado nas n localizações

amostrais, com distribuição normal de probabilidade e sem a presença de covariáveis, a proposta de

Vallejos e Osorio (2014) para a estimação do tamanho amostral efetivo univariado é dada por:

ESS = 1TR−11, (3.35)

em que 1 é o vetor unitário n× 1, sendo n o número de pontos amostrais da grade amostral original

(n ≥ 1) e R é a matriz de correlação espacial, n× n, inversível, cuja expressão é dada por:

Rml =

{
1, se m = l
σ̂2ρ(h)
σ̂2+τ̂2

, se m ̸= l,
(3.36)

em que Rml, m, l = 1, . . . , n, é o valor estimado da correlação espacial existente entre o m-

ésimo e o l-ésimo ponto amostral, ρ(h) é a função de correlação, cujo cálculo depende do modelo

geoestatístico e da distância euclidiana h entre as observações (CRESSIE, 2015) e σ̂2 e τ̂2 são os

valores estimados dos parâmetros contribuição e efeito pepita, respectivamente.

Sobre os valores estimados do tamanho amostral efetivo univariado, incidem as seguintes

propriedades (VALLEJOS; OSORIO, 2014):

(i) ESS diminui à medida que a correlação espacial aumenta;

(ii) ESS = 1 quando se tem uma perfeita correlação espacial entre todos os pares de observações;

(iii) ESS = n quando não há correlação espacial entre os pares de observações, em que n é o

número de observações georreferenciadas de uma variável;

(iv) ESS cresce conforme n aumenta;
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(v) ESS ≥ 1.

Vários trabalhos foram desenvolvidos utilizando a abordagem univariada proposta por

Vallejos e Osorio (2014). Acosta, Vallejos e Osorio (2016) quantificaram o ESS univariado para

um modelo de regressão, incluindo correlações espaciais e seriais existentes. Acosta e Vallejos

(2018) utilizaram o método para estimar o ESS univariado, considerando modelos espaciais de

regressão. Canton et al. (2021) fizeram uso da distribuição t-student e do algoritmo EM para modelar

diferentes profundidades de resistência do solo à penetração (RSP) com observações discrepantes

e calcularam o ESS univariado para cada faixa de profundidade.

Feitas essas considerações em relação ao ESS univariado, será explorada uma metodologia

apresentada na literatura para o tamanho amostral efetivo bivariado.

3.8.2 Tamanho amostral efetivo bivariado

No contexto agrícola, geralmente, são considerados vários atributos do solo no estudo

da variabilidade espacial. Assim, considerando-se o gerenciamento regionalizado do solo, torna-se

impraticável obter um redimensionamento amostral diferente para cada variável. O tamanho amostral

efetivo bivariado possibilita estimar um novo número de pontos amostrais, a partir da correlação

espacial entre observações amostrais de duas variáveis. Logo, o novo tamanho amostral é constituído

apenas por observações espacialmente independentes, evitando que sejam coletadas informações

duplicadas.

A proposta multivariada que será apresentada foi desenvolvida por Vallejos e Osorio

(2014), com base no trabalho conduzido por Griffith (2005). Entretanto, com base na proposta

desta pesquisa, será considerado apenas o caso bivariado. Considere {X(sm); sm ∈ S ⊂ R2} e

{Y (sm); sm ∈ S ⊂ R2}, m = 1, . . . , n, dois campos aleatórios representando as observações dos

atributos de interesse nas sm localizações amostradas. A metodologia para estimação do tamanho

amostral efetivo bivariado (p = 2) é dada por:

ESSp =
1T(1)((AdΦd ⊗ I)Ψ

1/2
d )T (R⊗ I)((AdΦd ⊗ I)Ψ

1/2
d )1(1)

1T(2)AdΦdRΦdAd1(2)
, (3.37)

em que: ⊗ representa o produto de Kronecker; R, de dimensão p × p, em que p é o número de

variáveis consideradas, é a matriz de correlação linear entre as p variáveis; Ad, de dimensão p× p, é

uma matriz diagonal contendo o coeficiente dos p autovetores padronizados da matriz de correlação

linear; 1(1) é um vetor unitário n× 1; 1(2) é um vetor unitário p× 1; Φd, de dimensão p× p é uma

matriz diagonal contendo o desvio padrão da k-ésima variável, σ̈k, k = 1, . . . , p; I, de dimensão

n × n, é a matriz identidade; Ψd, de dimensão np × np, é uma matriz bloco diagonal contendo

as matrizes Rk, de ordem n × n, de correlação espacial de cada k-ésima variável, k = 1, . . . , p

(Equação 3.36).

Ao efetuar os cálculos matriciais de 3.37, considerando p = 2, tem-se que:

AdΦd =

(
α 0

0 1− α

)(
σ̈X 0

0 σ̈Y

)
=

(
ασ̈X 0

0 (1− α)σ̈Y

)
,
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em que α e (1−α), 0 ≤ α ≤ 1, são os coeficientes dos autovetores padronizados dos componentes

principais, que atuam como pesos aplicados nos atributos X e Y , respectivamente.

Então,

(AdΦd)R(ΦdAd) =

(
ασ̈X 0

0 (1− α)σ̈Y

)(
1 ρXY

ρXY 1

)(
σ̈Xα 0

0 σ̈Y (1− α)

)

=

(
α2σ̈2

X α(1− α)σ̈Y σ̈XρXY

α(1− α)σ̈X σ̈Y ρXY (1− α)2σ̈2
Y

)
.

Dessa forma,

1T(2)AdΦdRΦdAd1(2) = α2σ̈2
X + (1− α)2σ̈2

Y + 2α(1− α)ρXY σ̈X σ̈Y . (3.38)

Sendo:

Ψd =

(
R

−1/2
X 0

0 R
−1/2
Y

)
, (3.39)

então,

([(AdΦd)⊗ I]Ψ
1/2
d )T =

[(
ασ̈X 0

0 (1− α)σ̈Y

)
⊗ I

](
(R

−1/2
X )T 0

0 (R
−1/2
Y )T

)

=

(
ασ̈X(R

−1/2
X )T 0

0 (1− α)σ̈Y (R
−1/2
Y )T

)
,

em que 0 é uma matriz n× n.

Tem-se que:

R⊗ I =

(
1 ρXY

ρXY 1

)
⊗ I =

(
I ρXY I

ρXY I I

)
.

Assim,

((AdΦd ⊗ I)Ψ
1/2
d )T (R⊗ I)((AdΦd ⊗ I)Ψ

1/2
d ) =

=

(
ασ̈X(R

−1/2
X )T 0

0 (1− α)σ̈Y (R
−1/2
Y )T

)(
I ρXY I

ρXY I I

)
(

ασ̈X(R
−1/2
X ) 0

0 (1− α)σ̈Y (R
−1/2
Y )

)

=

(
α2σ̈2

X(R−1
X ) α(1− ασ̈X σ̈Y ρXY (R

−1/2
X )T (R

−1/2
Y )

α(1− α)σ̈X σ̈Y ρXY (R
−1/2
X )T (R

−1/2
Y ) (1− α)2σ̈2

Y (R
−1
Y )

)
.

Donde, tem-se que:

1T(1)((AdΦd ⊗ I)Ψ
1/2
d )T (R⊗ I)((AdΦd ⊗ I)Ψ

1/2
d )1(1) =

α2σ̈2
X1T(1)R

−1
X 1(1) + (1− α)2σ̈2

Y 1
T
(1)R

−1
Y 1(1) + 2α(1− α)ρXY σ̈X σ̈Y 1

T
(1)R

−1/2
X R

−1/2
Y 1(1), (3.40)

sendo (R
−1/2
X )T = R

−1/2
X , devido à simetria da matriz R.
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Quando as expressões 3.38 e 3.40 são substituídas em 3.37, tem-se uma versão ponderada

do tamanho amostral efetivo bivariado:

ESSXY =
α2σ̈2

X1T(1)R
−1
X 1(1) + (1− α)2σ̈2

Y 1
T
(1)R

−1
Y 1(1) + 2α(1− α)ρXY σ̈X σ̈Y 1

T
(1)R

−1/2
X R

−1/2
Y 1(1)

α2σ̈2
X + (1− α)2σ̈2

Y + 2α(1− α)ρXY σ̈X σ̈Y
.

Dessa forma, Vallejos e Osorio (2014) e Griffith (2005), autores referência na metodologia

do tamanho amostral efetivo em processos espaciais, sugerem um versão ponderada da expressão

3.35 para evitar o uso da estrutura de correlação espacial entre as variáveis. Esse fato é citado

pelos próprios autores e pode ser observado na matriz de correlação espacial (Equação 3.39), a

qual não considera a existência de correlação espacial entre as variáveis, sendo utilizada apenas

uma correlação linear (Equação 3.38). Além disso, apesar de Vallejos e Osorio (2014) relatarem a

associação entre a equação do tamanho amostral efetivo univariado e a matriz de informação de

Fisher sobre a média, não remetem a esse vínculo no caso bivariado.

Em pesquisa conduzida por Canton, Guedes e Uribe-Opazo (2021), foi realizada uma

redução amostral multivariada, utilizando nove atributos físico-químicos do solo em uma área

agrícola com plantio de soja. Foi considerada nesse estudo a versão ponderada do ESS multivariado

(Equação 3.37), logo não se têm uma estrutura de correlação espacial entre as variáveis.

De acordo com Griffith (2005), para se correlacionar espacialmente duas variáveis sem

considerar ponderações na estimação do tamanho amostral efetivo bivariado, deve se analisar duas

fontes de informação: a correlação entre os dois atributos e a associação espacial dentro de cada um.

Com base nisso, Vallejos e Acosta (2021) propuseram um método multivariado para estimar o ESS,

dividindo os atributos em grupos de dois e utilizando o bivariate coregionalization model - BCRM

(modelo espacial bivariado de corregionalização) para calcular o ESS bivariado. Posteriormente, o

ESS multivariado foi estimado fazendo a média dos valores do ESS bivariado calculados.

O BCRM propõe uma estrutura paramétrica em que se tem um parâmetro de correlação

espacial comum a duas variáveis e outro parâmetro de correlação espacial exclusivo a uma das

variáveis. Todavia, dessa forma, necessariamente a correlação espacial da outra variável é descon-

siderada do modelo. Por outro lado, o bivariate Gaussian common component model – BGCCM

(modelo espacial Gaussiano bivariado com componente de correlação parcialmente comum) consi-

dera tanto a correlação espacial entre as duas variáveis quanto a associação espacial individual de

ambas e não apenas de uma.

Sendo assim, considerando o modelo espacial BGCCM e tendo como base as propostas

de Vallejos e Osorio (2014) e Vallejos e Acosta (2021), a expressão para a estimação do tamanho

amostral efetivo bivariado (ESSbi) utilizada neste trabalho foi calculada da seguinte forma:

ESSbi = 1TR−1
(bi)1, (3.41)

em que: 1 é o vetor unitário de dimensão 2n×1, em que n é o número de observações somadas das

duas variáveis na grade amostral original (n ≥ 1); R(bi) é a matriz de correlação espacial bivariada,

2n× 2n, obtida a partir das Equações 3.12 e 3.13.
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4 Artigos

4.1 Artigo 1: Correlação espacial bivariada entre atributos do solo e produ-

tividade da soja em uma área agrícola

Resumo1

Utilizar a correlação espacial bivariada possibilita identificar padrões e comportamentos que sugerem

uma associação espacial entre dois atributos do solo, viabilizando assim um melhor gerenciamento

do solo e um uso mais eficiente dos recursos. O objetivo principal deste trabalho foi analisar a

correlação espacial bivariada, considerando variáveis com diferentes estruturas de dependência

espacial, calculando o índice de Lee bivariado. Para modelar e descrever o padrão espacial de

duas variáveis correlacionadas espacialmente, foi utilizado o modelo bivariado com componente de

correlação parcialmente comum (BGCCM). Foram associadas as variáveis produtividade da soja e

matéria orgânica com atributos químicos do solo, além de nove pares de variáveis simuladas, cujo

intuito foi reproduzir um rol de possibilidades presentes nos dados agrícolas. Observou-se tanto

nos resultados dos dados simulados quanto dos dados reais, que quanto maior o alcance prático

comum, maior o valor do índice de Lee, indicando uma correlação espacial bivariada mais elevada.

Além disso, quanto menor a distância entre os pares de pontos vizinhos, maior é o valor do índice de

Lee. A produtividade da soja apresentou correlação espacial direta com a soma de bases, e com

os teores de cálcio e magnésio. Enquanto a matéria orgânica teve correlação espacial direta com

a soma de bases e inversa com o teor de fósforo. Estudos em solos agrícolas cuja capacidade de

troca catiônica é baixa, é fundamental analisar a correlação espacial bivariada da produtividade da

soja e matéria orgânica com os atributos químicos do solo. Assim, é viável identificar padrões e

comportamentos que sugiram uma associação espacial entre tais pares de atributos, possibilitando

tomadas de decisão na área agrícola.

Palavras-chave: BGCCM, correlograma, geoestatística, índice de Lee, semivariograma cruzado.

4.1.1 Introdução

O desafio atual do setor agrícola é manter um ritmo crescente de aumento de produção,

preferencialmente sem aumentar a área plantada, o que implica um aumento da produtividade. Uma

das possibilidades para o incremento da produtividade agrícola é utilizar o avanço tecnológico para
1 Artigo aceito na revista Australian Journal of Crop Science.
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aperfeiçoar o conhecimento das exigências nutricionais de cada cultura, proporcionando o correto

uso de insumos na propriedade agrícola (DEISS et al., 2020).

Estudos demonstram a importância de se investigar a existência de uma relação da

quantidade de nutrientes do solo com a produtividade da soja, visando estabelecer um melhor

gerenciamento da produção desta commoditie agrícola (MALVEZI et al., 2019; DEUS et al., 2020).

Isso porque o excesso ou a falta de macro e micronutrientes no solo pode alterar as fases de

crescimento e desenvolvimento da planta, afetando o grão e, consequentemente, a produtividade

da soja (MENGEL; KIRKBY, 2001; MALAVOLTA, 2006; BARBOSA et al., 2016). Em solos agrícolas

cuja capacidade de troca catiônica (CTC) é baixa, a matéria orgânica tem um papel relevante, pois

em quantidades adequadas melhora as condições físicas e químicas do solo, além de auxiliar na

disponibilidade de nutrientes para as plantas, contribuindo, assim, com o aumento da fertilidade

(CUNHA; MENDES; GIONGO 2015; SIQUEIRA-NETO et al., 2021).

Dessa forma, torna-se imprescindível avaliar os dados de produtividade da soja e da matéria

orgânica em relação aos atributos químicos e físicos do solo, empregando para tal a estatística

espacial de áreas, que considera simultaneamente as informações referentes ao valor e à localização

geográfica das variáveis. Utilizando a correlação espacial bivariada, é possível identificar padrões e

comportamentos que sugiram uma associação espacial entre dois atributos do solo, viabilizando as

tomadas de decisão (CIMA et al., 2018).

Dentre os trabalhos existentes na literatura e que utilizam a correlação espacial bivariada,

observa-se o o uso de duas expressões principais (MATKAN et al., 2013; CIMA et al., 2018). Uma

é descrita por Lee (2001) e Anselin, Syabri e Smirnov (2002), de forma bem similar, enquanto a

outra é apresentada por Almeida (2013). Na proposta de Almeida (2013), apenas a variância de

uma das variáveis é considerada no denominador da razão que expressa essa medida, de modo

que um atributo deve ser covariável do outro. Dessa forma, trocar a ordem em que as variáveis são

selecionadas influencia diretamente no valor da correlação espacial bivariada. A proposta obtida por

Lee (2001) e Anselin, Syabri e Smirnov (2002) utiliza a variância de ambas as variáveis, de modo

que a ordem em que os atributos são tomados não afeta o valor da correlação espacial entre eles.

Entretanto, comparado ambas as propostas, de Anselin, Syabri e Smirnov (2002) e Almeida

(2013), as quais são denominadas de índice de Moran bivariado, a metodologia desenvolvida por

Lee (2001) é pouco explorada na literatura. Realizando um mapeamento sistemático de literatura

nas principais bases de dados (ScienceDirect, Scopus, Web of Science e Wiley ), ao longo de mais

de uma década e excluindo as duplicidades, foi obtido um total de 229 trabalhos científicos que

utilizaram o índice de Moran bivariado, contra apenas 25 que empregaram o índice de Lee. Foi

encontrado um único estudo utilizando o índice de Lee no contexto agrícola (GASO et al., 2021), o

qual aplicou essa métrica apenas para validar um modelo de previsão de produtividade da soja. Não

sendo, portanto, um estudo exploratório sobre o índice de Lee.

Sendo assim, foram estabelecidos como objetivos para este trabalho: a) analisar ensaios

considerando pares de variáveis simuladas com diferentes valores para o alcance prático comum

e explorar o índice de Lee para o cálculo da correlação espacial bivariada; b) calcular o índice de

Lee explorando diferentes matrizes de ponderação espacial e métricas para o cálculo da distância

entre os pares de pontos; c) calcular a correlação espacial bivariada utilizando o índice de Lee

para diferentes pares de atributos: matéria orgânica (MO) e fósforo (P), MO e soma de bases (SB),

produtividade da soja (Prod) e cálcio (Ca), Prod e magnésio (Mg) e Prod e SB. Para o ajuste dos



38

dados foram utilizados o modelo espacial bivariado com componente de correlação parcialmente

comum (BGCCM) e o semivariograma cruzado, os quais tiveram seus resultados comparados.

4.1.2 Material e métodos

Para o cálculo do índice de Lee foram considerados pares de variáveis correlacionados

espacialmente, seguindo o modelo bivariado BGCCM. Além disso, foram utilizadas duas matrizes

de ponderação espacial (W e C) e duas métricas para o cálculo da distância entre as observações

vizinhas (distância euclidiana e inverso da distância euclidiana).

Modelo espacial Gaussiano bivariado

Nos casos em que existem evidências estatísticas de correlação espacial entre dois

atributos, pode-se modelar e descrever o padrão espacial dessas variáveis, considerando um modelo

espacial Gaussiano bivariado (FONSECA, 2008). Foi empregado neste estudo o modelo bivariado

com componente de correlação parcialmente comum - BGCCM (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007).

Na proposta do BGCCM, sugere-se que existem dois campos aleatórios Gaussianos que

podem ser modelados como (FONSECA, 2008):{
Y1 = µ1 + σ01S0 + σ1S1

Y2 = µ2 + σ02S0 + σ2S2

, (4.1)

em que µ1, µ2 são as médias das variáveis Y1 e Y2, respectivamente; σ∗ = (σ01, σ1, σ02, σ2)T é o

vetor de parâmetros de dispersão vinculados ao modelo geoestatístico bivariado; S0, S1 e S2 que

são campos aleatórios Gaussianos mutuamente independentes. O campo aleatório S0 é comum às

variáveis Y1 e Y2, enquanto S1 e S2 estão associados a cada variável individualmente (RIGHETTO,

2012). Sendo assim, o modelo BGCCM exibe uma estrutura de covariância construída a partir de

três funções de correlação válidas para S0, S1 e S2, as quais serão denotadas por ρ0, ρ1 e ρ2,

respectivamente.

Suponha que Yk(sm) e Yk(sl) sejam observações do atributo Yk mensuradas nas localiza-

ções sm e sl,as quais estão separadas por uma distância euclidiana h = hml, com m, l = 1, . . . , nk

e k = 1, 2. Desta forma, tem-se Y = (Y1, Y2)
T , em que o vetor Y possui uma distribuição gaussiana

n-variada, com n = n1 + n2, sendo n1 e n2 os tamanhos amostrais de Y1 e Y2, respectivamente.

Neste trabalho, foi considerado que n1 = n2. Além disso, Y tem vetor de médias µ = (µ1, µ2)
T e

matriz de covariâncias positiva definida ΣY , dada por (FONSECA, 2008):

ΣY =

(
Σ1 Σ1,2

Σ1,2 Σ2

)
, (4.2)

em que Σk é a matriz de covariância da variável Yk, com dimensão nk × nk, k = 1, 2; Σ1,2,

n1 × n2, é a matriz com as covariâncias cruzadas entre as variáveis Y1 e Y2; os elementos da

matriz de covariância ΣY são dados por C(h) = σ2
0kρ0(h) + σ2

kρk(h), em que C representa a
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função de covariância em relação a distância h, e ρ0, ρk são as funções de correlação em S0 e Sk,

respectivamente, para k = 1, 2.

Logo, a distribuição de probabilidade do vetor Y depende da estimação do vetor de

parâmetros θ∗ = (µ∗,σ∗,φ∗)T , em que o vetor µ∗ = (µ1, µ2)
T está associado à média, o vetor

σ∗ = (σ01, σ1, σ02, σ2)
T é o vetor de dispersão, e o vetor φ∗ = (φ0 , φ1, φ2)

T está associado a

função de alcance φt, vinculada ao modelo geoestatístico escolhido para a função de correlação

espacial ρt, em que t = 0, 1, 2 está relacionado ao campo aleatório St. Segundo Righetto (2012), a

estimação dos parâmetros de θ∗ seguem os mesmos critérios de técnicas geoestatísticas univariadas.

Assim, neste trabalho, foi utilizado o método de máxima verossimilhança para estimação dos

parâmetros (CRESSIE, 2015).

Matriz de ponderação espacial e correlação espacial bivariada

Uma matriz de ponderação espacial é uma matriz quadrada, de dimensão n× n, em que

os pesos espaciais wij representam o grau de conexão entre as regiões segundo algum critério de

proximidade, mostrando a influência da localização j sobre a localização i, i, j = 1, . . . , n. Dessa

forma, a matriz de pesos apresenta uma espécie de ponderação da influência que as localizações

exercem entre si (ALMEIDA, 2013).

Para estabelecer o grau de conexão expresso nas matrizes de pesos espaciais foi conside-

rada a distância geográfica, que por sua vez, depende de uma determinada métrica. Neste trabalho,

foram utilizadas as matrizes de ponderação espacial W e C, ambas de dimensão n× n, em que n

é o número de observações, e como métricas a distância euclidiana (DE) e o inverso da distância

euclidiana (IDE).

A matriz de peso W = [(wij)] é padronizada por linha, de modo que a soma dos pesos de

cada linha seja igual a 1. Para a DE, wij =
1
vi

, em que vi é o número total de vizinhos na i-ésima

linha, considerando as colunas j que possuem vizinhos. Para as localizações que não possuem

vizinhos, é atribuído peso wij = 0. São considerados vizinhos as localizações i e j cuja distância é

inferior a distância de corte. Neste trabalho, a distância de corte variou de 200 a 1750 metros para

os dados simulados, e de 140 a 1750 metros para os dados reais. Para o IDE, wij =
1

Σn
j=11/dj

1
dij

,

em que Σn
j=11/dj representa a soma do inverso das distâncias entre os vizinhos na i-ésima linha

considerando as n colunas, e 1
dij

é o inverso da distância do elemento pertencente a linha i e coluna

j, i ̸= j = 1, · · · , n (BIVAND; WONG, 2018). Para i = j o peso é zero.

A matriz de peso C = [(cij)] é globalmente padronizada, fazendo com que a soma dos

pesos seja n, e alterando o modo com que os pesos cij são obtidos. Para a DE, cij = 1
v , em que v

é o número total de vizinhos considerando os n pontos. Enquanto para o IDE, cij = 1
Σn

i,j=11/dij
1
dij

,

em que Σn
i,j=11/dij representa a soma do inverso das distâncias considerando todos os vizinhos

(BIVAND; PEBESMA; GÓMEZ-RUBIO, 2013). Para as localizações que não apresentam vizinhos,

cij = 0.

Utilizando uma matriz de ponderação espacial, é possível estabelecer a correlação espacial

entre duas variáveis georreferenciadas em n pontos amostrais. A expressão para o cálculo da

correlação espacial bivariada, desenvolvida por Lee (2001), é dada por:
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L =
n

Σn
i=1(Σ

n
j=1wij)2

Σn
i=1[(Σ

n
j=1wij(xi − x))(Σn

j=1wij(yj − y))]√
Σn
i=1(xi − x)2

√
Σn
i=1(yi − y)2

(4.3)

em que n é o número de pontos amostrais georreferenciados; xi, yi e yj são os valores dos atributos

X e Y nas i,j-ésimas observações, i, j = 1, · · · , n; x e y são os valores médios dos atributos X e

Y na área em estudo; e wij é um elemento da matriz de pesos espaciais.

Descrição das simulações

O estudo de simulação teve como intuito reproduzir situações que poderiam ocorrer em

diferentes áreas agrícolas experimentais com quaisquer pares de atributos, agregando assim um

conhecimento prático-teórico acerca da correlação espacial bivariada entre atributos do solo com

estrutura de dependência espacial.

Foram construídos três ensaios (E1, E2, E3) considerando diferentes estruturas de depen-

dência espacial (Figura 4.1), e tendo como base o modelo bivariado com componente de correlação

parcialmente comum (BGCCM). A elaboração destes ensaios para o estudo de simulação ocorreu

considerando dois objetivos. O primeiro objetivo consistiu em analisar a variação do índice de Lee,

em relação ao aumento dos valores dos parâmetros de alcance simulado (φ), utilizando para isso,

os três ensaios que diferenciam entre si quanto ao valor do vetor de alcance.

O segundo objetivo consistiu em avaliar o desempenho do índice de Lee considerando

diferentes matrizes de ponderação espacial, combinadas a métricas distintas para o cálculo das

distâncias entre as observações. O ensaio E3 foi descartado neste objetivo pois as variáveis tiveram

raios superiores ao cutoff na etapa anterior (matriz W com a DE). Devido à similaridade observada

entre os ensaios E1 e E2, na primeira etapa, quanto aos valores do índice de Lee, foram realizados

testes para ambos os ensaios com as matrizes W e C. Entretanto, no ensaio E2, para a maioria

das variáveis o raio de dependência espacial foi superior a 1000 m, extrapolando o ponto de corte

(cutoff ). Desse modo, foi considerado na segunda etapa do trabalho apenas o ensaio E1.

Os procedimentos realizados para avaliar cada um dos objetivos foram detalhados na

Figura 4.1a.

Para cada ensaio, foram geradas nove simulações, com duas variáveis, contendo 102

pontos amostrais cada, utilizando um experimento de Monte Carlo, a partir da decomposição de

Cholesky da matriz de covariância ΣY (CRESSIE, 2015). As demais características a respeito das

simulações são apresentadas no esquema metodológico da Figura 1a.

Seguindo o esquema da Figura 4.1a, para cada um dos nove pares de variáveis simulados

de cada ensaio, foi estimado o alcance prático considerando o modelo bivariado BGCCM, a partir da

construção do semivariograma cruzado, no qual o alcance prático representa a distância máxima de

dependência espacial entre duas variáveis (CRESSIE, 2015). Na sequência, o cálculo da correlação

espacial bivariada, utilizando o índice de Lee, foi subdividido em duas etapas que correspondem aos

dois objetivos citados anteriormente (Figura 4.1a).
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Figura 4.1 – (a) Esquema metodológico usado nos estudos de simulação; (b) Área experimental
com a localização dos pontos amostrais usando coordenadas UTM. µ: vetor de médias;
σ: vetor de dispersão; φ: vetor de alcance; E1, E2, E3: ensaios 1 a 3; W e C: matrizes
de ponderação espacial.

Em ambas as etapas, o correlograma foi elaborado para investigar o comportamento

da correlação espacial bivariada de Lee. Para analisar a significância estatística dos valores que

compõem o correlograma, foi utilizado o gráfico de envelope simulado, gerado a partir de permutações

dos dados simulados nas coordenadas da grade amostral. Dessa forma, para obtenção do valor do

índice de Lee, mantêm-se inalteradas as coordenadas geográficas e permutam-se os n valores do

par de variável. Segundo Diggle e Ribeiro Junior (2007), o princípio da realização das permutações

é tentar quebrar a estrutura de dependência espacial dos dados, gerando uma espécie de dados

independentes.

Obtido o envelope de simulação a interpretação é a seguinte: o correlograma não é estatis-

ticamente significativo se a linha correspondente aos valores do índice de Lee estiver totalmente

contida entre os limites superior e inferior do envelope simulado. Caso contrário, se a linha estiver
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acima do limite superior para alguma distância de corte d, o correlograma é considerado estatisti-

camente significativo em favor da dependência espacial positiva; se a linha estiver abaixo do limite

inferior para alguma distância, o correlograma é estatisticamente significativo, porém indica uma

dependência espacial negativa entre as variáveis (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007; COSTA; SCALON,

2015). Além disso, a distância na qual o correlograma adentra o envelope é o raio de dependência

espacial do par de variáveis em questão (COSTA; SCALON, 2015). O raio de dependência espacial

foi comparado aos alcances práticos obtidos, ajustando-se o semivariograma cruzado e utilizando o

modelo bivariado.

Descrição da área em estudo e dos dados reais

Os dados foram coletados no ano-safra 2016-2017, em área comercial de produção de

grãos com 167,35 hectares, cultivada com soja, em que o plantio direto é realizado desde 1994

(Figura 4.1b). A área está localizada no município de Cascavel, região Oeste do Paraná, Brasil, com

coordenadas geográficas aproximadas de 24,95◦ Sul para latitude, 53,37◦ Oeste para longitude, e

650 m de altitude média. O solo é classificado como Latossolo Vermelho Distroférrico, o clima da

região é temperado mesotérmico e superúmido, com tipo climático Cfa (Köppen).

Nessa área, foi utilizada uma amostragem lattice plus close pairs composta por 102 pontos

amostrais, que compreende tanto uma grade regular cuja distância mínima entre os pontos foi de

141 m, como também 19 localidades que foram adicionadas aleatoriamente na grade regular e que

apresentam distâncias menores, com algumas observações (de 50 e 75 m) (Figura 4.1b). Todos os

dados coletados foram georreferenciados por um aparelho receptor de sinal com Sistema Global de

Navegação por Satélite (GNSS), sob um sistema espacial de coordenadas Universal Transversa de

Mercator (UTM).

Os atributos do solo utilizados nesse estudo apresentaram dependência espacial, foram

isotrópicos e sem tendência direcional, sendo eles: teor de cálcio (Ca, cmolc dm−3); teor de fósforo

(P, mg dm−3); teor de magnésio (Mg, cmolc dm−3); teor de matéria orgânica (MO, g dm−3); soma de

bases (SB, cmolc dm−3), que representa a soma de cátions trocáveis (Ca2+, Mg2+ e K+) no solo; e

produtividade da soja na área (t ha−1).

Foram considerados como pares de variáveis a produtividade da soja (Prod) com os

atributos cálcio (Ca), magnésio (Mg) e soma de bases (SB), além da matéria orgânica (MO) com os

atributos fósforo (P) e soma de bases (SB). Esses pares foram escolhidos por terem uma associação

agronomicamente interessante, devido à contribuição no crescimento e desenvolvimento da planta e,

consequentemente, dos grãos (MENGEL; KIRKBY, 2001; MALAVOLTA, 2006; DALCHIAVON et al.,

2017).

Para o conjunto de dados reais, foram realizadas as mesmas análises de estatística espa

cial (estimação do modelo espacial BGCCM, semivariograma cruzado e cálculo do índice Lee), feitas

nos dados simulados. Para o conjunto de dados reais, foram ajustados modelos geoestatísticos para

cada par de variáveis (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007), para os quais a qualidade das estimativas

obtidas foram avaliadas utilizando os critérios de validação cruzada (FARACO et al., 2008).
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Recursos computacionais

As rotinas para o cálculo do índice de Lee e para demais análises estatísticas e geoes-

tatísticas foram desenvolvidas utilizando o software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2022),

considerando os pacotes geoR (RIBEIRO JR.; DIGGLE, 2001) e spdep (BIVAND, 2020).

4.1.3 Resultados

Dados simulados utilizando matriz de peso W e função de distância euclidiana

O modelo BGCCM apresentou os maiores valores médios estimados para o alcance prático

comum (a0), como também a menor dispersão (desvio padrão-DP) dos valores estimados desse

parâmetro, quando se comparou com as estimativas obtidas para o semivariograma cruzado (a)

(Tabela 4.1).

Foi observado que, conforme o alcance prático comum simulado pelo modelo exponencial

(a0 = 3φ0) aumentou (E1: 375, E2: 525, e E3: 825 m), os valores médios do alcance prático

estimados pelo semivariograma cruzado (a) e pelo modelo BGCCM (a0) também aumentaram

e foram muito próximos aos alcances práticos simulados (Tabela 4.1), indicando que ambas as

estimativas para o raio de dependência espacial foram satisfatórias. Verificou-se ainda que, no último

ensaio (E3), os valores médios estimados para os alcances práticos do semivariograma cruzado e

do modelo bivariado foram bem similares ao cutoff da área simulada (875 m), atendendo ao intuito

deste ensaio.

Tabela 4.1 – Valores estimados para o alcance prático (a) do semivariograma cruzado e para o
alcance prático comum (a0) do BGCCM, considerando os três ensaios. Entre parênteses
estão os valores simulados em cada ensaio.

Semivariograma Cruzado Modelo bivariado (BGCCM)

E1 E2 E3 E1 E2 E3
(375 m) (525 m) (825 m) (375 m) (525 m) (825 m)

S1 378,75 577,32 856,83 391,32 533,55 851,70
S2 372,81 485,70 804,06 385,56 541,80 845,13
S3 332,28 571,98 816,96 378,15 532,38 812,82
S4 383,34 392,19 740,40 400,80 548,22 853,14
S5 413,04 537,27 812,79 389,10 528,93 845,34
S6 435,99 519,78 834,15 381,33 570,66 827,94
S7 434,31 522,27 905,10 378,36 535,80 842,13
S8 387,99 590,34 770,07 380,07 532,26 836,10
S9 334,86 400,86 755,52 383,97 531,78 846,24

X 375,56 510,86 810,65 385,41 539,49 843,39
DP 60,26 72,62 51,62 7,37 13,11 7,69

E1, E2, E3: ensaios 1 a 3; S1, . . . , S9: os nove pares de variáveis simuladas; DP: desvio padrão; X: média. Os
alcances práticos são dados em metros.

Para os nove pares de variáveis simuladas, considerando os cinco ensaios, os valores do
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índice de Lee variaram entre 0,19 e 0,23 (E1; Figura 4.2a), 0,26 e 0,33 (E2; Figura 4.2b) e 0,37 e

0,46 (E3; Figura 4.3a). Sendo assim, em todos os ensaios, constatou-se uma correlação espacial

bivariada positiva em regiões vizinhas (LEE, 2001). Além disso, é possível notar que conforme os

alcances simulados aumentaram, os valores nos quais o índice de Lee variou também aumentaram.

Para os ensaios E1 e E2, o raio de dependência espacial variou entre 305 e 380 m (Figura

4.2a) e entre 505 e 780 m (Figura 4.2b), aproximando-se dos valores médios estimados para os

alcances práticos do semivariograma cruzado (375,56 e 510,86 m, respectivamente; Tabela 4.1) e

do modelo bivariado (385,41e 539,49 m, respectivamente; Tabela 4.1) nestes ensaios. Para o ensaio

E3, o raio de dependência espacial foi a partir de 1105 m (Figura 4.3a), sendo, portanto, superior

ao cutoff da área simulada. Dessa forma, houve uma superestimação nos raios de dependência

espacial, observados nos correlogramas, em relação aos valores médios estimados para os alcances

práticos do semivariograma cruzado e do modelo bivariado (Tabela 4.1).

Figura 4.2 – Correlograma (vermelho) e gráfico de envelope (azul) para os nove pares de variáveis
simuladas nos ensaios (a) E1 e (b) E2, considerando a matriz de pesos W e a distância
euclidiana (DE).
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Figura 4.3 – Correlograma (vermelho) e gráfico de envelope (azul) para os nove pares de variáveis
simuladas, considerando a matriz de pesos W e utilizando: (a) a distância euclidiana
(DE) no ensaio E3 e (b) o inverso da distância euclidiana (IDE).

Índice de Lee em dados simulados com diferentes matrizes e métricas de distância

Verificou-se que independente da matriz de ponderação espacial e da métrica utilizada,

os correlogramas foram estatisticamente significativos para todos os pares de variáveis simuladas

(Figuras 4.3b e 4.4). Foi constatada uma correlação espacial bivariada positiva em localizações

vizinhas para todos os pares de variáveis.

Considerando a matriz de ponderação espacial W e o inverso da distância euclidiana (IDE),

os nove pares de variáveis simuladas apresentaram valores do índice de Lee variando entre 0,20 e

0,25. O raio de dependência espacial variou entre 330 e 505 m (Figura 4.3b). Comparando estes

resultados com o ensaio E1 (Tabela 4.1; Figura 4.2a), no qual as simulações foram realizadas

apenas alterando a métrica (distância euclidiana - DE), foi verificado que os valores do raio de

dependência espacial foram menores utilizando a DE (305 a 380 m), entretanto os valores do índice

de Lee foram semelhantes (entre 0,19 e 0,23).
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Figura 4.4 – Correlograma (vermelho) e gráfico de envelope (azul) para os nove pares de variáveis
simuladas, considerando: (a) matriz de pesos C e distância euclidiana (DE), e (b) matriz
de pesos C e o inverso da distância euclidiana (IDE).

Por outro lado, utilizando a matriz de pesos C e a DE, os valores do índice de Lee variaram

entre 0,13 e 0,23, com raio de dependência espacial entre 230 e 430 m (Figura 4.4a), contrastando

este caso com o ensaio E1, no qual se alterou a matriz de pesos (para W), verificou-se uma

semelhança no valor máximo obtido para o raio de dependência espacial (380 m) (Figuras 4.2a e

4.4a). Entretanto, a maioria dos valores máximos do índice Lee foram menores e com uma maior

amplitude na variação de seus valores.

Por fim, mantendo-se a matriz de pesos (C) e alterando-se a métrica para o IDE, obtiveram-

se valores do índice de Lee entre 0,18 e 0,27 e raio de dependência espacial entre 255 e 530 m

(Figura 4.4b). Comparando as matrizes de pesos C e W, e mantendo o IDE como métrica, verificou-

se que os valores máximos do índice de Lee foram similares (Figuras 4.3b e 4.4b). Todavia, utilizando

a matriz de pesos C, o raio de dependência espacial exibiu maior amplitude (W: entre 330 e 505 m).

O tempo computacional foi um fator relevante. Isto porque, para a função de distância

euclidiana, em ambas as matrizes de peso, o tempo computacional foi semelhante, entre 120 e

140 segundos por par de variáveis simuladas. Utilizando o inverso da distância euclidiana, embora

as matrizes de peso C e W tenham sido similares, o tempo computacional foi cerca de sete vezes

maior. Para realizar o cálculo do índice de Lee para as 63 classes de distâncias entre vizinhos

por par de variáveis simuladas, considerando 99 permutações por classe, utilizou-se uma máquina

com processador Intel®Core™i5-8265U, sistema operacional de 64 bits, e memória física (RAM)

instalada de 8 GB.
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Aplicação da metodologia aos atributos do solo e produtividade da soja

Considerando os atributos químicos do solo para o Paraná, em média, os teores médios

de cálcio (Ca; 4,03 cmolc dm−3), fósforo (P; 19,53 mg dm−3), magnésio (Mg; 1,73 cmolc dm−3),

matéria orgânica (MO; 24,93 g dm−3) e soma de bases (SB; 6,05 cmolc dm−3) são considerados

altos ou muito altos (SBCS-NEPAR, 2017). Enquanto a produtividade média da soja (Prod; 3,12 t

ha−1) no ano-safra 2016-2017 foi abaixo das médias estadual (3,72 t ha−1) e nacional (3,36 t ha−1)

(CONAB, 2017). A análise exploratória evidenciou pelo coeficiente de variação (CV) que a dispersão

dos atributos do solo, como também da produtividade, varia entre média (10%≤CV≤20%), alta

(20%<CV≤30%) e heterogênea (CV>30%) (PIMENTEL GOMES; GARCIA, 2002) (Tabela 4.2).

Tabela 4.2 – Estatística descritiva dos atributos: cálcio (Ca, cmolc dm−3), fósforo (P, mg dm−3),
magnésio (Mg, cmolc dm−3), matéria orgânica (MO, g dm−3), produtividade da soja
(Prod, t ha−1) e soma de bases (SB, cmolc dm−3).

Atributos Mínimo Máximo Média DP CV

Ca 1,40 6,00 4,03 0,85 21,27
P 4,62 56,48 19,53 10,69 54,74

Mg 0,40 4,20 1,73 0,73 42,09
MO 13,40 89,80 42,14 10,51 24,93
Prod 1,51 4,20 3,12 0,54 17,33
SB 2,55 9,65 6,05 1,38 22,82

DP: desvio padrão; CV= 100 DP
Média : coeficiente de variação (%).

No semivariograma cruzado, as covariáveis da produtividade da soja (Ca, Mg e SB) foram

melhores ajustadas pelos modelos Gaussiano e exponencial (Tabela 4.3). Enquanto as covariáveis

da matéria orgânica (P e SB) tiveram seus dados ajustados pelo modelo Matérn com κ=2,5 (Tabela

4.3). Todos os pares de atributos apresentaram forte dependência espacial (CAMBARDELLA et al.,

1994). Pode-se ainda observar que o patamar (φ1 + φ2) do par MO e P é negativo (Tabela 4.3).

Como em um semivariograma cruzado o patamar se aproxima do valor da covariância entre as duas

variáveis, isso indica que a correlação entre MO e P é inversa (RIGUETTO, 2012).

Tabela 4.3 – Valores estimados para os parâmetros do semivariograma cruzado, considerando o
melhor modelo geoestatístico escolhido por validação cruzada, para os atributos: cálcio
(Ca, cmolc dm−3), fósforo (P, mg dm−3), magnésio (Mg, cmolc dm−3), matéria orgânica
(MO, g dm−3), produtividade da soja (Prod, t ha−1) e soma de bases (SB, cmolc dm−3).

Atributos Modelo geoestatístico φ̂1 φ̂2 φ̂3 â ÊPR

MO e P Matérn κ=2,5 -0,0041 -0,0337 178,43 1056,30 10,84
MO e SB Matérn κ=2,5 0,1819 5,1839 61,19 362,24 3,38
Prod e Ca Gaussiano 0,0125 0,1454 159,85 276,86 7,90
Prod e Mg Exponencial -0,0576 0,1857 161,62 484,86 23,67
Prod e SB Exponencial -0,1616 0,5268 106,55 319,65 23,47

φ̂1, φ̂2, φ̂3, â: são os valores estimados dos parâmetros efeito pepita, contribuição, função de alcance, e alcance
prático (metros), respectivamente; ÊPR = 100 φ̂1

φ̂1+φ̂2
: Efeito Pepita Relativo (%).

Para o modelo bivariado, as covariáveis da matéria orgânica (P e SB) foram melhores

ajustadas, respectivamente, pelos modelos Gaussiano e exponencial (Tabela 4.4). Em relação à

produtividade da soja, a maioria das covariáveis foram melhores ajustadas pelo modelo Matérn
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com κ=2,5, segundo os critérios de validação cruzada (Tabela 4.4). Dentre os modelos ajustados,

o Matérn com κ=2,5 é o que possui a maior constante multiplicada à função de alcance, sendo

aproximadamente 5,92φt, t = 0, 1, 2 (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007). Consequentemente, os raios

de dependência espacial foram altos (superiores a 1000 m; Tabela 4.4).

As funções de alcance, tanto do componente comum (φ0), quanto às vinculadas a cada

variável (φ1, φ2), foram semelhantes entre si nos pares de atributos, com exceção do φ0 para MO

e SB (Tabela 4.4). Os parâmetros de dispersão (σ01, σ1, σ02, σ2) foram baixos para a maioria dos

pares de atributos analisados (Tabela 4.4).

Tabela 4.4 – Valores estimados para os parâmetros do modelo bivariado (BGCCM), considerando o
melhor modelo geoestatístico escolhido por validação cruzada, para os atributos: cálcio
(Ca, cmolc dm−3), fósforo (P, mg dm−3), magnésio (Mg, cmolc dm−3), matéria orgânica
(MO, g dm−3), produtividade da soja (Prod, t ha−1) e soma de bases (SB, cmolc dm−3).

P
ar

âm
et

ro
s

Atributos MO-P MO-SB Prod-Ca Prod-Mg Prod-SB

Modelo geoestatístico Gaussiano Exponencial Matérn κ=2,5 Gaussiano Matérn κ=2,5

µ̂1 45,81 43,95 -0,96 3,16 3,50
µ̂2 17,52 6,14 5,95 1,94 6,40
σ̂01 -1,30·10−11 3,14 1,54·10−13 2,12·10−14 -5,65·10−14

σ̂1 -1,90·10−10 1,91·102 3,46·10−11 5,84·10−12 -3,36·10−12

σ̂02 -1,55·10−13 1,87 5,70·10−14 1,98·10−12 -3,62·10−12

σ̂2 -1,91·10−10 5,78·10−7 3,18·10−12 5,92·10−12 -2,20·10−11

φ̂0 179,41 79,43 179,53 190,95 186,60
â0 310,53 237,97 1062,60 330,50 1104,45
φ̂1 270,46 269,28 267,82 259,49 275,55
â1 468,13 806,70 1585,16 449,13 1630,90
φ̂2 275,66 296,02 267,84 247,56 269,10
â2 477,12 886,81 1585,25 428,28 1592,71

φ̂1, φ̂2, φ̂3, â: são os valores estimados dos parâmetros efeito pepita, contribuição, função de alcance, e alcance
prático (metros), respectivamente; ÊPR = 100 φ̂1

φ̂1+φ̂2
: Efeito Pepita Relativo (%).

Para todos os pares de atributos foi obtido um maior valor do índice de Lee, em módulo,

na menor distância entre vizinhos utilizada (140 m) (Figura 4.5). Após essa distância, os pares de

atributos que tiveram correlações espaciais bivariadas positivas, apresentaram uma queda abrupta

para o índice de Lee, exibindo um comportamento decrescente para o correlograma, o qual vai se

atenuando com o aumento da distância, até se estabilizar próximo a zero. O correlograma do par MO

e P, apresentou um índice de Lee negativo, o que indica uma correlação espacial bivariada negativa

(Figura 4.5a). Sendo assim, o comportamento do correlograma foi inverso, sendo crescente com o

aumento das distâncias entre os vizinhos, até se estabilizar perto de zero.

Considerando o raio de dependência espacial identificado nos correlogramas (Figura 4.5),

notou-se que os pares de atributos com maiores valores do índice de Lee, em módulo, exibiram os

maiores raios. Sendo que os maiores valores de raios de dependência espacial e do índice Lee

foram para os pares MO-SB (465 m; L: 0,36), Prod-SB (440 m; L: 0,35) e Prod-Mg (415 m; 0,34). Já

os pares Prod-Ca e MO-P, tiveram o mesmo raio de dependência espacial (315 m) e apresentaram

valores menores para o índice de Lee, sendo respectivamente iguais a 0,26 e -0,27.
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Figura 4.5 – Correlograma (vermelho) e gráfico de envelope (azul) para os pares de atributos (a)
MO-P, (b) MO-SB, (c) Prod-Ca, (d) Prod-Mg e (e) Prod-SB, considerando a matriz de
pesos W e a distância euclidiana.

4.1.4 Discussão

Dados simulados

Em todos os ensaios realizados com a matriz de ponderação espacial W e a função de

distância euclidiana, o índice de Lee apresentou um comportamento decrescente em função da

distância entre os vizinhos, aproximando-se de zero conforme o aumento da distância (Figuras

4.2a, 4.2b e 4.3a). Assim, os maiores valores para o índice de Lee foram obtidos com as menores

distâncias entre os vizinhos. O mesmo resultado foi observado nos trabalhos de Liu, Xie e Xia

(2013) e Costa e Scalon (2015), nos quais se utilizou o índice de Moran univariado para analisar a

autocorrelação espacial de diferentes atributos.

O decrescimento foi mais acentuado na primeira classe de distâncias (entre 200 e 510

m), sendo atenuado na segunda classe (entre 510 e 820 m), a partir da qual começa a se esta-

bilizar e tender a zero. Em uma análise de correlograma, o decrescimento ao longo do aumento

das distâncias entre os vizinhos, até a estabilização de sua curva, indica a estacionariedade do

processo estocástico (SOUZA et al., 2007). Além disso, foi verificado que o aumento no alcance

prático simulado, implicou decrescimentos mais lentos do correlograma. Isso pode ser observado,

comparando-se, principalmente, os ensaios E1 e E2 (Figuras 4.2a e 4.2b) com o ensaio E3 (Figura

4.3a). O maior valor do índice de Lee (entre 0,37 e 0,46) e o maior raio de dependência espacial

(superior a 1105 m) foi obtido no ensaio E3.
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Conforme houve um aumento no alcance prático simulado, houve também uma maior

diferença entre os valores do raio de dependência espacial no correlograma (Figuras 4.2a, 4.2b e

4.3a) com os valores médios do raio de dependência espacial estimado pelo semivariograma cruzado

(Tabela 4.1). Essa diferença foi menor para os ensaios E1 e E2, e maior para o ensaio E3. Isso

pode ser explicado devido à diferença entre as metodologias do correlograma e do semivariograma

cruzado (LIU et al., 2013).

Comparando as métricas do inverso da distância euclidiana e da distância euclidiana,

mantendo-se a matriz de pesos C fixa, foram obtidos maiores raios de dependência espacial

utilizando a métrica do inverso da distância euclidiana (Figura 4.4). Além disso, embora em ambos

os casos a diferença entre o menor e o maior valor máximo do índice de Lee tenha sido em torno

de 0,10, os valores da correlação espacial bivariada foram maiores quando se utilizou o inverso da

distância euclidiana (Figura 4.4). As conclusões a respeito do raio de dependência espacial e dos

valores da correlação espacial bivariada, considerando o inverso da distância euclidiana, também

foram obtidas ao fixar a matriz de pesos W .

No geral, o comportamento do correlograma considerando o inverso da distância foi distinto

da outra métrica, em ambas as matrizes de pesos utilizadas, pois nas maiores distâncias o valor do

índice Lee não se aproximou de zero.

Aplicação da metodologia aos atributos do solo e produtividade da soja

Como os valores dos raios de dependência espacial (a e a0) foram influenciados pela

escolha do modelo, as comparações foram realizadas em relação as funções de alcance, contras-

tando as obtidas no semivariograma cruzado (φ3), com aquelas estimadas pelo modelo bivariado

(φ0). Para todos os pares de atributos (Prod-Ca, Prod-Mg, Prod-SB, MO-P, MO-SB), os valores da

função de alcance foram maiores para o modelo BGCCM (Tabelas 4.3 e 4.4). Esse fato também foi

observado nos estudos de simulação realizados neste trabalho e por Cantú (2015), considerando

outros pares de atributos do solo analisados na mesma área experimental nos anos-safra 2010-2011

e 2013-2014.

Sobre o comportamento do correlograma ser decrescente e tendendo a zero com o aumento

da distância entre vizinhos, isso também foi observado nos ensaios simulados neste estudo (Figuras

4.2a, 4.2b e 4.3a). Entretanto, diferentemente das simulações, os pares formados pela produtividade

da soja e matéria orgânica com suas covariáveis, apresentaram correlogramas que se mantiveram

sobrepostos ao limite superior do gráfico de envelope até adentrar completamente nele na distância

identificada como raio de dependência espacial.

Os valores do índice de Lee mostraram uma correlação espacial bivariada negativa entre

MO e P, e positiva para os demais pares de atributos (Figura 4.5), corroborando com o que indicou

os valores estimados do patamar no semivariograma cruzado, o qual foi negativo apenas para o par

MO e P (Tabela 4.3). A correlação espacial bivariada entre todos os pares indicou que quanto mais

próximos são os vizinhos (menor a distância), mais forte foi a correlação espacial bivariada (positiva

ou negativa) (DALCHIAVON et al., 2017).

A correlação espacial positiva entre MO e SB é esperada, pois, em solos tropicais, o teor de

MO é fundamental para elevar a capacidade de troca catiônica (CTC) do solo. Logo, solos com maior
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CTC tendem a apresentar maiores valores de SB, ou seja, maior retenção de cátions na camada

arável do solo (RAMOS et al., 2018). SB representa a soma de cátions trocáveis (Ca2+, Mg2+ e K+)

no solo, portanto, a correlação espacial positiva entre Prod e SB é também refletida nas correlações

positivas entre Prod e teores de Ca e Mg.

A correlação espacial inversa entre MO e P pode ser explicado devido ao fato que em locais

com maior quantidade de MO, menor é o teor de P adsorvido na fração argilosa do latossolo (FINK

et al., 2016). Sendo assim, em regiões com maior quantidade de MO, houve maior disponibilidade

de P na solução do solo. Como P é um elemento de baixa mobilidade e que raramente é perdido

por lixiviação (MAGGI et al., 2011), possivelmente foi perdido por erosão ou absorvido em maior

quantidade pelas plantas, resultando em vizinhanças com um teor menor de P no solo.

4.1.5 Conclusão

Ao comparar as diferentes matrizes de ponderação espacial na análise de dados simulados,

verificou-se similaridade entre os valores do índice de Lee. Por outro lado, as métricas do inverso da

distância euclidiana e da distância euclidiana apresentaram resultados distintos, tendo sido obtidos

maiores do raio de dependência espacial e da correlação espacial bivariada utilizando o inverso

da distância euclidiana, que também demandou maior tempo computacional. Logo, a métrica para

calcular a distância entre os pares de pontos se mostrou mais relevante na estimação do raio de

dependência espacial e do valor do índice de Lee do que a matriz de pesos.

Conforme o alcance prático comum simulado aumentou, os valores médios do alcance

prático estimados pelo semivariograma cruzado e pelo modelo BGCCM também aumentaram e

foram satisfatórios, pois se aproximaram dos alcances práticos simulados. Além disso, o valor da

correlação espacial bivariada, calculado pelo índice de Lee, foi maior, de acordo com o aumento

do alcance prático simulado. A mesma relação entre os valores do índice de Lee e do raio de

dependência espacial foi constatada para os pares de atributos analisados nos dados reais, de modo

que os estudos práticos corroboraram os simulados.

A produtividade da soja apresentou correlação espacial positiva com a soma de bases e

com os teores de cálcio e magnésio, indicando que, nas regiões com maior produtividade da soja,

houve maior disponibilidade desses atributos. Enquanto a matéria orgânica teve correlação espacial

positiva com a soma de bases e negativa com o fósforo, devido, respectivamente, à CTC do solo da

região e à absorção pelas plantas ou erosão.
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4.2 Artigo 2: Tamanho Amostral Efetivo utilizando o modelo espacial Gaus-

siano bivariado com componente de correlação parcialmente comum

Resumo2

Sabe-se que conforme aumenta a autocorrelação espacial entre os dados georreferenciados, maior é

a quantidade de informações duplicadas contidas nesses dados. Partindo dessa premissa, o Effective

Sample Size – ESS (Tamanho amostral efetivo) utiliza os efeitos da autocorrelação espacial existente

entre as observações georreferenciadas para calcular quantos desses pontos amostrais são inde-

pendentes. O número de observações independentes representa então o novo tamanho amostral. O

objetivo desse artigo foi desenvolver uma metodologia bivariada para o ESS (ESSbi), considerando

o Bivariate Gaussian Common Component Model – BGCCM (Modelo espacial Gaussiano bivariado

com componente de correlação parcialmente comum), que considera tanto a correlação espacial

entre as duas variáveis quanto a associação espacial individual. Para verificar a viabilidade teórica

da proposta do ESSbi, todas as propriedades que incidem sobre a metodologia univariada foram

verificadas para o ESSbi. utilizando estudos de simulação ou de forma algébrica. Os cenários de

simulação desenvolvidos possibilitaram ainda verificar uma influência do parâmetro de alcance

comum do BGCCM nos valores estimados do ESSbi. O ESSbi foi aplicado a um conjunto de dados

reais de matéria orgânica (MO) e soma de bases (SB), coletados no solo de uma área agrícola

com plantio da soja. Foi verificado que 60% das observações amostrais do par MO-SB continham

informações espacialmente duplicadas. A configuração amostral reduzida se mostrou eficiente, pois

ao comparar os mapas original e reduzido de MO, tendo SB como covariável, observou-se que,

visualmente, o tamanho amostral reduzido manteve as regiões pertencentes a cada uma das cinco

classes. Isso foi corroborado pelo índice de concordância Tau, que evidenciou moderada acurácia

entre os mapas.

Palavras-chave: BGCCM, geoestatística, redimensionamento amostral, simulação.

4.2.1 Introdução

Estabelecer um planejamento amostral é um dos primeiros passos dentro de um estudo

espacial. Isso inclui analisar a área em que serão coletadas as amostras (clima, vegetação, re-

levo), determinar a configuração amostral, o espaçamento entre as observações e o número de

observações que serão coletadas (BENEDETTI; PIERSIMONI; POSTIGLIONE, 2015).

Suponha que n seja o tamanho amostral que atualmente é coletado em uma área agrícola,

por exemplo, e que estas amostras sejam utilizadas para construir e analisar mapas temáticos de

variáveis espacialmente correlacionadas. Um problema que vários pesquisadores veem discutindo e
2 Artigo submetido à revista Spatial Statistics.
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buscando soluções é: qual seria o número equivalente de observações independentes contidas em

n? (GRIFFITH, 2005, 2008; GRIFFITH; PAELINCK, 2011; VALLEJOS; OSORIO, 2014; VALLEJOS

et al., 2020; VALLEJOS; ACOSTA, 2021). Esse número é denominado de tamanho amostral efetivo

(ESS). Logo, o ESS representa a estimativa de um novo tamanho amostral, considerando os efeitos

da autocorrelação espacial entre as observações georreferenciadas para reduzir o número de

amostras coletadas. Em termos práticos, na agricultura, utiliza-se a informação sobre a estrutura

de dependência espacial do atributo do solo, coletado em uma área agrícola, para calcular o ESS,

determinando ao produtor rural quantas amostras devem ser coletadas e enviadas ao laboratório

para análise química ou física.

A definição formal do ESS para variáveis georreferenciadas foi publicada por Griffith (2005),

cuja estimação do tamanho amostral reduzido deriva do fator de inflação da variância, com aplicações

desse método encontradas em Griffith (2008) e Watson (2021). No trabalho de Vallejos e Osorio

(2014) foi proposto o cálculo do ESS univariado considerando a matriz de informação de Fisher.

Nesse mesmo artigo, o caso univariado foi estendido para o bivariado, que era uma versão ponderada

do primeiro para evitar uma estrutura de correlação espacial entre as variáveis. A partir da premissa

do ESS univariado proposto em Vallejos e Osorio (2014), outros trabalhos foram publicados: Acosta,

Osorio e Vallejos (2016) quantificaram o ESS univariado para um modelo de regressão, incluindo

correlações espaciais e seriais existentes. Acosta e Vallejos (2018) utilizaram o método para estimar

o ESS univariado, considerando modelos espaciais de regressão. Canton et al. (2021) fizeram uso

da distribuição t-student e do algoritmo EM para modelar diferentes profundidades de resistência

do solo à penetração das raízes com observações discrepantes e calcularam o ESS univariado

para cada faixa de profundidade. O valor máximo do ESS foi considerado no referido trabalho para

obtenção de uma única redução amostral. Canton, Guedes e Uribe-Opazo (2021) fizeram uma

redução amostral utilizando o ESS multivariado, entretanto o método considerou apenas uma versão

ponderada do ESS, para evitar o uso de uma correlação espacial entre as variáveis. Vallejos e

Acosta (2021) propuseram um método multivariado para estimar o ESS, dividindo os atributos em

grupos de dois e utilizando o bivariate coregionalization model – BCRM (modelo espacial bivariado

de corregionalização). O BCRM propõe uma estrutura paramétrica em que se tem um parâmetro

de correlação espacial comum a duas variáveis e outro parâmetro de correlação espacial exclusivo

a uma das variáveis. Dessa forma, necessariamente a correlação espacial da outra variável é

desconsiderada do modelo.

O intuito deste trabalho foi preencher essa lacuna e utilizar o modelo espacial Gaussiano

bivariado com componente de correlação parcialmente comum (BGCCM) para estimar o ESS

bivariado. O BGCCM considera tanto a correlação espacial entre as duas variáveis quanto a

associação espacial individual de ambas e não apenas de uma.

O trabalho se dividiu em duas etapas. Primeiramente, foi utilizado um estudo de simulação

que foi subdividido em cenários distintos entre si pelos parâmetros do BGCCM, considerados para

(a) verificar se as propriedades do ESS univariado também são válidas para o ESS bivariado (ESSbi)

e (b) analisar a influência dos parâmetros do BGCCM no comportamento do ESSbi. Na sequência,

foi apresentada uma aplicação no contexto agrícola utilizando duas variáveis: matéria orgânica (MO)

e soma de bases (SB), cuja relação espacial é agronomicamente importante (MENGEL; KIRKBY,

2001). A escolha de MO e SB não foi ao acaso, pois a MO aumenta a solubilidade e a disponibilidade

de cátions (SB) benéficos para as plantas, tornando o solo mais fértil (CUNHA; MENDES; GIONGO,
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2015). Os dados foram coletados em uma região produtora da soja, com o intuito de (a) analisar se

existe informação duplicada entre as observações coletadas dessas variáveis nessa área e, em caso

afirmativo, redimensionar o tamanho amostral e (b) verificar se a metodologia proposta mantém a

acurácia na identificação da variabilidade espacial de MO tendo SB como covariável.

Este artigo foi estruturado da seguinte forma: na Seção 2, foi descrito o modelo BGCCM

e seus parâmetros, o tamanho amostral efetivo univariado (ESS) e o método do ESS bivariado

utilizado. Ainda nessa seção, foram descritos os estudos de simulação e a aplicação em dados reais.

Na Seção 3, foram verificadas as propriedades que incidem sobre o ESS bivariado, além de aplicar

a metodologia a um par de atributos químicos do solo de uma área agrícola. Na Seção 4, foram

discutidos os resultados apresentados na seção anterior. As considerações finais do trabalho foram

feitas na Seção 5.

4.2.2 Material e métodos

Modelo espacial Gaussiano bivariado

Nos casos em que existem evidências estatísticas de correlação espacial entre dois

atributos, pode-se modelar e descrever o padrão espacial destas variáveis considerando um modelo

espacial Gaussiano bivariado (FONSECA, 2008). Dentre as propostas apresentadas na literatura

para estudar situações em que dois atributos têm correlação espacial, foi empregado neste estudo o

modelo espacial Gaussiano bivariado com componente de correlação parcialmente comum - BGCCM

(DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007).

Na proposta do BGCCM, sugere-se que existem dois campos aleatórios Gaussianos que

podem ser modelados como (FONSECA, 2008):{
Y1 = µ1 + σ01S0 + σ1S1

Y2 = µ2 + σ02S0 + σ2S2

, (4.4)

em que: µ1, µ2 são as médias das variáveis Y1 e Y2, respectivamente; σ = (σ01, σ1, σ02, σ2)T é o

vetor de parâmetros de dispersão vinculados ao modelo geoestatístico bivariado; S0, S1 e S2 são

campos aleatórios Gaussianos mutuamente independentes. O campo aleatório S0 é comum às

variáveis Y1 e Y2, enquanto S1 e S2 estão associados a cada variável individualmente (RIGUETTO,

2012). Sendo assim, o modelo BGCCM exibe uma estrutura de covariância construída a partir de

três funções de correlação válidas para S0, S1 e S2, denotadas por ρ0, ρ1 e ρ2, respectivamente.

Suponha que Yk(sm) e Yk(sl) sejam observações do atributo Yk mensuradas nas localiza-

ções sm e sl, as quais estão separadas por uma distância euclidiana h = hml, com m, l = 1, . . . , nk

e k = 1, 2, com n1 = n2. Desta forma, tem-se Y = (Y1, Y2)
T , em que o vetor Y possui uma dis-

tribuição gaussiana n-variada, com n = n1 + n2, sendo n1 e n2 os tamanhos amostrais de Y1 e

Y2, respectivamente. Além disso, Y tem vetor de médias µ = (µ1, µ2)
T e matriz de covariâncias

positiva definida ΣY , dada por (FONSECA, 2008):
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ΣY =

(
Σ1 Σ1,2

Σ1,2 Σ2

)
,

em que Σk é a matriz de covariância da variável Yk, nk × nk, k = 1, 2, dada por:

Σk =

(
σ2
0k + σ2

k σ2
0kρ0(h) + σ2

kρk(h)

σ2
0kρ0(h) + σ2

kρk(h) σ2
0k + σ2

k

)
, (4.5)

e Σ1,2, n1 × n2, é a matriz de covariância cruzada entre as variáveis Y1 e Y2, dada por:

Σ1,2 =

(
σ01σ02 σ01σ02ρ0(h)

σ01σ02ρ0(h) σ01σ02

)
, (4.6)

sendo ρ0 and ρk as funções de correlação, e σ0k e σk os parâmetros de dispersão em S0 e Sk, para

k = 1, 2.

Dessa forma, a distribuição de probabilidade do vetor Y depende da estimação do vetor

de parâmetros θ = (µ,σ,φ)T , em que o vetor µ = (µ1, µ2)
T está associado à média, o vetor

σ = (σ01, σ1, σ02, σ2)
T é o vetor de dispersão e o vetor φ = (φ0 , φ1, φ2)

T representa a função de

alcance φt, vinculada ao modelo geoestatístico escolhido para a função de correlação espacial ρt,

em que t = 0, 1, 2 está relacionado ao campo aleatório St. Segundo Righetto (2012), a estimação

dos parâmetros de θ seguem os mesmos critérios de técnicas geoestatísticas univariadas. Assim,

foi utilizado neste trabalho o método de máxima verossimilhança para a estimação dos parâmetros

(CRESSIE, 2015).

Tamanho amostral efetivo univariado e bivariado

A proposta do tamanho amostral efetivo univariado (ESS) considera que alguns pontos

amostrais coletados estão altamente correlacionados entre si, proporcionando informações duplica-

das em relação à variabilidade espacial. Sendo assim, o ESS utiliza os efeitos da autocorrelação

espacial entre as observações para estimar um novo tamanho amostral (GRIFFITH, 2005).

O ESS tem como base a matriz de informação de Fisher sobre a média e considera

um processo estocástico estacionário cujo conjunto de observações do atributo Y1 segue uma

distribuição normal. A expressão para estimar o ESS é dada por (VALLEJOS; OSORIO, 2014):

ESS = 1TR−11 , (4.7)

sendo: 1 é o vetor unitário, n1 × 1, em que n1 é o número de observações de Y1; R é a matriz de

correlação espacial, inversível, n1 × n1.

Sobre os valores estimados do ESS incidem as seguintes propriedades (VALLEJOS;

OSORIO, 2014):

i. ESS diminui à medida que a correlação espacial aumenta;

ii. ESS = 1 quando há uma perfeita correlação espacial entre todos os pares de observações;

iii. ESS = n1 quando não há correlação espacial entre os pares de observações, sendo n1 o

número de observações georreferenciadas da variável;
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iv. ESS cresce conforme n1 aumenta;

v. ESS ≥ 1.

Na intenção de correlacionar espacialmente duas variáveis, é necessário analisar duas

fontes de informação repetidas: a correlação espacial entre os dois atributos e a associação espacial

dentro de cada um (Griffith, 2005). Sendo assim, a expressão para a estimação do tamanho amostral

efetivo bivariado (ESSbi), utilizada neste trabalho, contém, além da estrutura de associação espacial

individual dos atributos, a estrutura de correlação espacial entre eles. Sendo assim, as variáveis

foram modeladas e tiveram seu comportamento espacial descrito pelo modelo BGCCM (Equação

4.4)

Logo, tendo como base as propostas de Vallejos e Osorio (2014) e Vallejos, Osorio e Bevi-

lacqua 2021) para o ESS univariado (Equação 4.7) e bivariado com o modelo BCRM, e considerando

os parâmetros estimados pelo BGCCM, o valor do ESSbi foi calculado pela seguinte expressão:

ESSbi = 1TR−1
(bi)1 , (4.8)

sendo que 1 é o vetor unitário, 2n× 1, em que n é o total de observações somados os dois atributos

e R(bi) é a matriz de correlação espacial bivariada, 2n× 2n, , obtida a partir das Equações 4.5 e 4.6.

Descrição do estudo de simulação

As quatro primeiras propriedades descritas para o ESS univariado foram validadas para

o caso bivariado utilizando estudos de simulação. Apenas a propriedade (v) foi verificada alge-

bricamente. Além disso, as simulações também agregam conhecimento prático-teórico sobre o

tamanho amostral efetivo bivariado, reproduzindo situações que poderiam ocorrer em diferentes

áreas agrícolas experimentais com quaisquer pares de atributos.

Para verificar a propriedade (i), foi elaborado o cenário 1, para o qual foram construídos

cinco ensaios (E1, . . . , E5), considerando diferentes estruturas de dependência espacial e tendo

como base o modelo BGCCM (Figura 4.6a).

Para o cenário 1, além das simulações, também foi calculado o ESSbi com os valores dos

parâmetros simulados para o modelo BGCCM em cada ensaio. O objetivo foi comparar estes valores

do ESSbi com os valores médios do (ESSbi)p, p = 1, . . ., 100, obtidos ao estimar os parâmetros.

Esse comparativo foi realizado apenas para esse cenário, pois os valores de alcance simulados nos

respectivos ensaios não extrapolavam o cutoff da área e não eram inferiores à distância mínima

entre os pontos.

Os cenários 2 e 3 contaram com três ensaios cada, nos quais variaram-se os valores dos

alcances do modelo BGCCM, para que isso refletisse na correlação espacial entre os pares de

pontos e, assim, fosse possível verificar as propriedades (ii) e (iii), respectivamente (Figura 4.6a).

Para a propriedade (iv) foi elaborado o cenário 4, utilizando o cenário 1 como referência,

pois ele contém o tamanho amostral original (n=102 pontos amostrais). O cenário 4 foi subdividido

em três situações com diferentes tamanhos amostrais (75%, 50% e 25% de n), cada uma delas

com cinco ensaios (Figura 4.6a). Foram utilizados cinco ensaios para que fosse possível observar o



61

comportamento dos valores médios do ESSbi diante do aumento dos valores dos alcances para os

diferentes tamanhos amostrais.

Figura 4.6 – (a) Cenários e valores utilizados para o vetor de alcance φ = (φ0, φ1, φ2)
T em cada

ensaio; (b) Esquema metodológico utilizado nos estudos de simulação. µ = (µ1, µ2)
T :

vetor de médias; σ = (σ01, σ1, σ02, σ2)
T : vetor de dispersão; E1, . . . , E12: ensaios 1 a

12.

O cenário 5 foi construído para analisar a influência dos parâmetros de dispersão (σ) na

estimação dos valores do ESSbi. E, também, verificar se existe relação entre os alcances simulados

e os valores médios estimados do vetor σ. Para tal, foram construídos 12 ensaios, com os valores do

parâmetro de alcance variando individualmente. Diferentemente dos demais cenários, neste apenas

os parâmetros de dispersão foram estimados pelo modelo BGCCM, os parâmetros de alcance foram

mantidos fixos (Figura 4.6a). Os valores de alcance foram variados individualmente para que fosse

possível analisar a influência do aumento de cada parâmetro de alcance (φ0, φ1 e φ2) na estimação

do vetor σ e foram fixados para garantir que apenas um alcance variasse por vez, mantendo os

outros dois iguais.

Em todos os ensaios de cada cenário foram calculados os valores do erro absoluto médio
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(EAM) para avaliar a qualidade das estimativas dos parâmetros.

Para realizar as simulações foi utilizado um experimento de Monte Carlo a partir da decom-

posição de Cholesky da matriz de covariância ΣY (CRESSIE, 2015). As demais características a

respeito das simulações foram apresentadas no esquema metodológico Figura 4.6b.

Descrição do estudo de dados reais

Foram utilizados os atributos teor de matéria orgânica (MO, g dm−3) e soma de bases

(SB, cmolc dm−3), que representa a soma de cátions trocáveis (Ca2+, Mg2+ e K+) no solo (Figura

4.7a). Estes atributos do solo apresentaram dependência espacial, isotropia e ausência de tendência

direcional. Os dados experimentais pertencem ao Laboratório de Estatística Espacial (LEE) da

Universidade Estadual do Oeste do Paraná - UNIOESTE, campus de Cascavel.

Figura 4.7 – (a) Esquema metodológico utilizado nos estudos de dados reais dos atributos do
solo matéria orgânica (MO) e soma de bases (SB); (b) Área experimental e esquema
amostral com as localizações dos pontos amostrais em coordenadas UTM.

As amostras de solo (Figura 4.7b) foram obtidas considerando, para cada ponto, a coleta

de cinco subamostras, de 0 a 20 cm de profundidade nas proximidades dos pontos. Em seguida,
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foram misturadas e colocadas em sacos plásticos, com aproximadamente 500 g, para a composição

da amostra representativa da parcela. As amostras foram encaminhadas ao laboratório de análise

do solo da Universidade Tecnológica Federal do Paraná, no qual os teores de cálcio (Ca), magnésio

(Mg) e potássio (K) foram determinados de acordo com metodologia descrita em Pavan (1992). A

soma de bases (SB) consiste na soma dos teores desses cátions e o teor de matéria orgânica do

solo (MO) foi determinado de acordo com o método descrito por Walkley e Black (1934).

Foram construídos mapas temáticos para o par de atributos e calculados os índices de

acurácia Exatidão Global (ANDERSON et al., 2001)) e Tau (KRIPPENDORFF, 2004) para analisar a

similaridade da variabilidade espacial apresentado pelo mapa, com tamanho amostral reduzido em

comparação ao original (Figura 4.7a). A descrição e a sequência de etapas realizadas no estudo de

dados reais são apresentadas no esquema metodológico da Figura 4.7a.

Recursos computacionais

As rotinas para o cálculo do ESSbi e para demais análises estatísticas e geoestatísticas

foram desenvolvidas utilizando o software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2022) e o pacote

geoR (RIBEIRO JR.; DIGGLE, 2001).

4.2.3 Resultados

Dados simulados: propriedades (i) a (iv) do tamanho amostral efetivo bivariado

A Tabela 4.5 apresenta os valores médios estimados dos parâmetros dos vetores de

dispersão (σ) e de alcance (φ), como também do tamanho amostral efetivo bivariado (ESSbi) para

os cenários 1 a 3. Além disso, também é exibido o desvio padrão do ESSbi e o erro absoluto médio

dos parâmetros considerando as 102 estimações. No cenário 1, conforme aumentaram os valores

médios estimados de alcance (E1 até E5), os valores médios estimados do ESSbi diminuíram (de

41,57 para 7,84). Os valores médios estimados para os parâmetros de dispersão, diminuíram com o

aumento do alcance, algo que o cenário 2 também evidenciou. Em geral, os parâmetros de dispersão

individuais (σ1, σ2) foram, em média, maiores que os comuns (σ01, σ02), especialmente a menores

distâncias (Tabela 4.5).

Para o cenário 1, com intuito de comprovar a fidedignidade das estimativas médias do

ESSbi obtidas com os parâmetros estimados pelo BGCCM, foram utilizados os parâmetros simulados

dos ensaios E1 a E5 para estimar o valor “real” do ESSbi (R1 a R5). Os valores reais foram bastante

próximos às médias do ESSbi estimado (R1: 44,61; R2: 22,64; R3: 14,24; R4: 10,26; R5: 7,98).

Além disso, os desvios-padrão dos valores estimados do ESSbi foram baixos, variando de 12,95 a

0,17 (Tabela 4.5).

Nos cenários 1 e 2, o aumento acentuado dos valores médios estimados de alcance,

fizeram o valor médio do ÊSSbi cair e se aproximar de 1 (de 41,57 a 1,62; Tabela 4.5). Por outro
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lado, no cenário 3, diminuir intensamente os valores médios estimados de alcance (E3 até E1),

proporcionou um aumento no valor médio do ÊSSbi (de 68,44 a 101,60; Tabela 4.5), fazendo este

tender a 102, que é o tamanho amostral original (n). Os desvios-padrão do ÊSSbi nos cenários 2 e

3 variaram de 24,82 a 0,01, diminuindo de acordo com o aumento do alcance (Tabela 4.5).

O erro absoluto médio (EAM) nos cenários 1 a 3 variou de 1,57 a 5,00 nas estimativas dos

parâmetros de dispersão, e de 5,78 a 171,37 nos parâmetros de alcance estimados (Tabela 4.5).

Vale ressaltar que os erros são proporcionais à escala dos parâmetros simulados, dessa forma os

parâmetros de dispersão têm EAM menor que os de alcance.

Tabela 4.5 – Valores médios estimados para os parâmetros de dispersão (σ̂01, σ̂1, σ̂02, σ̂2) e de
alcance (φ̂0, φ̂1, φ̂2), e para o tamanho amostral efetivo bivariado (ÊSSbi), nos cená-
rios 1 a 3. Entre parênteses estão o erro absoluto médio (EAM) das estimativas dos
parâmetros e o desvio-padrão (DP) do ÊSSbi.

σ̂01 σ̂1 σ̂02 σ̂2 φ̂0 φ̂1 φ̂2 ÊSSbi

E1 0,47 6,19 2,58 4,29 92,35 68,97 74,50 41,57
(1,66) (1,60) (2,29) (2,40) (27,59) (18,58) (39,63) (12,95)

E2 0,46 4,79 1,33 4,27 137,05 118,65 120,47 22,73
(1,76) (2,28) (2,13) (2,77) (32,28) (28,25) (26,61) (8,37)

E3 0,10 1,79 0,38 1,93 186,79 170,75 178,63 13,76
(1,90) (3,80) (1,93) (4,02) (19,60) (17,37) (13,46) (2,80)

E4 0,01 0,37 0,17 0,55 233,12 221,01 232,02 10,47
(1,98) (4,63) (2,02) (4,78) (15,39) (11,20) (11,14) (3,66)

C
en

ár
io

1

E5 2,40·10−11 1,95·10−10 5,72·10−11 1,70·10−10 285,98 278,75 279,28 7,84
(≈2,00) (≈5,00) (≈2,00) (≈5,00) (11,24) (5,78) (7,05) (0,17)

E1 2,11·10−11 3,19·10−10 2,28·10−10 4,54·10−10 629,67 607,81 608,75 3,50
(≈2,00) (≈5,00) (≈2,00) (≈5,00) (30,58) (12,21) (10,94) (0,04)

E2 4,16·10−12 1,83·10−10 2,17·10−10 2,81·10−10 1278,03 1208,10 1213,74 2,10
(≈2,00) (≈5,00) (≈2,00) (≈5,00) (79,63) (14,33) (17,08) (0,02)

C
en

ár
io

2

E3 1,55·10−10 1,87·10−9 1,34·10−10 1,59·10−9 2171,38 2004,29 1987,34 1,62
(≈2,00) (≈5,00) (≈2,00) (≈5,00) (171,37) (20,99) (37,28) (0,01)

E1 1,14 5,83 0,63 6,27 6,75 12,77 14,63 101,60
(1,49) (1,59) (1,65) (1,65) (7,60) (9,79) (12,01) (24,82)

E2 1,40 5,43 1,35 5,63 32,50 29,43 29,86 87,63
(1,57) (1,62) (2,20) (2,35) (16,53) (12,45) (14,21) (14,63)

C
en

ár
io

3

E3 0,58 6,15 2,95 3,96 54,89 46,43 46,58 68,44
(1,66) (1,62) (2,65) (2,75) (18,62) (17,76) (23,72) (0,95)

E1, . . . , E5: ensaios 1 a 5. “≈” foi utilizado para simbolizar valor aproximado.

A Tabela 4.6 exibe os valores médios estimados dos parâmetros de dispersão, de alcance e

o ESSbi para o cenário 4, para os três diferentes tamanhos amostrais. Além dos mesmos resultados

observados nos cenários anteriores (Tabela 4.5), quanto à tendência inversa entre o vetor de alcance

e o tamanho amostral efetivo bivariado, houve também um aumento no valor médio estimado do

ESSbi e no seu desvio-padrão (DP) conforme pontos foram adicionados à grade amostral: no E1 foi

de 17,32 para 37,29 (DP de 4,44 para 15,14); no E2 de 13,89 para 21,24 (DP de 4,33 para 8,29); no

E3 de 10,11 para 13,76 (DP de 2,76 para 6,05); no E4 de 7,87 para 13,36 (DP de 1,71 para 4,09); e

por fim em E5 de 6,49 para 7,48, no qual o DP não aumentou, devido à proximidade dos valores do

ÊSSbi (Tabela 4.6).



65

Tabela 4.6 – Valores médios estimados para os parâmetros de dispersão (σ̂01, σ̂1, σ̂02, σ̂2) e de
alcance (φ̂0, φ̂1, φ̂2), e para o tamanho amostral efetivo bivariado (ÊSSbi) no cenário 4.
Entre parênteses estão o erro absoluto médio (EAM) das estimativas dos parâmetros e
o desvio-padrão (DP) do ÊSSbi.

σ̂01 σ̂1 σ̂02 σ̂2 φ̂0 φ̂1 φ̂2 ÊSSbi

E1 0,62 5,92 2,46 4,40 97,23 65,68 66,01 37,29
(1,75) (1,66) (2,31) (2,54) (31,01) (23,74) (34,59) (15,14)

E2 0,52 4,86 2,12 3,70 170,52 113,90 110,08 21,24
(1,88) (2,11) (2,35) (2,90) (62,89) (36,66) (37,20) (8,29)

E3 0,16 2,44 0,97 2,15 194,16 164,61 168,25 13,76
(1,91) (3,33) (2,22) (3,69) (36,29) (25,51) (30,24) (6,05)

E4 0, 05 0,87 0,53 0,90 232,28 217,20 230,40 10,36
(1,97) (4,35) (2,08) (4,49) (21,83) (18,97) (14,37) (4,09)

n
=7

7
(7

5%
)

E5 0,02 0,24 0,08 0,33 289,19 275,68 278,30 7,48
(1,97) (4,78) (2,02) (4,85) (15,77) (11,37) (9,47) (0,38)

E1 0,46 5,83 2,82 3,91 101,36 60,82 67,28 28,70
(1,63) (1,78) (2,58) (2,68) (36,02) (30,88) (40,64) (10,65)

E2 0,37 4,97 2,44 3,54 157,02 105,98 116,42 18,49
(1,76) (2,04) (2,54) (2,81) (52,68) (33,94) (59,92) (7,72)

E3 0,22 3,30 1,26 2,96 197,72 158,68 165,81 12,95
(1,88) (2,88) (2,26) (3,32) (40,72) (36,87) (41,87) (4,79)

E4 0,04 1,61 0,78 1,66 242,50 209,03 230,76 9,61
(1,95) (3,81) (2,05) (4,23) (38,88) (25,06) (33,36) (3,91)

n
=5

1
(5

0%
)

E5 0,02 1,02 0,62 1,10 306,30 257,65 283,61 7,15
(1,98) (4,16) (2,21) (4,24) (44,91) (28,52) (30,98) (1,75)

E1 0,86 5,44 2,68 4,02 110,17 53,43 65,70 17,32
(1,69) (2,05) (2,63) (2,51) (45,52) (39,03) (41,70) (4,44)

E2 0,76 4,35 2,40 3,51 145,37 102,18 106,91 13,89
(1,77) (2,13) (2,38) (2,95) (50,08) (49,69) (58,19) (4,33)

E3 0,43 3,60 2,12 2,44 205,45 149,13 178,98 10,11
(1,91) (2,67) (2,62) (3,45) (55,01) (52,66) (84,78) (2,76)

E4 0,12 3,07 1,25 2,36 255,67 190,27 187,42 7,87
(1,88) (2,93) (2,16) (3,34) (48,83) (60,70) (54,76) (1,71)

C
en

ár
io

4

n
=2

6
(2

5%
)

E5 0,11 2,53 1,23 2,04 303,92 236,79 255,68 6,49
(1,91) (3,29) (2,31) (3,52) (59,50) (62,18) (61,41) (1,96)

E1, . . . , E5: ensaios 1 a 5.

A Tabela 4.6 evidencia ainda que os valores estimados dos parâmetros de dispersão e

alcance tiveram a tendência de aumentar e se distanciar dos valores reais conforme se reduziu o

tamanho amostral, especialmente em ensaios cujo valor simulado para o alcance foi mais elevado

(E4 e E5). Fato ressaltado pelo aumento nos valores do EAM (Tabela 4.6).

A Tabela 4.7 mostra que os valores médios estimados dos parâmetros de dispersão

diminuíram, conforme o alcance comum (φ0) foi aumentado (E1, E4, E7 e E10), distanciando-se

dos valores simulados e com EAM maiores. Já φ1 (φ2) quando aumentado, mantendo φ0 fixo, fez

com que todos os valores médios estimados dos parâmetros de dispersão comum σ01 (σ02) e a

maioria dos individuais σ1 (σ2) tivessem um pequeno aumento. Como exemplo, pode-se observar os

ensaios E11 e E12: φ0 é fixo em 225 m; e φ1 vale 225 m e 275 m, em E12 e E11, respectivamente.

Em E12, σ01 (σ1) é igual a 0,003 (0,49). Enquanto em E11 é igual a 0,01 (0,52). Já φ2 vale 225 m e

275 m, em E11 e E12, respectivamente. Em E11, σ02 (σ2) é 0,33 (0,49). Enquanto em E12 é igual

a 0,34 (0,53).

No cenário 5, independente dos valores dos parâmetros de dispersão, ao aumentar φ0 (E1:

1125 m para E10: 275 m), o valor médio estimado do ESSbi diminuiu (de 27,95 para 8,84), assim



66

como o DP (de 2,74 para 0,27) (Tabela 4.7). Ao fixar o alcance comum e aumentar os alcances

individuais, o valor médio estimado do ESSbi também diminuiu (de 45,30 para 10,42), porém não

houve distinção entre os valores do ESSbi quando se aumentou individualmente φ1 ou φ2 (E2-E3;

E5-E6; E8-E9; E11-E12) (Tabela 4.7).

Tabela 4.7 – Valores médios estimados para os parâmetros de dispersão (σ̂01, σ̂1, σ̂02, σ̂2) e para
o tamanho amostral efetivo bivariado (ÊSSbi) no cenário 5. Entre parênteses estão o
erro absoluto médio (EAM) das estimativas dos parâmetros e o desvio-padrão (DP) do
ÊSSbi.

σ̂01 σ̂1 σ̂02 σ̂2 ÊSSbi

E1 0,38 5,68 1,78 4,52 27,95
(1,71) (1,85) (2,17) (2,43) (2,74)

E2 0,29 6,39 2,16 4,62 45,30
(1,70) (1,66) (2,13) (2,08) (2,30·10−13)

E3 0,25 6,37 2,73 4,24 45,30
(1,76) (1,41) (1,93) (1,94) (2,30·10−12)

E4 0,25 2,76 1,08 2,54 16,99
(1,85) (3,07) (2,25) (3,53) (0,95)

E5 0,35 3,80 0,81 3,59 22,87
(1,78) (2,81) (2,05) (3,12) (1,24·10−13)

E6 0,24 5,52 1,03 5,07 22,87
(1,76) (2,00) (1,76) (2,31) (8,14·10−13)

E7 0,14 1,23 0,46 1,34 11,61
(2,01) (4,18) (2,03) (4,33) (0,48)

E8 0,09 1,62 0,36 1,72 14,45
(1,90) (3,93) (1,99) (4,20) (2,51·10−13)

E9 0,05 2,20 0,61 2,15 14,45
(1,94) (3,68) (2,01) (3,92) (2,28·10−13)

E10 0,02 0,36 0,28 0,50 8,84
(1,97) (4,67) (2,09) (4,84) (0,27)

E11 0,01 0,52 0,33 0,49 10,42
(1,98) (4,73) (2,10) (4,68) 9,03·10−13

C
en

ár
io

5

E12 0,003 0,49 0,34 0,53 10,42
(1,99) (4,61) (2,05) (4,73) (9,33·10−13)

E1, . . . , E12: ensaios 1 a 12.

Verificação algébrica da propriedade (v) do tamanho amostral efetivo bivariado

Na sequência será realizada a verificação algébrica de que ESSbi ≥ 1.

Da Equação 4.8, tem-se que ESSbi = 1TR−1
(bi)1, sendo 1 um vetor de uns, 2n× 1, e R(bi)

uma matriz de correlação espacial bivariada, 2n× 2n, dada por:

Rk =

{
1, se i = j
aij

σ2
0k+σ2

k
, se i ̸= j

, e

R1,2 =

{
1, se i = j
bij

σ01+σ02
, se i ̸= j

,

para i, j = 1, . . . , n; k = 1, 2. Sendo aij os elementos da matriz Σk relacionados a Yk (Equação

4.5), e bij são os elementos da matriz Σ1,2 relacionados a Y1,2 (Equação 4.6), em que:
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R(bi) =

(
R1 R1,2

RT
1,2 R2

)
,

em que: Rk e R1,2 tem dimensão n× n.

Denota-se por R(bi) = [ruv], uma matriz 2n× 2n, com u, v = 1, . . . , 2n e n ∈ N . Sabe-se

que 4n2 ≤ 4n2n. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz para matrizes baseado em Vallejos e

Osorio (2014), tem-se que:

4n2 ≤
(
1TR(bi)1

) (
1TR−1

(bi)1
)
, (4.9)

pois, MAX(1TR(bi)1) = 4n2, e MAX(1TR−1
(bi)1) = n.

Como 0 ≤ ruv ≤ 1, tem-se que:

1TR(bi)1 = 4n+

2n∑
v=1

∑
u̸=v

ruv ≤ 4n+ 4n(n− 1).

Logo, 1TR(bi)1 ≤ 4n+ 4n2 − 4n = 4n2. E então, 1TR(bi)1 ≤ 4n2.

Voltando na Equação 4.9, se 1TR(bi)1 ≤ 4n2, então tem-se que 1TR−1
(bi)1 ≥ 1 para que a

desigualdade 1TR(bi)1 ≤ 4n2 seja satisfeita. E assim:

1 ≤ 1TR−1
(bi)1 = ESSbi ,

demonstrando que ESSbi ≥ 1.

Aplicação aos dados de matéria orgânica e soma de bases em área agrícola cultivada com

soja

O valor estimado de ESSbi obtido para o par MO-SB foi de 42 pontos amostrais (n∗). Isso

representou uma redução de aproximadamente 60% no total de observações amostrais originais

(n = 102).

Nas Tabelas 4.8 e 4.9 são apresentadas as medidas de estatística descritiva dos atri-

butos MO e SB, e os valores estimados dos parâmetros do modelo BGCCM para o par MO-SB,

considerando o tamanho da amostra original n e o tamanho da amostra reduzido n∗.

Considerando a configuração amostral original (n), os teores de MO variaram de 13,40

a 89,80 g dm−3, enquanto os teores de SB ficaram entre 2,55 e 9,65 cmolc dm−3 (Tabela 4.8).

Em média, os teores de MO (42,14 g dm−3) e de SB (6,05 cmolc dm−3) foram considerados,

respectivamente, muito altos e altos para o solo da região (SBCS-NEPAR, 2017) (Tabela 4.8). Os

coeficientes de variação (CV) de MO (24,93%) e SB (22,83%) foram próximos entre si e considerados

altos, segundo classificação de Pimentel Gomes e Garcia (2002) (Tabela 4.8). Para a configuração

amostral reduzida (n∗), os teores médios de MO (41,87 g dm−3) e de SB (6,32 cmolc dm−3), assim

como o CV de MO (21,96%) e de SB (24,03%), mantiveram suas classificações (PIMENTEL GOMES;

GARCIA, 2002; SBCS-NEPAR, 2017).
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Tabela 4.8 – Medidas da análise exploratória (mínimo, máximo, média, DP e CV) dos teores de
matéria orgânica (MO, g dm−3) e soma de bases (SB, cmolc dm−3), utilizando a
configuração amostral original (n = 102) e reduzida (n∗ = 42).

Configuração amostral Atributos Mínimo Máximo Média DP CV (%)

n
MO 13,40 89,80 42,14 10,51 24,93
SB 2,55 9,65 6,05 1,38 22,83

n∗ MO 22,78 57,63 41,87 9,19 21,96
SB 2,55 9,65 6,32 1,52 24,03

DP: desvio padrão; CV = 100 DP
Média : coeficiente de variação (%).

Para o BGCCM, segundo os critérios de validação cruzada (FARACO et al., 2008), o par

MO-SB foi melhor ajustado pelo modelo exponencial (para n) e pelo modelo Matérn com κ = 2, 5

(para n∗) (Tabela 4.9). Para os modelos exponencial e Matérn com κ = 2, 5, os raios de dependência

espacial (at) são dados por 3φt e 5, 92φt, t = 0, 1, 2 (DIGGLE; RIBEIRO JR., 2007). Utilizando

a totalidade de observações amostrais, os valores estimados do raio de dependência espacial

vinculados a MO (aM ) e SB (aS) foram semelhantes entre si: 806,70 m e 886,81 m, respectivamente

(Tabela 4.9). Já o raio de dependência espacial comum (a0) teve um valor estimado menor, igual a

237,97 m (Tabela 4.9).

Com a redução no número de pontos amostrais, aM (1430,16 m) e aS (1430,51 m) foram

basicamente iguais, enquanto a0 teve um valor estimado menor, 961,15 m (Tabela 4.9). Como para

o modelo Matérn a constante multiplicada à função de alcance é maior, consequentemente os raios

de dependência espacial foram mais altos com a configuração reduzida comparada à original.

Com n pontos amostrais, o valor estimado do parâmetro de dispersão individual associado

a SB (σS =5,78·10−7) foi menor comparado ao de MO (σM =1,91·102) (Tabela 4.9). O mesmo

ocorreu com o parâmetro de dispersão comum de SB (σ0S =1,87), tendo sido inferior ao valor de

MO (σ0M =3,14) (Tabela 4.9). Utilizando n∗ observações amostrais, todos os valores estimados

para os parâmetros de dispersão foram inferiores aos da configuração original, tendo variado entre

1,65·10−10 e 4,88·10−13 (Tabela 4.9).

Tabela 4.9 – Medidas da análise geoestatística contendo os parâmetros estimados do BGCCM para
o par matéria orgânica (MO, g dm−3) e soma de bases (SB, cmolc dm−3), utilizando a
configuração amostral original (n = 102) e reduzida (n∗ = 42).

Modelo geoestatístico µ̂M µ̂S σ̂0M σ̂M σ̂0S σ̂S φ̂0 φ̂M φ̂S

(â0) (âM ) (âS)

Exponencial 43,95 6,14 3,14 1,91·102 1,87 5,78·10−7 79,43 269,28 296,02
(237,97) (806,70) (886,81)

Matérn 2,5 51,22 2,81 4,88·10−13 7,94·10−11 1,65·10−10 1,96·10−11 162,39 241,63 241,69
(961,15) (1430,16) (1430,51)

µ̂M (µ̂S), σ̂M (σ̂S), φ̂M (φ̂S) e âM (âS): são os valores estimados dos parâmetros média, dispersão, função de alcance
e alcance prático do teor de MO (SB); σ̂0M (σ̂0S), φ̂0 e â0: são os valores estimados dos parâmetros de dispersão de
MO (SB), função de alcance e alcance prático associados ao campo aleatório comum.

A Figura 4.8 apresenta os mapas de variabilidade espacial de MO tendo SB como covariável

obtidos com a configuração amostral original (a) e reduzida (b). A Exatidão Global foi de 79,61%,

sendo próximo ao nível de acurácia tido como adequado (EG ≥ 85%; ANDERSON et al., 2001). O
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índice Tau foi de 74,51%, o que indica moderada acurácia entre as classes dos mapas temáticos

(67% ≤ Tau <80%; KRIPPENDORFF, 2004).

Figura 4.8 – Mapa de variabilidade espacial da matéria orgânica tendo a soma de bases como
covariável: (a) Configuração amostral original com 102 pontos amostrais (em preto),
(b) Configuração amostral reduzida com 42 pontos amostrais (em vermelho). Valores
estimados dos índices Exatidão Global (EG) e índice de concordância Tau (Tau).

4.2.4 Discussão

No cenário 1 (Tabela 4.5) dos estudos de simulação foi verificado que, ao aumentar os

valores médios estimados de alcance, os valores médios estimados do ESSbi diminuíram. Esses

resultados atendem a propriedade (i), pois aumentar o raio de dependência espacial corresponde a

aumentar a correlação espacial entre as observações.

No cenário 2 (Tabela 4.5), foi constatado que aumentar abruptamente o alcance, simulando

uma perfeita correlação espacial entre os pares de observações, fez com que os valores médios

estimados do ESSbi tendessem a 1, satisfazendo a propriedade (ii). Por outro lado, no cenário 3

(Tabela 4.5), ao diminuir a intensidade do alcance, sendo E1 e E2 com alcances menores que a

menor distância entre a maioria dos pares de pontos e E3 próximo ao limiar da menor distância,

reproduziu-se a ausência de correlação espacial, tanto entre as variáveis (φ0) quanto individualmente

(φ1, φ2), e foi verificado que os valores médios estimados do ESSbi aumentaram e tenderam à

quantidade total de observações (n), o que verifica a propriedade (iii).

No cenário 4 (Tabela 4.6), ao utilizar 75% (77 pontos), 50% (51 pontos) e 25% (26 pontos)

do tamanho amostral original (102 pontos), observou-se que o valor estimado do ESSbi aumentou,

de acordo com o aumento no número de pontos na grade amostral. Isso mostra que o ESSbi cresce

à medida que o tamanho amostral aumenta, o que satisfaz a propriedade (iv). E, por fim, a validade

da propriedade (v) foi demonstrada algebricamente.
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Com o cenário 5 (Tabela 4.7) foi possível constatar a influência do parâmetro de alcance

comum (φ0) no valor médio estimado do ESSbi. Pois, ao comparar os ensaios E1 a E4 do cenário

1, quando os valores simulados para parâmetros de alcance foram de 75 a 225 m, com os ensaios

E2-E3, E5-E6, E8-E9, e E11-E12 do cenário 5, em que os valores de φ0 foram fixados de 75 a

225 m, observou-se que os valores estimados do ESSbi são muito similares respectivamente. Além

disso, verificou-se que entre esses pares de ensaios do cenário 5 não houve diferença no valor

estimado do ESSbi.

Portanto, foi verificado que as cinco propriedades que incidem sobre o ESS univariado

(VALLEJOS; OSORIO, 2014) também são válidas para a metodologia bivariada do ESSbi utilizada

neste trabalho. Sobre os erros nas estimativas dos parâmetros, ficou evidente que o alcance é

um parâmetro influente, pois os valores do EAM foram maiores conforme se aumentou o alcance

simulado, tendo em vista que as estimativas médias dos parâmetros se distanciaram do valor

real. Os parâmetros de dispersão, especialmente o σ01, se mostraram mais sensíveis e variaram

mais, apresentando erros proporcionalmente mais elevados que os parâmetros de alcance. Já o

valor estimado do ESSbi variou menos conforme se aumentou o alcance simulado, pois os valores

do desvio-padrão diminuíram. Fato análogo foi observado por Vallejos e Osorio (2014) no caso

univariado do ESS.

No geral, considerando a influência do alcance na estimação do ESSbi e que os erros na

estimação dos parâmetros de alcance, dada sua magnitude, não foram altos, pode-se concluir que

houve acurácia nas estimativas do modelo. Sendo assim, a expressão do ESSbi foi aplicada a um

conjunto de dados reais contendo o par MO e SB para que se pudesse analisar sua aplicabilidade e

viabilidade na prática.

A MO é uma das variáveis mais importante em relação a fertilidade do solo. Porquanto,

em solos nos quais a capacidade de troca catiônica (CTC) é muito baixa, como é o caso do solo

da região (latossolo), esse é o único atributo que faz aumentar a CTC (MENGEL; KIRKBY, 2001).

Quanto maior a MO, maior também será a CTC, e mais elevada será a capacidade do solo em reter

os cátions: cálcio (Ca2+), magnésio (Mg2+) e potássio (K+) que, somados, resultam em SB. Como

produto final das análises geoestatísticas, foi obtido o mapa da variabilidade espacial de MO tendo

SB como covariável.

Embora a Exatidão Global não tenha atingido o nível de acurácia considerado adequado

para o mapa de variabilidade espacial com configuração amostral reduzida comparado ao original

(Figura 4.8),o índice tem a desvantagem de considerar apenas a diagonal principal da matriz de

confusão, analisando, assim, apenas os pixels corretamente classificados (ANDERSON et al., 2001).

Enquanto o índice Tau, que mostrou acurácia moderada entre os mapas (Figura 4.8), considera,

além da diagonal principal, também a possibilidade de ocorrência de cada classe, fornecendo assim

uma medida quantitativa precisa sobre a acurácia de classificação (MA; REDMOND, 1995).

Visualmente é possível perceber a semelhança entre os mapas (Figura 4.8). A terceira

(entre 29,42 e 44,26 g dm−3) e quarta classes (entre 44,26 e 59,10 g dm−3) concentraram a maior

parte da área em ambos os mapas, sendo que os contornos que representam a variabilidade

espacial no sul, no centro e mesmo ao norte da área agrícola foram mantidos no mapa reduzido. É

possível observar, inclusive, que no extremo norte do mapa original, têm-se cinco regiões circulares

pertencentes à terceira classe (Figura 4.8a). Com a redução no número de pontos amostrais, essas

regiões foram suavizadas e agrupadas (Figura 4.8b), de modo semelhante ao que se observa nos
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trabalhos de Kestring et al. (2015) e Maltauro et al. (2021) que analisaram diferentes tamanhos

amostrais em áreas agrícolas. O mesmo ocorreu com outras regiões menores no centro e ao sul da

área, entretanto, apesar de se tornarem regiões maiores no mapa reduzido, mantiveram o padrão

espacial observado no mapa original.

Em termos práticos, isso implica que o teor de matéria orgânica no solo poderia ser

analisado com apenas 40% dos pontos amostrais que, atualmente, são coletados na área agrícola

sem perder a qualidade na representação da variabilidade espacial. Para o produtor, isso resulta

em continuar realizando o manejo e a correção do solo nos locais adequados, mas com menor

investimento financeiro em análises de solo, que reduzirá na mesma proporção que a quantidade de

pontos amostrais.

Os estudos utilizando dados reais de atributos químicos e físicos do solo, desenvolvidos

por Griffith (2005, 2008), Canton et al. (2021) e Vallejos e Acosta (2021), nos quais o ESS univariado

foi calculado, obtiveram reduções amostrais que variaram entre 30% e 61%. Os trabalhos de

Canton, Guedes e Uribe-Opazo (2021) e Vallejos e Acosta (2021), nos quais foram estimados

valores multivariados do ESS, as reduções amostrais variaram entre 21% e 60%. Todavia, embora a

redução máxima obtida nesses estudos tenha sido corroborada por este trabalho (60%), a estrutura

de correlação entre duas variáveis foi construída utilizando uma matriz de pesos espaciais ou

semivariograma cruzado. Em nenhum deles foi utilizado o modelo BGCCM, que possibilita modelar

a estrutura de dependência espacial de modo bivariado, agregando a correlação espacial entre as

variáveis e dentro de cada variável, característica que, segundo Griffith (2005), deve ser considerada

no tratamento conjunto de duas variáveis espacialmente correlacionadas.

4.2.5 Conclusão

Os estudos de simulação foram satisfatórios em verificar que as propriedades que acome-

tem o ESS univariado, também são válidas para o ESSbi, além de possibilitar conclusões adicionais

acerca da influência do alcance comum (φ0) sobre o valor do ESSbi.

Ao aplicar a metodologia no par de atributos do solo MO-SB, verificou-se que 60% das

observações do tamanho amostral original carregavam informações duplicadas. E, após o redimensi-

onamento amostral, a variabilidade espacial do mapa de MO tendo SB como covariável apresentou

grande semelhança visual, além de exibir um índice de concordância Tau que assegurou uma

similaridade moderada entre os mapas com tamanho amostral original e reduzido.

Os estudos simulados e a aplicação a dados reais da metodologia do ESSbi, utilizando

o BGCCM, evidenciaram sua relevância prática e também teórica. Pois, além de manter todas as

características e propriedades da metodologia univariada, fornece uma melhor viabilidade prática,

por se tratar de uma proposta que reduz a quantidade de amostras de solo que vão ao laboratório

para duas variáveis simultaneamente, mantendo a qualidade dos mapas temáticos obtidos. Sendo

assim, é possível diminuir gastos em monitoramentos de solos, se forem utilizados os modelos

geoestatísticos bivariados para problemas com atributos químicos espacialmente correlacionados.
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5 Considerações Finais

Dado o fato que os resultados deste trabalho foram apresentados em forma de artigos

científicos, e que as conclusões foram apresentadas em cada um deles, serão sintetizadas a seguir

as principais contribuições constatadas no desenvolvimento desta tese:

• Embora pouco explorado na literatura, especialmente no âmbito agrícola, o índice de Lee

se mostrou eficiente como métrica para o cálculo da correlação espacial bivariada utilizando

pares de atributos do solo, o que possibilitou investigar a existência de uma relação espacial

da quantidade de nutrientes do solo com a produtividade da soja. Em termos de Agricultura

de Precisão e gerenciamento localizado do solo, identificar padrões e comportamentos que

sugiram uma associação espacial entre dois atributos do solo viabiliza tomadas de decisão

mais assertivas e eficazes.

• Quanto ao tamanho amostral efetivo bivariado, os estudos simulados e a aplicação à dados

reais da metodologia do ESSbi, evidenciaram sua relevância prática e também teórica. Pois,

além de manter todas as características e propriedades da metodologia univariada, também

fornece uma melhor viabilidade prática, por se tratar de uma proposta que reduz a quantidade

de amostras de solo que vão à laboratório para duas variáveis simultanea- mente, mantendo

a qualidade dos mapas temáticos obtidos. Sendo assim, é possível diminuir gastos em

monitoramento de solo se forem utilizados os modelos geoestatísticos bivariados para atributos

químicos espacialmente correlacionados.

O estudo realizado abre um amplo leque para trabalhos futuros, dos quais pode-se destacar

dois principais. O primeiro deles seria estruturar a matriz de informação de Fisher observada

bivariada, utilizando para tal as derivadas calculadas nos Apêndices desta tese. Outro estudo seria

generalizar o tamanho amostral efetivo para multivariado, obter a sua expressão e verificar todas as

propriedades que incidem sobre o método univariado.
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6 Apêndices

6.1 Apêndice A. Matriz de informação de Fisher observada bivariada

Do processo de maximização e considerando as reparametrizações (Apêndice B), obtém-

se o vetor de parâmetros estimados descritos por θ̂ = (β̂, σ̂2, η̂, τ̂1, τ̂2, φ̂0, φ̂1, φ̂2)
T . O cálculo da

segunda derivada do logaritmo da função de verossimilhança maximizada (Equação 3.15) em relação

ao parâmetro θ̂, fornece uma matriz Hessiana numérica. Sendo a matriz de informação de Fisher

observada (I) para este parâmetro definida como o negativo da matriz Hessiana.

Na sequência, será apresentada a matriz de informação de Fisher observada para o

parâmetro θ̂∗ = (η̂, τ̂1, τ̂2, φ̂0, φ̂1, φ̂2)
T :

I(θ̂∗) = − ∂2l(θ̂)

∂θ̂∗∂θ̂∗T
= −



∂2l(θ̂)
∂η2

∂2l(θ̂)
∂η∂τ1

∂2l(θ̂)
∂η∂τ2

∂2l(θ̂)
∂η∂φ0

∂2l(θ̂)
∂η∂φ1

∂2l(θ̂)
∂η∂φ2

∂2l(θ̂)
∂τ1∂η

∂2l(θ̂)
∂τ21

∂2l(θ̂)
∂τ1∂τ2

∂2l(θ̂)
∂τ1∂φ0

∂2l(θ̂)
∂τ1∂φ1

∂2l(θ̂)
∂τ1∂φ2

∂2l(θ̂)
∂τ2∂η

∂2l(θ̂)
∂τ2∂τ1

∂2l(θ̂)
∂τ22

∂2l(θ̂)
∂τ2∂φ0

∂2l(θ̂)
∂τ2∂φ1

∂2l(θ̂)
∂τ2∂φ2

∂2l(θ̂)
∂φ0∂η

∂2l(θ̂)
∂φ0∂τ1

∂2l(θ̂)
∂φ0∂τ2

∂2l(θ̂)
∂φ2

0

∂2l(θ̂)
∂φ0∂φ1

∂2l(θ̂)
∂φ0∂φ2

∂2l(θ̂)
∂φ1∂η

∂2l(θ̂)
∂φ1∂τ1

∂2l(θ̂)
∂φ1∂τ2

∂2l(θ̂)
∂φ1∂φ0

∂2l(θ̂)
∂φ2

1

∂2l(θ̂)
∂φ1∂φ2

∂2l(θ̂)
∂φ2∂η

∂2l(θ̂)
∂φ2∂τ1

∂2l(θ̂)
∂φ2∂τ2

∂2l(θ̂)
∂φ2∂φ0

∂2l(θ̂)
∂φ2∂φ1

∂2l(θ̂)
∂φ2

2


. (6.1)

Já as matrizes de informação de Fisher observada para os parâmetros com forma fechada,

β̂ e σ̂2, são dadas, respectivamente, por:

I(β̂) = −∂2l(θ̂)

∂β∂β
, (6.2)

I(σ̂2) = − ∂2l(θ̂)

∂σ2∂σ2
. (6.3)

Valendo-se de resultados de diferenciação de matrizes para modelos espaciais Gaussianos

(WAND, 2002)1, foram obtidas as expressões para as derivadas descritas em 6.1, 6.2 e 6.3. No que

segue, considere ∂ΣY

∂θ̂∗ =

[
∂σml

∂θ̂∗

]
=

[
∂σml
∂η , ∂σml

∂τ1
, ∂σml

∂τ2
, ∂σml

∂φ0
, ∂σml

∂φ1
, ∂σml

∂φ2

]
e m, l = 1, . . . , n, em que

σml representa os elementos da matriz ΣY .

∂2l(θ̂)

∂η2
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂η

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂η

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂η

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.4)

1 WAND, M. P. Vector differential calculus in statistics. The American Statistician, v. 56, n. 1, p. 55-62, 2002.
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sendo tr(.) o operador traço.

∂2l(θ̂)

∂η∂τq
=

∂2l(θ̂)

∂τq∂η
= −1

2
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tr
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−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τq

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂τq

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂τq

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.5)

com q = 1, 2.

∂2l(θ̂)

∂η∂φk
=

∂2l(θ̂)

∂φk∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φk

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φk

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.6)

donde k = 0, 1, 2.

∂2l(θ̂)

∂τ2q
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τq

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τq∂τq

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τq∂τq

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.7)

em que q = 1, 2.

∂2l(θ̂)

∂τq∂τr
=

∂2l(θ̂)

∂τr∂τq
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τr

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τr

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
, (6.8)

em que q, r = 1, 2 com q ̸= r.

∂2l(θ̂)

∂τq∂φk
=

∂2l(θ̂)

∂φk∂τq
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τq∂φk

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τq

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τq∂φk

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.9)

sendo q = 1, 2 e k = 0, 1, 2.
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∂2l(θ̂)

∂φ2
k

= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φk∂φk

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φk∂φk

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.10)

em que k = 0, 1, 2.

∂2l(θ̂)

∂φk∂φp
=

∂2l(θ̂)

∂φp∂φk
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φp

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φk∂φp

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φk

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φp

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φk∂φp

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
, (6.11)

onde k, p = 0, 1, 2 e k ̸= p.

Findadas as derivadas parciais referentes ao parâmetro θ̂∗, serão apresentadas na sequên-

cia as expressões para a segunda derivada do logaritmo da função de verossimilhança em relação a

β̂ (Equação 6.2) e σ̂2 (Equação 6.3):

∂2l(θ̂)

∂β∂β
= −(DTΣ−1

Y D), (6.12)

∂2l(θ̂)

∂σ2∂σ2
=

n

2(σ2)2
− (Y − µ)TV−1(Y − µ)

(σ2)3
. (6.13)

O detalhamento de todos os processos de derivação matricial, bem como os elementos

resultantes são apresentados no Apêndice B (Seção 6.2).

Por fim, a matriz de informação de Fisher esperada (K) é obtida calculando-se a esperança

matemática da matriz de informação observada. Sendo assim, para os parâmetros θ̂∗, β̂ e σ̂2

tem-se as respectivas matrizes de informação de Fisher esperada, as quais assumem a forma bloco

diagonal (LANGE, LITTLE; TAYLOR, 1989)2:

K(θ̂∗) = E[I(θ̂∗)], K(β̂) = E[I(β̂)], K(σ̂2) = E[I(σ̂2)].

6.2 Apêndice B. Derivadas para obtenção da matriz de informação de

Fisher observada bivariada

Conforme já descrito na Seção 3.4, considerando o modelo espacial Gaussiano bivariado

com componente de correlação parcialmente comum, o logaritmo função de verossimilhança é dado
2 LANGE, K. L.; LITTLE, R. J. A.; TAYLOR, J. M. G. Robust statistical modeling using the t distribution. Journal of the

American Statistical Association, v. 84, n. 408, p. 881-896, 1989.
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por:

l(θ) = −1

2

[
ln(|ΣY |) + nln(2π) + (Y − Dβ)TΣ−1

Y (Y − Dβ)
]
,

sendo ΣY a matriz de covariância reparametrizada dada por:

ΣY = σ2

(
V1 ηV1,2

ηV1,2
T η2V2

)
,

em que µ = Dβ é o vetor de médias; v1 = ρ0(h) + τ21 ρ1(h) são os elementos da matriz V1;

v2 = ρ0(h) + τ22 ρ2(h) são os elementos da matriz V2; e v1,2 = ρ0(h) são os elementos da matriz

V1,2.

Para a diferenciação do logaritmo da função de verossimilhança em relação aos parâmetros

θ, β e σ, foram utilizados resultados de derivadas de matrizes e álgebra matricial. As principais

propriedades empregadas estão listadas a seguir (HARVILLE, 1997)3, em que A, B e C representam

matrizes quadradas, α um parâmetro e tr(.) o operador traço:

P1. ∂ln|A|
∂α = tr(A−1 ∂A

∂α );

P2. ∂A−1

∂α = −A−1 ∂A
∂α A−1;

P3. ∂ATBA
∂A = (B + BT )A. Se B for simétrica, a última igualdade é reescrita como 2BA;

P4. ∂
∂α(AB) = ∂A

∂α B + A∂B
∂α ;

P5. ∂A
∂α =

[
∂aml
∂α

]
, em que aml são elementos da matriz A;

P6. tr(AB) = tr(BA);

P7. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

Na sequência serão exibidas detalhadamente as segundas derivadas do logaritmo da fun-

ção de verossimilhança apresentadas no Apêndice A (Seção 6.1), nas Equações 6.11 a 6.13, as quais

compõe a matriz de informação de Fisher observada para o parâmetro θ∗ = (η, τ1, τ2, φ0, φ1, φ2)
T :

∂2l(θ)

∂η2
=

∂

∂η

(
∂l(θ)

∂η

)
,

em que:

∂l(θ)

∂η
= −1

2

[
tr

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

])
− [(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)]

]
, (6.14)

sendo, [
∂σml

∂η

]
=

(
0 σ2V1,2

σ2VT
1,2 2σ2ηV2

)
.

As derivadas de primeira ordem do logaritmo da função de verossimilhança em relação

aos demais parâmetros são análogas a Equação 6.14. Desta forma, para os outros parâmetros esta

expressão serão ocultados.
3 HARVILLE, D. A. Matrix algebra from a statistician’s perspective. New York: Springer, 1997. 634p.
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Posto isso, tem-se que:

∂2l(θ)

∂η2
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂η

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂η

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂η

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

donde m, l = 1, . . . , n e [
∂2σml

∂η∂η

]
=

(
0 0

0 2σ2V2

)
.

∂2l(θ)

∂η∂τ1
=

∂2l(θ)

∂τ1∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂σml

∂τ1

]
=

(
σ2V

′
1 0

0 0

)
,

em que cada elemento v
′
1 da matriz V

′
1 é dado por V

′
1 = [∂v1∂τ1

] = 2τ1ρ1(h).

Pode-se observar que, pela regra do produto (P4), a expressão para ∂2l(θ)
∂η∂τ1

tem ainda o

termo [∂
2σml

∂η∂τ1
]. Ocorre que este termo é uma matriz nula, pois os elementos da matriz [∂σml

∂τ1
] não

estão em função do parâmetro η. Logo ao derivar em relação a η, os elementos resultantes são zero.

Nos casos posteriores em que o termo proveniente da regra do produto não for exibido, deve-se

subentender que se trata de uma matriz nula, pelas mesmas justificativas aqui apresentadas.

∂2l(θ)

∂η∂τ2
=

∂2l(θ)

∂τ2∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂τ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂τ2

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂σml

∂τ2

]
=

(
0 0

0 σ2η2V
′
2

)
e

[
∂2σml

∂η∂τ2

]
=

(
0 0

0 2σ2ηV
′
2

)
,

em que cada elemento v
′
2 da matriz V

′
2 é dado por V

′
2 = [∂v2∂τ2

] = 2τ2ρ2(h).

∂2l(θ)

∂η∂φ0
=

∂2l(θ)

∂φ0∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φ0

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φ0

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,
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sendo: [
∂σml

∂φ0

]
=

(
σ2V

′
1 σ2ηV

′
1,2

σ2ηV
′
1,2

T
σ2η2V

′
2

)
e

[
∂2σml

∂η∂φ0

]
=

(
0 σ2V

′
1,2

σ2V
′
1,2

T
2σ2ηV

′
2

)
,

cujos elementos são dados por:

V
′
1 =

[
∂v1
∂φ0

]
=

∂ρ0(h)

∂φ0
,

V
′
1,2 = V

′
1,2

T
=

[
∂v1,2
∂φ0

]
=

[
∂v1,2

T

∂φ0

]
=

∂ρ0(h)

∂φ0
,

V
′
2 =

[
∂v2
∂φ0

]
=

∂ρ0(h)

∂φ0
.

∂2l(θ)

∂η∂φ1
=

∂2l(θ)

∂φ1∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂σml

∂φ1

]
=

(
σ2V

′
1 0

0 0

)
,

em que cada elemento v
′
1 da matriz V

′
1 é dado por V

′
1 = [ ∂v1∂φ1

] = τ21
∂ρ1(h)
∂φ1

.

∂2l(θ)

∂η∂φ2
=

∂2l(θ)

∂φ2∂η
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂η

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂η∂φ2

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂σml

∂φ2

]
=

(
0 0

0 σ2η2V
′
2

)
e

[
∂2σml

∂η∂φ2

]
=

(
0 0

0 2σ2ηV
′
2

)
,

em que cada elemento v
′
2 da matriz V

′
2 é dado por V

′
2 = [ ∂v2∂φ2

] = τ22
∂ρ2(h)
∂φ2

.

∂2l(θ)

∂τ21
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ1

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ1∂τ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ1∂τ1

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂τ1∂τ1

]
=

(
σ2V

′′
1 0

0 0

)
,

em que V
′′
1 = [ ∂2v1

∂τ1∂τ1
] = 2ρ1(h).
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∂2l(θ)

∂τ1∂τ2
=

∂2l(θ)

∂τ2∂τ1
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
,

cujos elementos já foram explicitados anteriormente.

∂2l(θ)

∂τ1∂φ0
=

∂2l(θ)

∂φ0∂τ1
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.

∂2l(θ)

∂τ1∂φ1
=

∂2l(θ)

∂φ1∂τ1
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ1∂φ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ1∂φ1

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂τ1∂φ1

]
=

(
σ2V

′′
1 0

0 0

)
,

donde V
′′
1 = [ ∂2v1

∂τ1∂φ1
] = 2τ1

∂ρ1(h)
∂φ1

.

∂2l(θ)

∂τ1∂φ2
=

∂2l(θ)

∂φ2∂τ1
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.

∂2l(θ)

∂τ22
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ2∂τ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ2∂τ2

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂τ2∂τ2

]
=

(
0 0

0 σ2η2V
′′
2

)
,

em que V
′′
2 = [ ∂2v2

∂τ2∂τ2
] = 2ρ2(h).

∂2l(θ)

∂τ2∂φ0
=

∂2l(θ)

∂φ0∂τ2
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.
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∂2l(θ)

∂τ2∂φ1
=

∂2l(θ)

∂φ1∂τ2
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.

∂2l(θ)

∂τ2∂φ2
=

∂2l(θ)

∂φ2∂τ2
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ2∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂τ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂τ2∂φ2

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂τ2∂φ2

]
=

(
0 0

0 σ2η2V
′′
2

)
,

donde V
′′
2 = [ ∂2v2

∂τ2∂φ2
] = 2τ2

∂ρ2(h)
∂φ2

.

∂2l(θ)

∂φ2
0

= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ0∂φ0

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ0∂φ0

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂φ0∂φ0

]
=

(
σ2V

′′
1 σ2ηV

′′
1,2

σ2ηV
′′
1,2

T
σ2η2V

′′
2

)
,

cujos elementos são dados por:

V
′′
1 =

[
∂2v1

∂φ0∂φ0

]
=

∂2ρ0(h)

∂φ0∂φ0
,

V
′′
1,2 = V

′′
1,2

T
=

[
∂2v1,2
∂φ0∂φ0

]
=

[
∂2v1,2

T

∂φ0∂φ0

]
=

∂2ρ0(h)

∂φ0∂φ0
,

V
′′
2 =

[
∂2v2

∂φ0∂φ0

]
=

∂2ρ0(h)

∂φ0∂φ0
.

∂2l(θ)

∂φ0∂φ1
=

∂2l(θ)

∂φ1∂φ0
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.

∂2l(θ)

∂φ0∂φ2
=

∂2l(θ)

∂φ2∂φ0
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ0

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.
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∂2l(θ)

∂φ2
1

= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ1∂φ1

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ1∂φ1

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂φ1∂φ1

]
=

(
σ2V

′′
1 0

0 0

)
,

donde,

V
′′
1 =

[
∂2v1

∂φ1∂φ1

]
= τ21

∂2ρ1(h)

∂φ1∂φ1
.

∂2l(θ)

∂φ1∂φ2
=

∂2l(θ)

∂φ2∂φ1
= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ1

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]]
.

∂2l(θ)

∂φ2
2

= −1

2

[
tr

[(
−Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
+Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ2∂φ2

]]
+ 2

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y

)[
∂σml

∂φ2

]
Σ−1

Y (Y − µ)

]
−

[
(Y − µ)T

(
Σ−1

Y

[
∂2σml

∂φ2∂φ2

]
Σ−1

Y

)
(Y − µ)

]]
,

sendo: [
∂2σml

∂φ2∂φ2

]
=

(
0 0

0 σ2η2V
′′
2

)
,

em que,

V
′′
2 =

[
∂2v2

∂φ2∂φ2

]
= τ22

∂2ρ2(h)

∂φ2∂φ2
.

Por fim, serão apresentadas as segundas derivadas do logaritmo da função de verossi-

milhança que compõe as matrizes de informação de Fisher observada para os parâmetros β e σ

(Equações 6.12 e 6.13, respectivamente).

Da maximização do logaritmo da função de verossimilhança, a expressão (Y−µ)TΣ−1
Y (Y−

µ) é a única que tem relação com o vetor de médias µ, em que µ = Dβ (ver Seção 3.2.1). E mais,

utilizando manipulação algébrica, tem-se a seguinte igualdade:

(Y − µ)TΣ−1
Y (Y − µ) = (YTΣ−1

Y Y)− 2(YTΣ−1
Y D)β + βT (DTΣ−1

Y D)β.
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Desta forma,

∂l(θ)

∂µ
=

∂l(θ)

∂β
= −1

2

(
∂[(YTΣ−1

Y Y)− 2(YTΣ−1
Y D)β + βT (DTΣ−1

Y D)β]
∂β

)
= −1

2

[
− 2(YTΣ−1

Y D) + [(DTΣ−1
Y D) + (DTΣ−1

Y D)T ]β
]

= −1

2

[
− 2(YTΣ−1

Y D) + 2(DTΣ−1
Y D)β

]
= (YTΣ−1

Y D)− (DTΣ−1
Y D)β. (6.15)

Igualando a derivada ∂l(θ)

∂β
a zero, vem que:

(YTΣ−1
Y D)− (DTΣ−1

Y D)β = 0

(DTΣ−1
Y D)β = (YTΣ−1

Y D),

donde obtém-se a forma analítica fechada para o parâmetro β:

β = (DTΣ−1
Y D)−1(YTΣ−1

Y D).

Da Equação 6.15, tem-se que a segunda derivada do logaritmo da função de verossimi-

lhança em relação a β é dada por:

∂2l(θ)

∂β2 =
∂[(YTΣ−1

Y D)− (DTΣ−1
Y D)β]

∂β
= −(DTΣ−1

Y D).

Por fim, em relação ao parâmetro σ2, considerando que ΣY = σ2V (Equação 3.22),

pode-se reescrever a função de máxima verossimilhança como:

l(θ) = −1

2

[
ln(|σ2V|) + nln(2π) + (Y − µ)T (σ2V)−1(Y − µ)

]
,

em que ln(|σ2V|) = ln((σ2)n|V|), e utilizando as devidas propriedades do logaritmo natural, se

obtém a seguinte igualdade:

l(θ) = −1

2

[
nln(σ2) + ln(|V|) + nln(2π) + (Y − µ)T

1

σ2
V−1(Y − µ)

]
,

para σ ̸= 0.

E deste modo,

∂l(θ)

∂σ2
= −1

2

[
n

σ2
+ (Y − µ)TV−1(Y − µ)

(
− 1

(σ2)2

)]
. (6.16)

Igualando a derivada ∂l(θ)
∂σ2 a zero, tem-se que:

−1

2

[
n

σ2
+ (Y − µ)TV−1(Y − µ)

(
− 1

(σ2)2

)]
= 0

σ2n− (Y − µ)TV−1(Y − µ)

(σ2)2
= 0,

donde obtém-se a forma analítica fechada para o parâmetro σ2:

σ2 =
(Y − µ)TV−1(Y − µ)

n
.

Da Equação 6.16, tem-se que a segunda derivada do logaritmo da função de máxima

verossimilhança em relação a σ2 é igual a:

∂2l(θ)

∂(σ2)2
=

n

2(σ2)2
− (Y − µ)TV−1(Y − µ)

(σ2)3
.
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