U UNIVERSIDADE ESTADUAL DO OESTE DO PARANA
PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM MATEMATICA ~ 4ada

unioeste PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM REDE NACIONAL

QUATERNIOS E ROTACOES NO
ESPACO

Outubro de 2021



i



UNIVERSIDADE ESTADUAL DO OESTE DO PARANA
PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM REDE NACIONAL - PROFMAT

QUATERNIOS E ROTACOES NO ESPACO

Marta Schaeffer Butzge

Dissertacao apresentada ao programa de pés graduacao
em matematica como parte dos requisitos para obtencao
do titulo de Mestre pelo Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional - PROFMAT.

Banca examinadora:
lo membro (Orientador): Flavio Roberto Dias Silva
20 membro: Thiago Pinguello de Andrade

30 membro: Sandro Marcos Guzzo

Cascavel, Outubro de 2021.



Ficha de identificacdo da obra elaborada através do Formulario de Geragdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da
Unioeste.

Schaef fer Butzge, Marta

Quat érnios e rotagbes no espaco / Marta Schaeffer Butzge;
orientador Flavio Roberto Dias Silva. -- Cascavel, 2021.

101 p.

Di ssertacdo (Mestrado Profissional Canpus de Cascavel) --
Uni ver si dade Estadual do Ceste do Parana, Centro de G éncias
Exat as e Tecnol 6gi cas, Programa de Pds- G aduagdo em Matendética

Mestrado Profissional, 2021.

1. Matemdtica. 2. Rotagbes no Espaco. 3. Quatérnios. 4.
Custo Conputacional. |I. Dias Silva, Flavio Roberto, orient.
Il1. Titulo.

v



Marta Schaeffer Butzge
Quatérnios e rotacdes no espaco

Trabatho Final de Conclusdo apresentado ao Programa de pés-graduacdo em
Matematica - PROFMAT em cumprimento parcial aos requisitos para obtengdo do titulo de
Mestre em Ensino de Matematica, area de concentracdo Ensino de matemdtica, linha de

pesquisa Ensino bésico de matematica, APROVADO pela seguinte banca examinadora:

34 0., M.

Orientador - Prof. Dr. Flavio Roberto Dias Silva
Universidade Estadual do Oeste do Parana - flampus de Cascavel (UNIOESTE)

Prof. Dr. Thiag0 Pinguello de Andrade
Universidade Tecnologica Federal do Parana - Campus de Cornélio Procopio

N ~_
< '\,'2)/

~

";,_,C)' .
Prof. Dr. Sandro Marcos Guzzo
Universidade Estadual do Oeste do Parana - Campus de Cascavel (UNIOESTE)

Cascavel, 14 de outubro de 2021




vi



Agradecimentos

A Deus por ter permitido que mais esta realizacao da minha vida pudesse ser

concluida.

Ao Prof. Dr Flavio Roberto Dias Silva pela paciéncia, apoio, dedicacao e seu
conhecimento indispensavel para que houvessem o desenvolvimento do mesmo; além da

compreensao e auxilio quando necessario.

Ao Prof. Dr André Vicente, atual coordenador do curso de mestrado profissi-
onalizante PROFMAT, pela assisténcia.

Ao meu esposo Everton e aos nossos filhos Rafaela e Gabriel pela compreensao
todo esse tempo, por algumas auséncias, e pelo apoio, companheirismo, e incentivo para

que eu chegasse até aqui.

A minha mae, meu pai(in memorian) e meus irmaos que sempre confiaram na

minha capacidade e se sentem orgulhosos das minhas conquistas.

A todos os professores do mestrado com os quais tive o prazer em conviver e
aprender durante o periodo em que estive na UNIOESTE, visto que cada um contribuiu

de alguma forma para o meu crescimento intelectual e minha pratica docente.

Aos meus colegas de mestrado que sempre estiveram comigo durante horas de

estudo, compartilhando conhecimento e contribuindo para o meu crescimento intelectual.

Aos meus colegas de trabalho, com os quais compartilhei as minhas

angustias,... a todos, muito obrigado.

vil



viil



Resumo

Este trabalho tem como propdsito apresentar o conjunto dos nimeros
quatérnios e suas principais propriedades, usando para isso, as propriedades e definigoes
no contexto da geometria analitica como justificativa. Em face deste conhecimento
associado as teorias contidas na &algebra vetorial sobre operadores lineares, também se
objetiva a demonstrar as formas mais comuns de parametrizagoes de rotagoes no espago
partindo do pressuposto que estas seguem as ideias definidas para rotagoes do plano, a
nao ser por pequenos detalhes, apresentado assim os trées tipos de parametrizagoes mais
comuns para rotagoes no espaco: eixo-angulo, angulos de Euler e finalmente as rotacoes
com numeros quatérnios unitarios. Considerando o nimero de operagoes matematicas
realizadas tanto nas parametrizagoes quanto nas conversoes entre paramatrizacoes, sera
determinado qual das rotagoes oferece um custo computacional mais baixo, e também as

caracteristicas de cada rotagao.

Palavras-chave: Algebra. Quatérnios. Parametrizacoes. Rotacoes. Custo Compu-

tacional.
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Abstract

This work aims to present the set of quaternary numbers and their main
properties, using the properties and definitions in the context of analytic geometry as
justification. In view of this knowledge associated with the theories contained in vector
algebra about linear operators, it also aims to demonstrate the most common forms of
parameterization of rotations in space, assuming that they follow the ideas defined for
plane rotations, except for small details , thus presenting the three most common types of
parameterizations for rotations in space: axis-angle, Euler angles and finally the rotations
with unitary quaternary numbers. Considering the number of mathematical operations
performed in both parameterizations and conversions between parameterizations, it will
be determined which of the rotations offers the lowest computational cost, as well as the

characteristics of each rotation.

Keywords: Algebra. Quaternions. Parameterizations. Rotations. Computational
Cost.
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Introducao

No inicio do século X TX aconteceram grandes avangos na produc¢ao do conhe-
cimento cientifico matematico. Apds muito tempo o estudo sobre os niimeros complexos
ficar “adormecido”, o assunto acabou sendo retomado por Caspar Wessel (1745-1818),
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) e Jean-Robert Argand (1786-1822) que descobriram
que, além de poder representar um numero complexo no plano, ele também poderia ser

operado entre si, o que posteriormente passou a ser chamado de Algebra vetorial.

Mas essas conclusoes nao foram assim tao simples. Somente em 1833 Willian
Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou a Academia Irlandesa um artigo onde introduziu
a dlgebra formal dos niimeros complexos [16]. Os complexos entao passaram a ser encara-
dos como pares ordenados (a, b) de niimeros reais que podiam ser somados e multiplicados
obtendo assim, uma explicacdo légica para a o simbolo v/—1. Mas o que Hamilton tinha
em mente era bem mais pretensioso do que isso: buscar uma algebra que fosse para vetores

no espaco tridimensional o que a algebra era para os nimeros complexos no plano.

Hamilton tentou aplicar a ideia de niimero complexo binario a + bi para trés
dimensoes usando os ternos a + bi + ¢j e trabalhou por dez anos na tentativa de resolver
a multiplicacao de nimeros com essa formacao, sem sucesso. Em 1843, apds abandonar a
ideia da comutatividade entre quatérnios e usar mais um termo, chamado de k, percebeu

que era possivel formalizar a algebra dos quatérnios.

Entre as varias aplicagoes com ntimeros quatérnios, destacamos a sua utilizacao
em computacgao grafica através da possibilidade de descrever movimentos tridimensionais
abordados no campo da robdtica [3], a interpolagao de pontos no espaco para descrever
movimentos de rotagdo suave em animagoes graficas [13] utilizadas no desenvolvimento

de games, fotogrametria [10], além de outras aplicagoes.

Inicialmente, trataremos de conceitos considerados preliminares da geometria
analitica e algebra vetorial a fim de que os conteidos abordados na sequéncia possam
ser melhor compreendidos buscando uma justificativa para o desenvolvimento de algumas

teorias.

Na sequéncia no capitulo 2, de acordo com as defini¢oes contidas em [11], serdo
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apresentadas as notacoes e defini¢oes presentes no conjunto dos niimeros quatérnios, bem
como a demonstracao das principais propriedades, que tornam o conjunto dos nimeros
quatérnios conhecido matematicamente como um quase corpo, além de algumas in-

formagoes necessarias as rotagoes no espago.

O terceiro capitulo constara inicialmente de informacoes importantes da
algebra justificando que a utilizacao do operador linear de rotagao satisfaz as condi¢oes
de uma transformacao linear. Além disso, através da analogia das rotacoes no plano com
os numeros complexos, é possivel estabelecer uma relagao entre as rotagoes no espaco
com os numeros quatérnios, sendo também consideradas as parametrizagoes no sistema

eixo-angulo e angulos de Euler.

Finalmente, o ultimo capitulo tratara de informacoes importantes inicialmente
sobre a conversao de parametrizacoes, e posteriormente, o nimero de operagoes vinculadas
a cada parametrizacao e também conversao justificando assim qual parametrizacao é mais

vantajosa do ponto de vista da implementagao computacional de algoritmos.
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Capitulo 1
Operacoes com Vetores no Espaco

Em 1843 um grande estudioso inglés, Willian Rowan Hamilton (1805-1865)
desenvolveu a algebra dos nimeros quatérnios [12], porém, no final do século XIX dois
estudiosos, o americano Josiah Willard Gibbs e o inglés Oliver Heaviside popularizaram
uma versao “simplificada”dos nimeros quatérnios com a publicacao de varios livros a
respeito do assunto que mais tarde passou a se chamar “Algebra vetorial”[17]. Assim,
inicialmente abordaremos as operagoes entre vetores, dadas pelo produto interno (escalar)
e o produto vetorial, bem como as propriedades vinculadas, para que na sequéncia, possam
ser utilizadas nas operacgoes entre niimeros quatérnios e posteriormente justificar outras

propriedades vinculadas as rotagoes no espaco.

Também se faz necessario ressaltar que o assunto ora tratado pode ser en-
contrado em intmeros referénciais bibliograficos, como por exemplo [8], [4] e [23]. Neste
capitulo, a fim de que se possa adotar uma nomenclatura tnica, optaremos por [16] e
[8], uma vez que se trata do livro texto do curso PROFMAT. Também assumiremos

conhecidos os principais axiomas e resultados da Geometria Euclidiana no espago.

1.1 Vetores no Espaco

Antes de introduzir o conceito de vetor no espaco, definiremos o espaco a ser

utilizado, escolhendo o sistema de eixos ortogonais de acordo com [8].

Definicao 1.1. Um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco € da Geometria Eucli-
diana consiste de trés eixos mutuamente perpendiculares, OX, OY e OZ, com a mesma

origem O.

Assim, cada ponto P € ¢ corresponde a uma terna ordenada (x, y, z) onde x, vy,

e z sao chamadas de coordenadas do ponto P em relagao ao sistema de eixos ortogonais
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OXYZ.

Inicialmente, vamos definir as rela¢oes de equipoléncia no espaco.

Definicao 1.2. Os segmentos orientados AB e C'D no espago sao equipolentes e escreve-
mos AB = CD, quando satisfazem as seguintes condigoes:

(i) AB e C'D tem comprimento igual: |AB| = d(A, B) = d(C, D) = |CD|. Vale ressaltar
que neste caso, d(A, B) denota a distancia entre os pontos A e B na geometria Euclidiana,;
(i1)) AB e CD estao contidos em retas distintas que sdo paralelas;

(111)) AB e C'D tém o mesmo sentido.

A relagao de equipoléncia entre segmentos no espaco é também considerada
uma relagao de equivaléncia pois satisfaz as propriedades de reflexividade, simetria e
transitividade. Assim, podemos dividir o conjunto dos segmentos orientados no espaco
em subconjuntos chamados Classes de equipoléncia, onde cada classe é denominada de

Vetor no espaco.

Para designar o conjunto de todos os vetores equipolentes ao segmento AB no

espaco, usaremos a notacao:
@ = AB = {CD|AB = CD).

Para caracterizar a equipoléncia em termos de coordenadas, considere A =
(al,ag,CLg), B = (bl,bg, bg), C = (61,02,03) eD = <d17d2,d3). Entéo,

AB=CD +— bl—alzdl—cl,bg—a2:d2—62ebg—a3:d3—03.

A afirmacgao acima é justificada pelo fato de que, ao considerarmos o parale-
logramo ABDC', o ponto médio do segmento AD coincide com o ponto médio de BC' e

pode ser encontrada em [8].

Também nao menos importante, o vetor nulo ou vetor zero, seréd representado

por um segmento cuja origem ¢ igual a extremidade,
-
0 =AA=BE=0C = ..

Além disso, dado um vetor @ = 1@ e um ponto P € ¢, existe um unico ponto

Qestalqueﬁzlﬁ.

Neste caso, para verificar quando A, B e P nao sao colineares, basta considerar

o plano que os contém, o leitor interessado em maiores informagoes podera consultar [8].
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1.2 Operacoes com Vetores no Espaco

Para compreender algumas operacoes que serao realizadas no conjunto dos
nimeros quatérnios é necessario conhecer as propriedades de operacoes com vetores no
espaco. E importante ressaltar qua a algebra dos quatérnios antecede e justifica a algebra
vetorial. No entanto, devido ao conhecimento dos leitores sobre o assunto, consideraremos

que a algebra vetorial é um “pré-requisito” para a comprensao da algebra dos quatérnios.

Assim, vamos definir as operacoes de adi¢ao de vetores no espago e também a

multiplicagao de um numero real por um vetor.

Definicao 1.3. Sejam W e ¥ vetores do espaco €. Seja A um ponto qualquer do espaco e
sejam AB e BC' segmentos orientados representantes dos vetores Ted respectivamente.
O vetor soma dos vetores U e 7, que designamos por u + 7, é o vetor representado

pelo segmento AC'. Ver Figura 1.1.

Na prética, a adigao de vetores (Figura 1.1), efetua-se em relagao as coorde-
nadas dos vetores em um sistema de eixos ortogonais fixados, onde os pontos A, B e C'

estao contidos no mesmo plano do espago.

Figura 1.1: Adicao de vetores no espaco.

Proposicao 1.1. Considerando um sistema de eixos ortogonais OXY Z e os vetores

U = (a1, ag, ag) e v = (b1, by, b3) vetores no espaco.

U+ = (a1, ag, as) + (b1, ba, bs) = (a1 + by, as + ba, ag + bs).
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As propriedades da adicao de vetores no espaco e no plano sao similares. Apre-
sentaremos as propriedades cujas demonstracoes podem ser encontradas em véarios livros

de Geometria analitica.

Proposicao 1.2. Sejam U, U e W vetores no espaco. Valem as seguintes propriedades:

VU +7T =7+,
W)U+ (V+0)= (U +7)+ ;
iii) O vetor K (ou vetor nulo) é tal que T40 = 6>+7:7;

iv) Para cada vetor ¥ existe um tnico vetor, chamado de inverso (ou simétrico) aditivo

de 7, designado — 7, tal que ¥ + (=) = 0.

—
Nesta ultima propriedade note que se v = 1@ entdo — v = BA.

E necessario ressaltar, que as propriedades acima apresentadas, irao subsidiar
e ainda simplificar as demonstragoes das operacoes com ntimeros quatérnios, uma vez que

a notagao vetorial facilita a compreensao em tal conjunto.

O préximo item de estudo, a operacao de multiplicacao de um nimero real por
um vetor no espaco, é considerado essencial para justificar a colinearidade e coplanaridade

de pontos em R3.

Definicao 1.4. Sejam E € R? e A € R. O produto de \ por zﬁ é o vetor ﬁ = )\zﬁ
tal que:

i) A, B e B’ sao colineares;

it) |AB'| = d(A, B') = || - d(A, B) = || |ABY;

iii) os segmentos AB e AB’ tem o mesmo sentido se A > 0 e sentidos opostos se A < 0.

Na pratica, assim como na adicao, a multiplicacao de um escalar por um vetor

é efetuada em relacao a um sistema de eixos ortogonais, ou seja,
)\7 = )\(al, ao, a3) = (/\(11, )\(IQ, )\ag).

As propriedades associadas a multiplicacao de um escalar por um vetor con-

sistem na associatividade, distributividade e na existéncia do elemento neutro.

Proposicio 1.3. Sejam ¥ e ¥ € R e )\, 1 € R. Valem as seguintes propriedades:
i) Mpd) = () W

i) MU 4+ 7)) =\ + \7;

i) A+ )V = AT 4+ pu;

w)1- v =7.

Multiplicando-se ¥ por —1 obtém-se o inverso aditivo do vetor 7, nesse €aso,

7.
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As quatro propriedades da adicao de vetores e as quatro propriedades da mul-
tiplicacdo de escalar por vetor, conferem ao espaco R? o que chamamos em matemética de
estrutura de “Espago Vetorial”, as quais seguem os mesmos principios do calculo algébrico
elementar. De forma bem simplificada, podemos entender um espaco vetorial V', por exem-
plo, como uma colecao de objetos chamados de vetores que podem ser somados entre si
e multiplicados por nimeros reais chamados de escalares, cujos resultados obtidos ainda

sao considerados vetores.

Definicao 1.5. V é chamado de Espaco Vetorial se satisfaz as propriedades apresentadas
na Proposicao 1.2 com relacao a adigao de vetores, 4+ : V xV — V| e também sao validas
as propriedades da multiplicagao por escalar - : R x V' — V| apresentadas na Proposicao
1.3.

Neste trabalho, enfatizaremos um tipo particular de fun¢ao estabelecida entre
dois espacos vetoriais, também chamada de Transformag¢ao Linear. Logo, se faz necessario
determinar as condigoes para que um conjunto nao vazio W seja um subconjunto de V.
Para isso, de acordo com [14], basta considerar as propriedades i) e iv) da Proposigao
1.2.

Proposigao 1.4. Sejam V um espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V.
Entao, W é um subespaco de V' se, e somente se, as seguintes condicoes sao satisfeitas:
i) se U,V €W, entdo U + U € W;

ii)se \€ Re ¥ € W, entio AU € W.

As definigoes e proposicoes apresentadas a respeito da adicao de vetores e
multiplicacao de um escalar por um vetor, irao subsidiar a teoria apresentada na préxima

subsecao.

1.2.1 Colinearidade e Coplanaridade de Pontos em R?

Uma importante consequéncia da utilizacao das operacoes entre vetores con-
siste na verificacao da colinearidade e coplanaridade de pontos no espaco. Sabemos que
tanto pontos no plano quanto pontos no espago sao colineares se eles pertencem a uma

mesma reta.

Definicao 1.6. O vetor U é multiplo do vetor o se existe A € R tal que U =\7.

Como consequéncia da definicao podemos elencar algumas observagoes impor-

/7 7 . . 7 . % Va v .
tantes, como o fato de que todo vetor é multiplo de si préprio, o vetor 0 é multiplo de
todo vetor, mas nenhum vetor nao nulo pode ser multiplo do vetor zero, e ainda, 0 é

multiplo de o se e somente se U é multiplo de 0 quando o e U sdo vetores nao nulos.
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Proposicio 1.5. Se @ = (a1, ay, az) e U = (by, by, bs) sdo vetores do espaco, entdo um

dos vetores é multiplo do outro se, e somente se,

CLng — CL3b2 = a1b3 - CL3b1 = a1b2 - CLle =0. (11)

A demonstragao consiste na utilizacao da definicao de multiplicacao por escalar
e pode ser encontrada na pg. 229 de [8]. Note que, para mostrar que dois vetores Ve
nao sao multiplos é suficiente mostrar que uma das igualdades acima é diferente de zero.
Outra observagao, as igualdades apresentadas nos sugerem o cédlculo do determinante de

uma matriz cujas as linhas sao as coordenadas dos vetores dados.

Em face do que ja foi exposto nesta secao, podemos concluir a préxima de-

finigao.

Proposicao 1.6. Dois vetores U e W nao nulos sdo colineares se, e somente se, existe
A€ Rtal que ¥ = \U.

Considerando o postulado da determinacao, sabemos que se trés pontos A, B
e C' no espaco nao sao colineares, entao eles determinam um tunico plano 7. Mas como

saber se um quarto ponto D pertence ou nao a este plano 7?7

A resposta consiste em verificar se o vetor Aﬁ por exemplo, é gerado pelos

vetores A§ e A(% Se isso acontece, dizemos que o vetor Al3 ¢ uma combinacao linear

dos vetores zﬁ e 1@ )

Teorema 1.1. Sejam A, B e C pontos nao colineares do espaco e seja m o plano que
eles determinam. O ponto D pertence ao plano m se, e somente se, o vetor zﬁ é
combinagao linear dos vetores E e ﬁ Ou seja,

D € m < existem z,y € R tais que E = w@—l—y@

Note que, afirmar que quatro pontos sao coplanares (Figura 1.2) é o mesmo que
dizer que um vetor é combinacao linear de outros dois vetores nao colineares e portanto,
os trés vetores estao contidos no mesmo plano, dizemos neste caso que esses vetores sao

Linearmente Dependentes (LD).

Caso contrério, se um dos quatro pontos, D por exemplo, nao esta contido em

um mesmo plano que os demais, podemos usar a préxima defini¢ao.

Definicao 1.7. Dizemos que os vetores E = vy, 1@ =1y € E = vz sao Linearmente

Independentes (LI) quando os pontos A, B, C' e D nao sao coplanares.

Neste caso, quando os pontos A, B, C' e D nao sao coplanares dizemos que

esses pontos determinam todo o espaco e qualquer vetor pode ser escrito de maneira tinica
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Figura 1.2: Vetores linearmente dependentes

como combinacao linear dos trés vetores E , 1@ e ﬁ e portanto o espaco tem dimensao

tres.

Teorema 1.2. Sejam v_f, e U3 trés vetores linearmente independentes no espaco.

Entao, para cada vetor W do espaco existem escalares unicos a, 5 e v € R tais que
W = avi + B + 703

A demonstracgao deste iltimo teorema consiste em considerar o paralelepipedo

gerado a partir dos planos que contém os pontos dados e pode ser encontrada em [8] e [4].

Assim, qualquer vetor do espaco pode ser gerado por outros trés vetores li-
nearmente independentes (Figura 1.3). Neste caso, dizemos que o espago vetorial W é

gerado pelo conjunto S de vetores linearmente independentes.

Definig¢ao 1.8. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K, e S = {"71, S v_n>} um
subconjunto finito de V. O subconjunto W de todos os elementos w € V' que podem ser
escritos como combinacao linear dos elementos de S é um subespaco vetorial denominado

Subespaco W gerado por S.

W = {ﬁ eV | W= a10] + s + ... +anﬁ, ap, Qg .., € K

Esta tdltima definicao garante que um conjunto S, formado por vetores line-
armente independentes e que podem ser escritos como uma combinacao linear gerando

assim W, é chamado de Base do espaco vetorial. Um exemplo bem comum de base em
R3 é a base canonica, S = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}.
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Figura 1.3: Vetores linearmente independentes.

1.3 Produto Interno no Espaco

O produto interno também chamado de produto escalar, associa a cada par
de vetores um escalar, ou seja, um nimero real. A fim de que se possa compreender a
representacao do produto interno é importante que se defina inicialmente dois conceitos

preliminares: Norma Fuclidiana ou Mddulo de um vetor e Angulo entre dois vetores.

Definicao 1.9. Norma FEuclidiana ou Mddulo do vetor U = 1@ no espaco ¢ o numero

real
7| = d(A, B).

Considerando que A = (aq, az,a3) e B = (b1, by, b3), a distancia (AB) é dada

por

d(A, B) = \/(bl - CL1)2 + (b2 - a2)2 -+ (bg — (L3)2.

Note que este nimero nao negativo independe da escolha do segmento AB

para representar o vetor .

Ao considerarmos o centro de um sistema de eixos ortogonais OXYZ e um

ponto P = (x,y, 2), se U = O? entao a distancia acima se reduz a

|| = d(0, P) = /22 + % + 22.
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Se |7\ = 1 dizemos que o vetor 0 é unitario, ou ainda, que a sua norma é
igual a 1. A fim de que se possa escrever um vetor 0 # 0 no espago como \u, para algum

A € R, onde o vetor @ ¢é unitario, é comum normalizar o vetor 7, ou seja,

0= % (1.2)

O vetor @ acima é chamado de vetor normalizado de U e possui a mesma
direcao e sentido do vetor . Posteriormente veremos no que se refere as rotacoes no

espago, que € possivel rotacionar qualquer vetor utilizando quatérnios unitarios.

Para comprender a operacao de produto interno entre vetores, é necessario que
saibamos verificar geometricamente a relagao entre dois vetores e o menor angulo formado

por eles.

Definicao 1.10. O Angulo Z(W, V) entre dois vetores W = AB e ¥ = AC ndo nulos,
é o menor angulo formado pelos segmentos AB e AC medido no plano m4pc que contém
os pontos A, B e C. Observe que Z(, V) € [0, 7).

Note que, se os pontos A, B e C sao colineares, temos apenas uma reta e
portanto, 4(7, 7) = 0. Caso contrario, conforme Figura 1.4, considere a aplicagao da

lei dos cossenos no triangulo ABC' abaixo.

—
U

Figura 1.4: Angulo entre vetores.

BC| = [+ [T - 2[@| 7| cos 6. (1.3)
Note que,

|B?’2 = |1@— @’2 = |7 — 7‘2 = |Cl — bl,CQ — bg,Cg — b3|2 =
(Cl — b1>2 -+ (CQ - b2)2 + (03 — 63)2.
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Expandindo o quadrado da diferenca em cada termo da soma acima e substi-

tuindo em (1.3), obtemos,

|7| ’7| cos 6 = Clbl + C2b2 + Cgbg. (14)

Posteriormente, na rotacao de um vetor em torno de um eixo no espaco, serao

retomadas as defini¢oes sobre angulos entre vetores na parametrizagao via angulos de
Euler.

Considerando os conceitos apresentados de norma de um vetor e angulo entre

vetores, ja estamos em condicao de definir o produto interno.

Definicao 1.11. Produto interno entre vetores U e U é o ndmero real

0, seﬁzﬁou?zﬁ

7,7 - )
) 7|7 cos 8 sed % Oed #0
onde 0 = Z(U, ).

Note que a segunda parte da defini¢ao equivale a equagao (1.4). Assim, o pro-
duto interno entre vetores pode ser caracterizado em termos das coordenadas dos vetores

com relagao a um sistema de eixos ortogonais, conforme vemos na proxima proposicao.
Proposicao 1.7. Se ¥ = (ay,a9,a3) e U = (b1, by, b3) sdo vetores no espago, entao

(U, W) = a1by + asby + asbs. (1.5)

- . A .
Se U # 0 e considerando que o angulo que o vetor faz com ele mesmo é igual

a 0, segue da definicao anterior que,

(0,7 = |7 (1.6)

A esta ultima proposigao seguem sete propriedades importantes cuja a demons-

tracao pode ser encontrada em varios livros de geometria analitica, como por exemplo,
[3].

Proposicao 1.8. Sejam os vetores 7, U e W vetores do espaco e A € R, o produto
interno satisfaz as seguintes propriedades:

i) (V,7) =7 > 0;

i) (U, V) =0 <= ¥ =0;
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Com as informagoes sobre a norma (ou médulo) de um vetor, as propriedades a
respeito do produto interno entre vetores e sabendo que | cos | < 1 para todo 6, tomando
o médulo da identidade (1.5) em ambos os lados da igualdade, obtemos a Desigualdade

de Cauchy-Schwarz
()| < |||V (1.7)

No caso em que U e U sao multiplos um do outro, ou seja, colineares, tem-se
que |[(, V)| = | |||, pois, | cos Z(W, T)| = 1 se e somente se Z(w, ) =0oum. A

desigualdade (1.7) justifica a préxima proposicao.

Proposicao 1.9. Para todos os vetores X e do espaco vale a Desigualdade Triangular,

dada por

7+ ) < ||+ |V, (1.8)

. , = ~
valendo a igualdade se, e somente, um dos vetores U ou U é 0, ou se U e U sdo

multiplos positivos um do outro.

Para demonstrar a desigualdade triangular basta tomar o quadrado em ambos

os lados da inequacao e utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Se tratando ainda do produto interno, podemos definir a sua relagdo com o

perpendicularismo entre vetores.

Definicao 1.12. O vetor U6 perpendicular ou ortogonal ao vetor U, e escrevemos
7J_7, quando um dos vetores é nulo ou quando o angulo entre eles é reto. Da definicao

de produto interno segue que

ULY = (U, 7)=0. (1.9)

O caso em que um dos vetores ¢ nulo decorre imediatamente da definigao do
produto interno que <7, 7) = 0. No caso em que ambos os vetores sao diferentes de zero,

teremos (U, V) =0 <= |U||7| cos § =0 <= cosf =0 <:>6:g.

Para resultados futuros, também consideraremos vetores ortogonais e além
disso, wunitarios. Vetores que possuem estas caracteristicas sao ditos Vetores Orto-
normais. Considerando o R?® a base canodnica é composta pelo conjunto de vetores
S ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} cuja norma ¢ unitdria e o produto interno entre os ve-

tores tomados dois a dois é 0.

Finalizando esta secao, podemos ainda associar o produto interno com a

Proje¢ao ortogonal de um vetor sobre outro (Figura 1.5).

Definicao 1.13. Sejam v = ﬁ e U = 1@ vetores nao nulos representados por seg-

mentos orientados com a mesma origem. Sejam o ponto D o pé da perpendicular baixada
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Figura 1.5: Projegao de v na diregao de .

do ponto C' sobre a reta que contém os pontos A e B. A Projecao Ortogonal do vetor o
na direcdo de i é o vetor Proj77 = E = .

Observe que se D esta contido na reta que contém os pontos A e B, entao

podemos escrever /ﬁ = /\1@ = A\, para algum A € R. Usando as operacoes de
(¢, )
£

adicao, subtracao e a ortogonalidade entre vetores, chegamos ao fato de que A\ =

Assim, podemos concluir com a préxima proposicao.

Proposigcao 1.10. A projecao ortogonal do vetor 7 na direcao do vetor u # 0 é dada

(7, 7)
Ed

por
Proj— 0 = . (1.10)

No caso particular em que @ é um vetor unitdrio, a férmula (1.10) se reduz a

Proj» 0 = (W, V\d (1.11)

1.4 Relacao entre Vetores, Matrizes e Determinantes

Como ja foi apresentado, na Definicao 1.5, inicialmente com a possibilidade
de verificagao de dois vetores serem muiltiplos, a necessidade da compreensao do calculo
do determinante de uma matriz se faz necessario. Posteriormente, o determinante de
uma matriz também sera utilizado nas aplicagoes do produto vetorial, uma vez que a

compreensao de vetores ortogonais é indispensavel a conclusao deste trabalho.

Como estaremos enfatizando as rotagoes no espacgo tridimensional com a uti-
lizagdo dos quatérnios, nos limitaremos as matrizes de até 3* ordem, no entanto, escreve-

remos de maneira geral as operagoes entre matrizes e tipos especiais de matrizes.
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Matrizes sao comumente utilizadas para a organizacao de dados tabulares a
fim de facilitar a resolucao de problemas. Consideraremos conhecidas pelo leitor a caracte-
rizacao inicial de uma matriz, suas linhas, colunas e elementos e adotaremos as definigoes

contidas em [16] e [8] a fim de organizar de modo crescente o trabalho em questao.

Em muitos contextos, é conveniente escrever um Vetor,7 = (ai,az,a3) na
notacao matricial como uma matriz linha ou como uma matriz coluna, ou seja, v =
an
(a11 a12 a13) ou v = a1 |, respectivamente.
asi
Assim, iremos mostrar as operacgoes entre matrizes levando em consideracao
que os elementos de cada matriz nada mais sao do que coordenadas de um vetor cujas

operacoes seguem as mesmas regras ja apresentadas anteriormente.

Definicao 1.14. Sejam as matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, define-se a soma A+B

das matrizes A e B, como sendo a matriz C' = (¢;j)mxn, tal que
Cij = aij + bij, (112)

para todo i e j.

Uma condicao necessaria para a adicao de matrizes ¢ de que ambas precisam
ter a mesma ordem, ou seja, 0 mesmo numero de linhas m e o mesmo nimero de colunas

n.

Definigao 1.15. A multiplicagdo de um nimero real A pela matriz A = (@;;)mxn chama-se

produto de A por A a matriz B = (b;j)mxn, tal que,

bij = )\aij. (113)

As operagoes de adicao de matrizes e multiplicacao de matriz por escalar pos-
suem as mesmas propriedades ja apresentadas nas operacoes de adicao de vetores e mul-
tiplicacao de vetor por escalar, ja apresentadas na Proposicao 1.2 e na Proposicao 1.3,
sendo a matriz nula 0, em que os elementos sao todos iguais a 0 (zero), o elemento neutro

da adigao.
Definicao 1.16. Dadas as matrizes A = (@jj)mxn € B = (bjk)nxp definimos a matriz

produto de A por B e indica-se AB, como sendo a matriz C' = (¢i;)mx, dada por

Cik = Qi1 - b + Qi - bog + @iz - b3 + oo + Qi - by = Z ijbjk- (1.14)
j=1

para todo i € {1,2,....,m} e todo k € {1,2,...,p}.
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E importante ressaltar que o produto AB existe se, e somente se, 0 nimero
de colunas n de A for igual ao niimero de linhas n de B como explicitado acima. Além
disso, o produto AB obtido, apresentara o numero de linhas m da matriz A e o nimero
de colunas p da matriz B. Outro detalhe importante é que ao verificarmos cada elemento
de forma isolada da matriz AB, como por exemplo, o termo c¢;1 = a11b11 + a12be1 + a13b31,

tem-se o produto interno do vetor linha de A pelo vetor coluna de B.

Se tratando ainda da multiplicacao de matrizes, podemos definir o elemento

neutro da multiplicacao.

Definicao 1.17. Matriz identidade de ordem n, indicada por I, é toda matriz diagonal

em que os elementos da diagonal principal sao iguais a 1.

Proposigao 1.11. Se A = (a;;j)mxn entdo Al, = Ae [,,A = A. Onde I, e I, sao as

matrizes identidade de ordem n e m respectivamente.

Proposicao 1.12. O produto entre matrizes apresenta as seguintes propriedades:
i)(AB)C = A(BC),

para quaisquer A = (a;;)mxn, B = (bjk)nxp € C = (Cri)pxr;

iW)(A+ B)C = AC + BC,

para quaisquer A = (a;j)mxns B = (bij)mxn € C = (Cjk)nxp;

ii)C(A+ B)=CA+ CB,

para quaisquer A = (a;j)mxn, B = (0ij)mxn € C = (Cki)pxm;

w)(AA)B = A(AB) = \(AB),

para quaisquer que sejam o numero A e as matrizes A = (a;;)mxn, B = (bjk)nxp-

E necessario ressaltar que a multiplicagao de matrizes nao é comutativa, ou

seja, para duas matrizes quaisquer A e B ¢ falso que AB = B A necessariamente.

2 3
Exemplo: Considerando as matrizes A = | 0 1| e B = ( bz 3) , tem-se que
14 -2 0 4
—4 8 18 11
AB # BA, pois AB=| -2 0 4 | enquanto BA = (—8 10).
-9 -2 13

Definicao 1.18. Matriz quadrada A,, de ordem n é toda matriz do tipo n x n, isto é, é

uma matriz que tem igual nimero de linhas e colunas.
Proposigcao 1.13. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz

invertivel se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,.

Neste caso, dizemos que a matriz B que satisfaz a condigao acima é tnica. De
fato, considerando que a matriz A possui inversae que AB=BA=1eque AC=CA=1

tem-se que,
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C=C-I=C(AB)=(CA)B=1-B=B,

sendo B chamada de matriz inversa de A, ou seja, B = A~!. Caso contrario, se nao
existir A™!, dizemos que a matriz é singular. Neste trabalho omitiremos as propriedades

vinculadas & inversa de uma matriz, mas elas podem ser encontradas em [20].

A fim de que seja possivel definir outras operagoes envolvendo matrizes e pos-

teriormente, determinantes, podemos também estabelecer a transposta de uma matriz.

Defini¢ao 1.19. Dada uma matriz A = (a;j)mxn chama-se transposta de A a matriz A’

dada por A" = (ai)nsxm-

De maneira geral, a transposta de uma matriz A,,., é a matriz em que os

t

nxm- O leitor inte-

elementos da primeira linha de A sado iguais a primeira coluna de A
ressado em mais informacoes sobre as propriedades da transposta de uma matriz podera

consultar a pagina 66 de [16].

Muito utilizada nas transformacoes lineares, a matriz simétrica e anti-simétrica

definem rotacoes e reflexdes no plano e também no espago.
Definicao 1.20. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada, de ordem n tal que,

A=A

Decorre da defini¢do que a;; = aj;, para todo i, j € {1,2,3,...,n}. De forma
mais direta, os elementos dispostos simetricamente em relagao a diagonal principal sao

iguais [16].

Definicao 1.21. Chama-se matriz anti-simétrica toda matriz quadrada, de ordem n tal

que,

A=—A

Em consequéncia da definicao temos que, a;; = —aj;, para todo i, j €
{1,2,3,...,n}.

Lembrando que os elementos das linhas e colunas das matrizes aqui utilizadas
sao as coordenadas de vetores, cujas operacoes de adicao e multiplicacao por escalar
foram definidas anteriormente. A definicao de matriz simétrica e anti-simétrica ajudarao

a determinar os elementos das matrizes de rotagao.

Tais matrizes de rotacao exercem uma agao sobre um vetor que em lingua-
gem algébrica comprende a uma transformagao Matricial também conhecida como trans-
formagao linear no plano ou no espago, o qual pode ser visto em detalhes em [15]. Entre
estas matrizes, as matrizes conhecidas como ortogonais exercem um papel fundamental e

com as informagoes apresentadas até o momento, ja estamos em condicao de defini-las.
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Defini¢ao 1.22. Uma matriz A é ortogonal se satisfaz AA" = I.

Note que, pela Proposicao 1.13 tem-se que AA? = I se, e somente se, A® = A~L,
Além disso, de acordo com as informagoes em [14] e [15] tanto as linhas quanto as colunas

da matriz ortogonal A sao formadas por vetores ortonormais.

Com as préximas definigoes sobre determinantes é possivel verificar sob que
condi¢oes uma matriz é ou nao invertivel. Para tanto, como estamos interessados em
vetores no plano e no espaco, iremos nos restringir ao célculo do determinante de uma

matriz de até 3* ordem de modo especifico.

Definicdo 1.23. Considere a matriz A, formada pelos vetores linha o = (ay,a9) e
U = (b1,b2). O determinante associado a matriz A, é dado por

aiy as

DGt(AQ) = = ale - agbl. (115)

1 b2

De acordo com a defini¢ao, podemos entender que o determinante associado
a matriz de 2* ordem, é dado pela diferenca entre o produto dos elementos da diagonal

principal pelo produto dos elementos da diagonal secundéria.

Definicao 1.24. Considere a matriz A; formada pelos vetores linha o = (ay,as,a3),

U = (by,b2,b3) € W = (c1,¢9,c3). O determinante associado a matriz A é dado por

a; Qo dasg
Det(Ag) = b1 bg b3 = a1b203 — a1b302 — (a2b163 — agbgcl) + a3b102 — agbgcl. (116)

1 C2 C3

A equagao (1.16) também poderia ser reescrita utilizando a regra do determi-

nante de uma matriz de 2* ordem, como descrito na Definicao 1.15 ou seja,

oz G, by by by by
Det(A?,): b1 bg bg = . . ap — . c a9 . . as. (117)
e ¢ ¢3 2 3 1 3 1 2

As propriedades associadas ao cédlculo de determinantes sao varias e podem
ser encontradas em [15] e [16]. Listaremos algumas (nao todas) as quais serao necessarias

para justificar certos calculos envolvendo as propriedades das matrizes de rotacao.

Proposigao 1.14. Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem n, e A € R. Entao,
i) det(A) = det(A?);

i) det(AA) = A" det(A);

iii) det(AB) = det(A) det(B).
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Lembrando que pela Proposicao 1.13, pode acontecer que uma matriz A nao
possua inversa. Uma das condicOes necessarias e suficientes para que uma matriz possua
inversa A~! tal que AA™! = I, é verificar se o determinante associado a matriz é diferente
de zero, pois, se det(A) # 0 entao, pela tltima propriedade, tem-se que det(A) det(A™!) =
det(AA™Y) = det(l) = 1.

1.5 Produto Vetorial

Um conceito muito importante utilizado na fisica e na matematica é o produto
vetorial. Amplamente utilizado principalmente em situacoes que envolvem o movimento
de particulas no espaco, o produto vetorial consiste em uma operacgao entre dois vetores
linearmente independentes em R, o qual associa de modo natural um vetor ortogonal ao
plano gerado por estes vetores, [14]. Assim, podemos definir o produto vetorial geometri-
camente se estabelecermos a sua norma, direcao e sentido. No entanto, consideraremos a

definicao algébrica a fim de que as principais propriedades sejam melhor compreendidas.

Considerando um sistema de eixos ortogonais OXY Z e os vetores U =

(ay,a9,a3) e v = (b1, by, b3) temos a préxima definigao.
Definicao 1.25. O produto vetorial de 0 por o é o vetor
U x V= (agbs — agba, —(aibs — asby), a1by — asby). (1.18)

Note que, calcular o produto vetorial consiste em calcular o determinante de
uma matriz de 3* ordem em que os elementos da primeira linha sao os vetores que repre-
sentam a base canodnica, a segunda linha sao as coordenadas do vetor U e a terceira linha

sao as coordenadas do vetor 7, isto é,

— — —

7k
7X7: ap Qg ag| = 2 4 i— s ;‘i‘ a o ]; (119)
bQ b3 bl bS bl b2
by by b3

Observe que as equacoes apresentadas na definicao acima ja foram apresenta-
das anteriormente e também na Definicao 1.5. Portanto, seria oportuno concluir agora
que dois vetores sao colineares (ou ainda, multiplos) se, e somente se, o produto vetorial
entre eles é nulo. Ou seja,
a2 as

by b

ay as

by b

ayp Qg

by by

— 0. (1.20)

Cabe ressaltar que as propriedades determinadas para o produto vetorial
também serao verificadas nas operagoes entre quatérnios, e por essa razao as apresen-

taremos aqui.
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Proposi¢ao 1.15. Para todos A € R e U = (ay,a9,a3), T = (b1,b9,b3) € W =
(¢1,¢9,c3), valem as seguintes propriedades:

D) (T x T, D) = (T x T, =0

iy U x U =0 se e s6 se um dos vetores ¥ ou ¢ ¢ muiltiplo do outro;

i) |7 x V| = |||7] sen 6, onde 0 = L(U,V);

i) Se U x T # 0, entao 7,7 e U x U sdo vetores LI,

V) U x VU =—(V x °);

vi) V) x U =" x (A7) = NU x V);

Vi) (T+ W)X VT =UXxV+UBxTVed x(V+T)="x T+« x ;

vii)) (U x U, 6) = (U, ¥ x W) =det(d, V', W), onde

ay ag as
(7,7,ﬁ) = bl b2 b3 (121)
Ci1 C2 C3

¢ a matriz 3 X 3 cujas linhas sao as coordenadas dos vetores UV e ﬁ, na ordem em que

sao listados;

i) (7 X U, ﬁ) = 0, se e somente se, ¥ ¥ e W sdo vetores LD;
2) U x (U x W)=, )V — (W, V);

wi) |4 x V)P = APV~ (W, )2

E importante ressaltar que, embora as duas ultimas propriedades sejam pouco
conhecidas, a sua abordagem aqui se faz necessaria devida a sua utilizagao posteriormente
na demonstracao das propriedades com ntimeros quatérnios. Considerando £ (7, 7) =4,
a demonstracao da ultima propriedade, também conhecida por identidade de Lagrange
segundo [15], consiste na utilizagdo da identidade trigonométrica fundamental, cos?§ +

sen 20 = 1, a relacao do produto interno com o cosf, e o produto vetorial com o sen .

Como o produto vetorial nés da como resultado um terceiro vetor que é orto-
gonal aos dois primeiros vetores nao colineares, uma importante consequéncia, de acordo
com [20] é que ao considerarmos o produto vetorial entre os vetores da base canodnica

obtemos as seguintes relagoes:

ixi=0 ixj=k jxi=—k
ixj=0  Jxk=i kxj=-i
kxk=0 kxi=j ixk=—J (1.22)

Note que ao estabelecer estas relacoes, estamos definindo um sentido ao pro-

duto vetorial.

Com relagao a interpretagao geométrica do produto vetorial (Figura 1.6), va-

. _ — = —
mos considerar a norma dos vetores. Sejam os vetores @ = OA £ 0 e ¥ = O? # 0
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vetores nao colineares, C' o quarto vértice do pararalelogramo P = OACB e h a altura

v K
Figura 1.6: Paralelogramo P = OACB de altura h.

do paralelogramo P, tomando o segmento OA como base. Entao h é dado por
—
h = |0B| sen Z(OA,0B). (1.23)
Logo, para o célculo da area temos

Area(P) = |OA||OB| sen Z(OA,0B),

ou seja,

Area(P) = |W|| 7| sen Z(W, V).

De acordo com o item (#i7) da Proposicao 1.15 tem-se portanto

Area(P) = |W x 7. (1.24)

Portanto, a norma do produto vetorial entre dois vetores nao colineares se
reduz ao calculo da area de um paralelogramo formado por esses vetores conforme a

Figura 1.6.

Cabe ressaltar que os vetores 7 e U nao sendo multiplos, tem-se pelo item
(i) da Proposicao 1.15 que U x ¥ é um vetor nao nulo perpendicular aos vetores ded
simultaneamente, ou seja, perpendicular ao plano gerado por U e V. Essa informacao nos
dé a diregao do produto vetorial. E, pela propriedade (iii) da Proposi¢ao 1.15, |7 X 7\
¢ igual a area do paralelogramo construido sobre os vetores W e ¥. Lembrando que
sO existem dois vetores que tem o mesmo comprimento e dire¢ao, o vetor original e seu

inverso aditivo, o produto vetorial |7 X 7| fica determinado se soubermos o seu sentido.
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Capitulo 2
O Conjunto dos Quatérnios

A formalizacao da algebra dos niimeros complexos em 1933 por Willian Rowan
Hamilton, incitou a possibilidade de rotacionar um vetor no espaco assim como rotacionar

um vetor no plano [16].

Inicialmente, Hamilton buscou desenvolver uma algebra para tripletos (z,y, 2)
buscando sempre desenvolver as rotagoes no espaco de forma semelhante com o que acon-
tecia com as rotagoes no plano. Apds muito tempo de estudo e pesquisa, sem muito éxito,
Hamilton percebeu que nao conseguiria desenvolver uma algebra que fosse fechada para
o caso dos tripletos [11]. Dez anos apds a sua divulgagao sobre a formalizagao da algebra
dos niimeros complexos, enquanto passeava com a esposa na Brougham Bridge do Royal
Canal [5], The ocorreu um insight: incorporar um quarto termo, k, que seria perpendicu-
lar simultaneamente aos dois segmentos i e j ja existentes e também esquecer a ideia de

comutatividade entre esses termos.

Surgia assim o Conjunto dos ntimeros quatérnios representados pela letra H
em homenagem a Hamilton. Nos anos que se seguiram, Hamilton se dedicou integralmente

ao estudo com os nimeros quatérnios porque acreditava na sua aplicabilidade [17].

De forma mais simples, podemos entender que os quatérnios também conheci-
dos como hipercomplexos, consistem em uma generalizagao dos nimeros complexos para

quatro dimensoes e sao compostos por uma parte escalar uma parte vetorial.

2.1 Definicoes no Conjunto dos Quatérnios

Nesta secao apresentaremos as notagoes bésicas e as defini¢oes envolvendo os

nimeros quatérnios. Entre as muitas referéncias citadas, consideraremos [11], [22] e [13].

Definicao 2.1. O conjunto dos numeros quatérnios, denotado pela letra H, é formado
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por todos os numeros com a forma ¢ = qo + 172 + q2j + q3k, com qo, ¢1, ¢2, g3 € R, e 1, j

e k satisfazendo as relagoes,i> = j> = k? = —1,ij =k e ji = —k.

E desta definicao tem-se que:

ijk = (ij)k = kk = k* = —1. (2.1)

Uma forma simples de estabelecer as relacoes entre as unidades acima apre-
sentadas é considerar, de acordo com [11], um diagrama (Figura 2.1) e a forma como sao

apresentadas as unidades.

7N
'~....j

Figura 2.1: Multiplicacao de unidades.

-No sentido anti-horario: a multiplicacao de duas unidades em sequéncia re-

sulta na terceira unidade;

-No sentido horario: a multiplicacao de duas unidades em sequéncia resulta no

oposto da terceira unidade.

Um ntimero quatérnio pode ser representado na sua forma algébrica, ¢ =
qo + q11 4+ q27 + g3k, ou ainda, usando a forma vetorial com o vetor v = (q1, G2, q3) € R3,

para qualquer ¢ € H, da seguinte maneira,

q=qo+qi+qj+ak=qp+ (0, 90, q) ZQO—i‘7 = <QO77)-

A notagao ¢ = qg + o é chamada de forma vetorial de um nimero quatérnio

e serd muito utilizada nas demonstragoes que se seguem.

Definicao 2.2. Seja o quatérnio ¢ = qo + q1¢ + q27 + g3k = qo + o, definimos, a parte
real de ¢ como sendo o nimero real gy, e denotamos por Re(q) = qo e a parte imagindria

ou parte vetorial de ¢ como sendo Im(q) = qui + ¢2j + sk = (q1,¢2, q3) = V.

Definicao 2.3. Dois niimeros quatérnios ¢ = qo+q1i+ qoJ +qzk e r = rog+rii+19j + 13k
sao iguais, escrevemos q = 1 se, gy = o, ¢1 = T1, §2 = Iy € g3 = r3, ou ainda,

qg=r1r <= Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).
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No proximo capitulo iremos tratar de rotagoes no espaco. Uma definicao es-

sencial de acordo com [2],[18] e [13], é o conceito sobre quatérnio puro.

Definicao 2.4. Um numero quatérnio p = py + p1t + p2j + p3k é chamado de quatérnio
puro se a sua parte escalar é nula, isto € p = 0+ p12 + poj + p3sk = 0 + v = (0, 7), ou
ainda Re(p) = 0 . O conjunto de todos os quatérnios com parte escalar nula é denotado

por Hy e um elemento qualquer deste conjunto é denominado quatérnio puro.

2.2 Algebra dos Quatérnios

O objetivo nesta secao é apresentar as principais operagoes com 0s nuimeros
quatérnios. Veremos que a maioria da defini¢oes ja apresentadas nas preliminares serao

verificadas neste capitulo também.

Definicao 2.5. Definimos a adi¢ao entre quatérnios com sendo a aplicagao
+:HxH— H,

que a cada par de quatérnios ¢ = qo + q17 + q27 + g3k = qo +V er=ro+ri +1roj +r3k =
ro + 7, associa o quatérnio denotado por ¢ + r, denominado de resultado da adicao de ¢

e r dado por,
q+7r = (Q+qiit+qj+ask)+(ro+ri+rej+rsk) = (go+ro)+(qi+71)i+(ga+72)j+(g3+73)k,

ou simplesmente ¢ + 7 = (g + ) + (ro + @) = (qo + r0) + (¥ + ).

A regra de adicao de niimeros quatérnios segue as defini¢oes ja mostradas para
a adicao de vetores, que na pratica efetua-se de acordo com as coordenadas determinadas

para cada ponto com relacao a um sistema de coordenadas OXY Z pré-fixado.

Para as proximas proposicoes, utilizaremos a forma vetorial de um nimero

quatérnio a fim de facilitar as demonstragoes apresentadas.

Proposigao 2.1. A adicao de nimeros quatérnios € associativa, ou seja,
(g+7r)+s=q+(r+s), (2.2)

para quaisquer ¢, v, s € H.

Demonstracao. Dados ¢ = qo + 7, r=ro+ U es=sy+ W, quatérnios arbitrarios,

temos,
(q+7)+5=((g0+ ) + (ro + U)) + (s0 + @)
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= (g0 +r0) + (T + 7)) + (50 + @)
= ((qo +70) + 50) + (V + W) + W)
= (o + (ro+ 50)) + (V + (¥ + T))
= (qo+ V) + ((ro + s0) + (¥ + )
= (qo+ )+ ((ro+ W) + (50 + W) =g+ (r+5). O

Proposigao 2.2. A adicao de quatérnios é comutativa, ou seja,
qg+r=r+g, (2.3)

para quaisquer ¢, r € IH.

Demonstracao. Tomando ¢ = gy + 7, r=ry+ 7, quatérnios arbitrarios, temos,

g+7="(g0+ V) + (ro+ )
= (go+710)+ (T + )
= (ro+q) + (U« + )
=(ro+ W)+ (p+7)=r+gq O

Assim como na geometria analitica, existe o elemento neutro da adi¢ao no

conjunto dos nimeros quatérnios.

Proposicao 2.3. Para todo ¢ € Hexister € Htal queq+r=r+q=q.

Demonstracao. Dado ¢ = qy + ¥ e H qualquer, queremos encontrar r = ry + U de

forma que ¢ + r = q. Logo, para que a igualdade seja satisfeita devemos ter,

Q+T=((I0+7)+(7‘0+7):(C]0+7)
= (go+r0)+ (T + ) = (00 + V),

utilizando a igualdade entre quatérnios
QO+ro=q S r0=0c T+ U =7 < U =0

[]

Logo, como era de se esperar, o quatérnio que safistaz as condigoes acima é

— . .
dado por r =0+ 0, ou seja, existe r € H tal que ¢ +r =1 + g = ¢, para todo ¢ € H.
Assim, podemos estabelecer que o elemento (0 + 0) € H é o zero do conjunto dos

numeros quatérnios e representado simplesmente por 0 ou Oy se restar alguma duvida.
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Definicao 2.6. Definimos H* como sendo o conjunto formado por todos os quatérnios
nao nulos, ou seja, H* =H — {0y} = H — 0.

Com existéncia do zero no conjunto dos nimeros quatérnios podemos deter-
minar o simétrico aditivo.
Proposicao 2.4. Dado qualquer ¢ € R, existe r € Htal queq+r =r+q = 0.
Demonstracao. Seja q = qo + v e H arbitrario, queremos determinar r = rg + 7 e H
tal que ¢ +r = 0, ou seja,
%
(go+ )+ (ro+«)=0+0

(qo+70) + (T +0)=0+ 0,

e com a igualdade entre quatérnios obteremos,
%
go+710=0 <= qo:—r067+7: 0 — v =-7.

Portanto, dado ¢ = gy + ¢ € H, existe r = (—r¢) + (=) € Htal que g +7r =1+ ¢ =
0. [

Estabelecido o elemento simétrico de ¢ € H para a adicao em H, podemos
afirmar que o par ordenado (H, +) é um grupo abeliano. Com a informagcao apresentada,

também estamos em condicao de definir a diferenca entre niimeros quatérnios.

Definicao 2.7. Sejam ¢, r € H com ¢ = qo + q1¢ + ¢27 + g3k = qo + T er=ry+ryi+
roj + 13k = 1o+ . Definimos a diferenca de g por r, como sendo o quatérnio denotado

por (¢ — r) dado por
q—1r=q+ (—r) = (g + @i + @27 + qz3k) + ((=r0) + (—r12) + (—rej) + (—13k))
= (qo — 7o) + (@1 — 71)i + (g2 — 12)j + (g3 — 13)k = (g0 — 70) + (V — ).

Definicao 2.8. Definimos a multiplicacao de um quatérnio por um escalar real como
sendo a aplicacao
RxH-— H,

onde a cada numero real A\ e a cada quatérnio ¢ = qo + q1t + q2J + g3k € associado o

quatérnio definido por Ag, ou seja

A = ANqo + (1 + q27 + q3k) = Aqo + Aqui + Aqoj + Agsk = Aqo + AT

Veja que a multiplicacao de um escalar por um niimero quatérnio, considerando
a parte vetorial, resume-se ao que ja foi apresentado anteriormente na Proposicao 1.3,

valendo todas as propriedades apresentadas na ocasiao.
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Na sequéncia, apresentaremos conforme [11], o que consideramos a definigao
fundamental entre as operagoes com numeros quatérnios, a multiplicacao entre quatérnios.
Uma vez que, até agora as operacoes apresentadas seguiram um comportamento conside-

rado padrao nas operacoes realizadas na geometria analitica.
Definicao 2.9. A multiplicacao entre quatérnios é a aplicagao
- HxH— H,

que a cada par de quatérnios ¢ = qo+ q12 + q27 + g3k = q0+7 er=ro+rit+rej+rsk=
ro + 7, associa o quatérnio denotado por ¢ - r, ou simplesmente gr, produto de ¢ com r

dado por
qr = (qo+ qui + @2J + gsk) - (ro + 110 + 125 + 13K)
= o(ro + 110 + 12 + 73k) + qui(ro + 110 + 127 + 13k)
+ q2j(ro + r1i + r2j 4 13k) + qsk(ro + rii 4 raj + r3k).

Apos aplicar a distributividade em relacao a adicao, e levar em consideracao a informacao

na Definigcao 2.1, obtemos

qr = (qoro — 111 — @272 — q373) + (qo71 + Q170 + QT3 — qaT2)i
+ (qor2 — 173 + q2ro + q37r1)j + (qors + @2 — qor1 + q3ro) k.

Ao considerar as operacoes entre vetores, observe que a parte real da multi-
plicacao de ¢ por r, dada por qorg — q171 — @272 — g373, nada mais é que a diferenca de um

namero real pelo produto interno entre os dois vetores e 7, ou seja,
qoTo — (77 7>a (2.4)
cujo resultado, como sabemos, ¢ um nimero real.

Com relacdo aos demais termos, percebe-se os produtos qo(ri,r2,73) €
ro(q1, q2, q3), € também o produto vetorial de o por « dado por (gor3—qsra)i, (qgsr1—qi73)]

e (q1r2 — go11)k, 0 qual pode ser escrito como,

qO7+7’07+7 X 7 (25)

Unindo as informagoes das equacoes 2.4 e 2.5, podemos escrever a multiplicacao

entre quatérnios na foma vetorial, ou seja,

qr = (qoro — <7, 7)) + (%7 + 70T + U X 7) (2.6)

Veja que as defini¢oes apresentadas no capitulo anterior sobre operagoes entre
vetores no espago aparecem aqui em uma Unica operagao entre quatérnios. Note também
que, devido ao fato do produto vetorial nao ser comutativo, entao a multiplicacao entre

quatérnios também nao o sera.
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Proposicao 2.5. A multiplicacao entre quatérnios nao é comutativa, isto é existem ¢ e

r tais que qr # rq.
Demonstracao. Basta verificar que 15 = k e ji = —k. O]

Uma maneira interessante para apresentar o produto entre dois nimeros

quatérnios é através da multiplicacdo matrizes, conforme [13].

qoTo — 4171 — q2T2 — 437’3 do —q1 —q2 —4qs3 To

g = Oiro +qoT1 —qsT2 t @23 | @1 Qo —G3 @ | [T (2.7)
¢2T0 + q3r1 + qoT2 — Q173 2 ¢ G —qQ T2
q3ro — G271 + G172 + qoT3 B —¢ @ Q 3

Note que, a matriz que representa os coeficientes de ¢ possui uma caracteristica
especial, os elementos da diagonal principal sao iguais, e os demais elementos sao opostos
e simétricos em relacao a diagonal principal, ou seja, ¢ uma matriz anti-simétrica. Ob-
servando o produto gr podemos entender que esse resultado é obtido a partir da acao da

matriz anti-simétrica g sobre um vetor coluna 7.

Umas das propriedades que deve ser demonstradas na sequéncia ¢é a associati-
vidade da multiplicacao para quatérnios. Para isso, é necesséario levar em consideracao as

propriedades (v) e (z) da Proposicao 1.15 a fim de estabelecer um lema adicional.

Lema 2.1. Sejam 7, 7, W € R3 vetores quaisquer, entao,

(U x W) x W — (T, )0 =7 x (U xW)— (&, d)7.

Demonstracao. Sejam U, U, W € R®, temos,
(U x )XW — (U, )W =—(& x (U x W)= (¥, )&
= (W, )T — (W, W) — (¥, )W
= (U, U — (U, )\ — (U, W)V
=T x (U xW)— (U, 7. O

Proposicao 2.6. A multiplicacao entre quatérnios ¢é associativa, ou seja, dados ¢, r, s €

H, tem-se (qr)s = q(rs).

Demonstragio. Sejam ¢ = (g + U), r = (ro+ @) e s = (so + W) quatérnios quaisquer,

temos

(qr)s = [(qo + V) (ro + )] (50 + W)
= [(qoro — (T, W) + (oW + 710V + U x )] (s + W)
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= so(qoro — (U, U)) — (o + 107 + U x U, W)

+ (qoro — (U, AN + s0(qoW + 7100 + (U x W)+ (W +7107 + (T x W) x &)
= qoroso — so(V, W) — qo(W, W) — ro(V, W) — (V¥ x U, W)

+ qoroﬁ> - <7, 7)? + soq07 + 5oV + 30(7 X 7) + (]0(7 X E?) + 7"0(7 X E?)
+ (U x W) x W)

= qoT0S0 — QO<7uﬁ> - 7’0<77w> - 50<7>7> - <7>7 X ﬁ>

+ qoro W + qoso U + q0(7 X ﬁ) + 70800 — (7, ﬁ)? + 7"0(7 X ﬁ) + 30(7 X 7)
+ (7 x (U x W)

= qo(roso — (U, W) — (U, roW + sod + (U x W))

+ C]o(roﬁ> + 50U + (7 X E?)) + (roso — (7, ﬁ>)7

+ (U X (e + s0d + (U X T)))

= (qo + ). [(roso — (U, W) + (re®@ + oW + (U x 0))]

= (qo + 7) [(ro + 7)(30 + W)] = q(rs)

]

Para finalizar, a fim de garantir que o conjunto dos quatérnios seja um anel
com as operacoes de adicao e multiplicacao, a ultima propriedade a ser demonstrada é

distributividade em relacao a adi¢ao tanto pela esquerda quanto pela direita.

Proposicao 2.7. Sejam ¢, r, s € H, entao,
(g +7)s =qs+rs ou ainda s(q +r) = sq + sr.

Demonstragdo. Sejam q = (qo+ V), 7 = (ro+ @) e s = (so + @) quatérnios arbitrarios.

Temos

[(go + T) + (ro + )] (so + W)

(do+70) + (T + )] (50 + @)

so(go+10) — (U + U, W)+ (qo+70)W + 50(V + W)+ (¥ + W) x @
= oS0 + T0So — (7,?) — (7,E?>

+ gl Aol + 500 + 50U + U XU+ U X W

= (qoso — (T, W) + (g + 500 + 7 x W)

+ (roso — (U, @) + (oW + 80U + T x @)

= [(go + V) (s0 + )] + [(ro + W) (s0 + T)]

=gqs+rs.

(g+7)s
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Da mesma forma,

s(g+7) = (so+ W) [(go+ V) + (ro + )]
= (so+ @) [(qo + 7o) + (V + )]
= so(go+10) — (W, T+ W)+ 50(V 4+ W)+ (qo+70) W+« x (V+ )
= S0qo + soro — (W, V) — (W, W)
—1—307—1—3074—(]0@?+7“OE?—1—E> X 7—{—6? X 7
= (qoSo — <W, 7)) + (307) + qoﬁ W x 7)
+ (soro — <ﬁ>, 7>) + (307 + oW + W x 7)
= [(so + @) (qo + T)] + [(s0 + @) (ro + ©)] = sq + sr-

]

Como explicitado, o conjunto dos niimeros quatérnios apresenta as proprieda-
des associativa, comutativa, admite elemento neutro e também simétrico para a operacao
de adicao. E para a operacao de multiplicacao entre quatérnios, é associativa e distributiva

em relacao a adicao. Portanto, o conjunto dos quatérnios é considerado um anel.

Verificaremos agora se a multiplicagao entre quatérnios admite elemento neu-
tro. Para isso, vamos considerar as definicoes ja apresentadas no capitulo anterior e
algumas propriedades relacionadas a vetores no espaco que demonstraremos no decorrer

do texto.

Proposicao 2.8. Existe r € H tal que qr = rq = q para todo ¢ € H. Além disso, r = 1.

Demonstragio. Queremos encontrar r = ro + @ de tal maneira que gr = rq = ¢, para

todo ¢ = qo + ¥ € H. Assim temos,
(qo+ T)(ro+ ) = a0+ 7,
ou seja,
(goro — (V. U+ (U +10V + T x U) =qo+ U

Igualando a parte real e parte vetorial termos o seguinte sistema,

qoTo — <7= 7> = 4o

(2.8)
q07+7“07+7>< 7:7

Considerando a 2% equagao de (2.8) temos,
WU +rV — T+ xd =0
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qoﬁ + 7(7”0 — 1) + 7 X 7 = 0. (29)

Note que temos uma combinacao linear entre os vetores 7, T eV x 7,
em que, nem todos os escalares sao nulos e que resulta no vetor nulo. Logo, podemos
concluir de acordo com os itens (i) e (iz) da Proposigao 1.15 que os vetores envolvidos
sao linearmente dependentes o que implica na condigao de W e U serem linearmente

dependentes. Assim, W e U sdo colineares e existe A € R tal que U =\7.

Usando essa informagao e substituindo em (2.9), obtemos,

QAT + T(ro—1)+ T x (A7) = 0, (2.10)
lembrando que ¥ x (A7) = 6), pois sao vetores colineares. De (2.10) nos resta,
AT + T (ro—1) = 0,
()\C]o + 719 — 1)? = 6)

Como nem sempre o serd nulo, isso implica necessariamente que o escalar

sera nulo, ou seja, A\qy + 179 — 1 = 0, ou ainda 7y — 1 = —Aqp.

Voltando em (2.8) e substituindo as informacges obtidas até agora na 1¢

equagao e usando e a proriedade (i) da Proposicao 1.8, temos

doTo — <77 7) ={qo
qoTo — <7, )\7> ={qo
2
qoTo — )\|7| = 4o
2
Qolro — 1) = A\ V)%
Como rg — 1 = —Aqo, segue que —Ago? = A|T[%. Se A # 0, entdo —qo? = |7 [%, 0 que é
uma contradicao, visto que gy e |7|2 sao ambos positivos. Logo, A = 0.
%
Disso temos que, U=AU=0erg—1= —\qo = 0,0u seja, 1o = 1.

.. ~ - .
Portanto, o elemento neutro da multiplicacao é dado porr =14+ 0 =1+0:+

07 + Ok, sendo este elemento, o inico que cumpre com gr = ¢, para todo ¢ € H. O

Com a determinacao do elemento neutro da multiplicacao dos numeros
quatérnios, ja estamos em condicao de verificar sob que condi¢des um numero quatérnio
¢ invertivel. Sabemos que um niimero real possui inverso se ele é diferente de zero, sera

que a regra também vale para os quatérnios?

De acordo com [11], podemos definir o inverso mutiplicativo de um nimero

quatérnio.
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Definicao 2.10. Um quatérnio ¢ é dito invertivel se existir r € H tal que,
qr =rq=1.

Neste caso, se existir tal r, dizemos que r é o inverso multiplicativo de g e denotaremos r

por ¢~ 1.

Proposicao 2.9. Todo quatérnio nao nulo é invertivel. Ou seja, dado ¢ = (qﬁ-?) e H*,

existe r € H de tal forma que
qr =rq = 1.

, . _ 1
Além disso, r = ¢! = m (g0 — 7)

Demonstracao. Antes de mais nada, vamos fazer uma observagao,
— — 9 9
=@+ TV =0=q=0eT=0<=qg=0e|7|=0 <= (E+|7])=0.

E necessario compreender que ao considerar ¢ € R* tem-se necessariamente

que (g3 + [ T[*) # 0.

Assim queremos determinar r = rg + 7 € H de modo que qr = rq = 1. Para

tanto, considere gr = 1.
%
(qo+ V)(ro+ ) =1+ 0

(qoro — (T, @) + (0@ + 70T + T x @) =1+ 0,

onde pela igualdade de quatérnios temos,

qoTo — <7,7> =1

2.11
qO7+T07+7X7:6>. ( )

Isolando gorp na primeira equacao de (2.11) e multiplicando ambos os membros

por qg temos

rogo” = qo + CJO<7a 7>

=qo+ (V,q)
= qo+ (U, —100 — U x W)
—qo—ro(V, V)= (U, U xU). (2.12)
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Note que, no dltimo termo da equagao acima, temos pela propriedade (i) da
.o~ —
Proposicio 1.15 que (¥, 7 x @) = 0. Logo, (2.12) se reduz a

2
7”06102 =dqo — T0|7| )
ou seja,

rogo® + 7’0|7|2 = qo-

Assim,
ro(go” + | V") = qo.

2 2 - qo0

Como (g2 + |7 |?) # 0 tem-se que 7o = pRENEEE
Observando a 2% equagao de (2.11) vemos que hd uma combinagao linear entre
os vetores U, W e U X U que resulta no vetor nulo. Logo os trés vetores sao linearmente
dependentes. Mas U x W é simultaneamente ortogonal a Tea 7, entao para que os trés
vetores sejam linearmente dependentes deve ocorrer que Ted sejam vetores linearmente

dependentes. Logo, U = /\7, para algum A € R.

Substituindo essa informagao na 1# equagao de (2.11) temos,

qoTo — <7, )\7> = 1,

ou seja,
qoTo — ]_ = )\|7|2
o q0
Substituindorg = ————— temos,
qo* + |7|
2 2
qo —‘7’ 2 —1

qoro — 1= ——— — :—:)\|7| =S A= —).
g2 + |7’ 0>+ 7| g2 + 7’

Logo, temos que U = _—127

qo* + \7|

Assim, o quatérnio r = rg + 0 que satisfaz a condicao gr = 1 para cada
qg € H*, é dado por

o —1 1
+ v =
e A N I R
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ou seja,
1 1

— - 0_7. 2.13
q02+\7|2(q ) ( )

]

Com relagao a pergunta realizada anteriormente, conforme a construgao feita
na demonstracao, sim é necessario que um numero quatérnio seja diferente de zero para

que ele possua inverso multiplicativo.

Com essa informacao podemos agora determinar o quociente entre ntimeros

quatérnios com a préxima defini¢ao.

Definicao 2.11. Dados g, r € H com r # 0, definimos a divisao de g por r como sendo

0 quociente 4 dado por,
r

r

Considerando que o conjunto dos quatérnios nao é comutativo, temos pela

r r
definicao acima que ¢ (—) #* (g> r, pois ¢ (—> = ¢rs~! enquanto que <g> r=qs'r.
S S S S

1

Dessa forma, é prudente adotar notagao gr~ na definicao para a divisao

de quatérnios ao invés da notagao tradicional, uma vez que evita que certas “con-

fusoes” acontecam.
Proposicao 2.10. Sejam ¢, r, € H tais que gr = 0, entao ¢ = 0 ou r = 0.

Demonstragio. Sejam ¢ = qo+ U e r = ro+ U e suponha (qo + 7)(7’0 + 7) = 0.

Considerando que ¢ = go+ U # 0 < (q(2)—1—|7|2) # 0, entao obrigatoriamente

tem-se que r = ro + U = 0. Assim pela igualdade de quatérnios temos,
(g0 + T)(ro+ ) =0+ 0,
ou seja,
(qoro — (T, 0)) + (@@ + 70T + T x X) =0+ 0,
donde temos o seguinte sistema,

qoTo — <7, 7> =0

2.14
qO7+T07+7X7:6>. ( )

Multiplicando a 1# equagao de (2.14) por qq teremos
9027’0 - <7; %7) = 0. (2.15)
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Isolando q07 na 2% equagao de (2.14) e substituindo o valor encontrado em
(2.15) obtemos,

Qo’ro — (U, —ry ¥ — ¥ x W) = 0.
Assim,
@0’ro +1o(V, V) + (V, ¥ x U) =0,
isto é,
Qo+ 1ol TP+ (T, U x W) =0.
Lembrando que pelo item (4) da Proposicio 1.15 tem-se (7', ¥ x ) = 0 essa
ultima igualdade se reduz a
@’ro+ 10|77 =0
ro(q? + | 7*) = 0.

Considerando que (g2 + |7/|?) # 0, entdo obrigatoriamente 7o = 0.

Substituindo ry nas equagoes de (2.14) tem-se,

(V, @) =0
_ (2.16)
@i+ xU=0.
Tomando o médulo ao quadrado da segunda equagao de (2.16) temos
0T+ T x 2 =10 =0
isto é,
g |> +2(qd, ¥ x W)+ | x Z|* =0. (2.17)

Novamente, pelo item (i) da Proposigao 1.15 tem-se
g,V x W) =0.

E, de (2.17) resta apenas,
‘%7\2 + ]7 X 7\2 =0.

Agora, lembrando que pelo item (zi) da Proposigdo 1.15 podemos reescrever
|7 x W2, teremos,
o[+ [V P = (¥, @) =0.
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Observando a 1* equagao de (2.16), a equagao acima fica reduzida a
@0’ Z P + [V PIZ = (g5 + 7)) =0.

Como (g2 4 |7]?) # 0 tem-se necessariamente que |7|*> = 0 < o = 0. Logo,
r = (TO + 7) =0. O

2.3 Conjugado e Norma

O conceito da norma ou, médulo de um numero quatérnio é semelhante ao
conceito da norma de vetores no espaco ja apresentada anteriormente. Considerando a
aplicabilidade, a norma de um nimero quatérnio ¢ amplamente utilizada nas situacoes
que envolvem rotagoes no espago na area de computagao grafica e robética segundo [10]

e [3], mais precisamente, os quatérnios unitarios cuja norma é igual a 1.

O conjugado de um numero quatérnio por sua vez, esta interligado a nocao
de norma [11]. Considerando um nimero complexo z, tem-se que (2.zZ) = |z|? é vdlido se
z for o conjugado de z. Verificaremos agora que essa ideia também serd estabelecida no

estudo com os quatérnios.

Definicdo 2.12. Seja ¢ = ¢o + U = qo + qii + ¢2j + g3k um ndmero quatérnio qualquer.

A norma de ¢ é o nimero real representado por |¢|, dado por,

gl = Vao? + @2 + @22 + q52 = /@ + | T2 (2.18)

Observe que |7| = /@12 + q22 + ¢3? representa norma euclidiana ji apresen-

tada em (1.9). Para a demonstragdo da proposicao a seguir, utilizaremos a expressao

lq]? = @ + |7|2 a fim de facilitar a compreensao.

Proposicao 2.11. Para todo ¢ € He A € R temos as seguintes propriedades:

i) |g| > 0 e além disso, ¢ = 0 se, e somente se |g| = 0;

i) gl = | —dql;

iii) |Aq| = [Allql;

w) Re(q) < [Re(q)| < lql;
v) [Im(q)| < ql.

Demonstrag¢ao. Considere ¢ € He A € R. Para (i) segue da prépria definigao de médulo
que |¢| > 0. Além disso,

%
(=0<= (gp+V)=0=0+ 0

< ¢y=0 e 726
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— q=0¢c |[T]=0
= (a0° +[V}) =0

— |¢* =0 < |q| = 0.
Para o item (i) temos que,
= > + 1V = (a0’ + (| = T’ = —al,

e extraindo a raiz em ambos os membros da igualdade temos que |¢| = | — q|.

A prova do item (4ii) é semelhante. Considere que,
Al = [Mao + )P
= |/\(]0 + )\7|2
= (A@)? + NP = X + N[V
= N(g5 + [T = Nql?,

e novamente extraindo a raiz quadrada em ambos os lados desta equagao tem-se |Aq| =
|Allgl-

Para o item (iv) se faz necessério lembrar de algumas propriedades bem co-

nhecidas do médulo de nimero real. Lembrando que ¢y € R, tem-se que

90 < lgo| = /@

Como /@& < /@3 + | 11\ = |q|, temos que gy < |go| < |¢| e portanto, considerando que
Re(q) = qo, substituindo obtemos, Re(q) < |Re(q)| < |q|.

Para ultima propriedade, lembrando que I'm(q) = o, tem-se
[Im(g)]* = [T < g3 + 7> = |
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados temos [Im(q)| < |g|. O

A préxima defini¢ao no contexto de norma de um nimero quatérnio, estabelece
que assim como ¢ valido no conjunto dos numeros reais o médulo do produto como sendo
o produto dos modulos, também pode ser estabelecida esta definicao no conjunto dos

nimeros quatérnios [11].

Definicao 2.13. Dados ¢, r € H arbitrérios, tem-se |gr| = |q||r]|.

Demonstracao. Sejam q = gy + U er=ry+ @ nimeros quatérnios arbitrarios. Tem-se,
larl® = [(g0 + V) (ro + @)
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= |(qoro — (U, W)) + (U +ro ¥ + T x ).
Usando a definicao de médulo temos,

|CI7“’2 = (qoro — <7> 7))2 + |QO7 + 7’07 + 7 % 7|2-

Note que na expressao temos o vetor U XU que ¢ simultaneamente ortogonal
aos vetores U e U e portanto, ortogonal a qualquer combinacao linear entre Ted
inclusive q07 +rod. Assim, usando também o quadrado da diferenca de dois nimeros

no primeiro termo tem-se,

lqr? = (goro — (V. W))* + g« + 707 + U x U
= qorg — 2q0r0<7, 7> + (7,7)2 + ]q07 + r07|2 + |7 X 7|2

Lembrando que pelo item (zi) da Proposicao 1.15 e pela definicdo de norma temos
(U, W0)* 4 |7 x Z|? = |T|*||?, entéo a expressdo acima se reduz a,

lar|? = gorg + a3 | + | TP+ TP
= g (r + L) + | TP (g + [T
= (g + 1T 5+ [T P) = laPIr.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados obtemos |gr| = |q||r|. O

A préxima proposicao demonstra que a desigualdade triangular também é

valida no conjunto dos ntimeros quatérnios.

Proposicao 2.12. Dados ¢, r € H arbitrarios, entao
g+ 7] < gl +Ir|.

Demonstracao. Sejam q = qg + Ter= To + U quatérnios quaisquer, entao,

(qo+ V) + (ro + W)
(qo +70) + |7 Jr7|2-

g +rf* =

Pela definicao de norma e pela Proposicao 1.9 temos que

lg+ 712 = (qo+70)2+ |7 + > < (qo+70)* + (|T| + |U|)?
= |q+ 7> < @+ 2q0r0 + 12+ |V + 2V ||| + | )P
= g+ 71> <@+ |V +2(qro + [T|[E]) + 73 + X = |g)* + 2(qor0 + | V|| L)) + |r[*
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Usando a propriedade de médulo de niimeros reais temos
lal” + 2(qoro + [TNIT]) + Ir* < lal* + 2(lqoro| + |7 T]) + |r[*
Logo, por transitividade,
g+ 7[> < la* + 2(lqoro| + | T ]) + |7 (2.19)
Lembrando que (a — b)? > 0 implica em 2ab < a? + b?, entao

(lgorol + [T (1T1)* = girg + 2laorol TN | + [T P P < g + 5| 7 1° + | TP + [T P

= (laoro| + VNN < a@5r§ + a7 [* + 13| V1 + [ P
= (laorol + [T < G0 + [ P) + TP 05+ 1T°) = (a5 + TP + [T ) = |l

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados teremos |qoro| + | 7|7 | < |q]|r|-
Assim, desta dltima parte e de (2.19), temos que
g+ 7 < lal* + 2(jaoro| + [F(IT]) + |r[?
= lg+r|* < lal* + 2lallr] + r* = (lal + |r])?,

donde finalmente, extraindo a raiz em ambos os lados da igualdade teremos, |¢ + 7| <
gl + [7]- N

O conceito de conjugado de um niimero quatérnio ¢ bem semelhante ao conceito
do conjugado de um ntmero complexo. De fato, assim como no conjunto dos nimeros
complexos [13], a definicdo de conjugado de uma numero quatérnio é definido de tal
maneira que nos permite escrever a norma de um numero quatérnio como o produto dele

pelo seu conjudado, ou seja, qg = |q|?, para todo ¢ € H.

Dessa forma, considerando ¢, r, € H, sendo ¢ = ¢ + o queremos encontrar

r =z + U de tal maneira que gr = |q/*.

Nessas condigoes, dada a igualdade acima e considerando que |q|? ¢ niimero

real, temos que

(qo+ V) + W) = |qf?
— (gor — (T, TN + (T +2T + T x W) =g+ 0.

Podemos reescrever a igualdade acima da seguinte maneira:

qor — (T, @) = |q’

2.20
QT +2T+ T xd =0, (220)
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Note que, na segunda igualdade tem-se que os vetores 7, U e W x U sio
lineramente dependentes e considerando que U x W é simultaneamente ortogonal e
a U entao para que a igualdade seja naturalmente satisfeita devemos ter que U = )\7,

com A € R. Logo, sustituindo esse dado na segunda equagao de (2.20) teremos,

GAT +2T + T x AT =0,

Como U x )\—7} = 6), isolando ¥ teremos,

(oA +2)7 = 0.

Considerando que o é um vetor qualquer, nem sempre o serd um vetor nulo.

Neste caso teremos que goA + = = 0, o que implica em x = —qgA.
Substituindo os dados obtidos na primeira equagao de (2.20) obteremos que
—gpA — (T, AT) = |q?

= —Algs +71%) = lal?

= Mg =¢* = r=-1.

Dessa maneira, colocando A = —1 temos @ = — ¢/ e x = qo- Logo, o quatérnio
r que satisfaz as condi¢oes dadas inicialmente, é definido por r = ¢g — o sendo este

quatérnio definido como o conjugado do quatérnio ¢ e designado por q. Portanto, § =

qO—ﬁ.

A fim de que algumas propriedades possam ser provadas, definimos o conjugado

de um nuimero quatérnio de acordo com [11].

Definigao 2.14. Seja ¢ € H dado por ¢ = ¢qo + v = qo + q1t + q27 + gsk. Entao o

conjugado de ¢, indicado por g, é dado por
T=q— U =q — qi — @2 — gk

Proposigao 2.13. Sejam ¢, r, € H e A € R as seguintes propriedades sao validas:

i) q=q;

W) q+r=q+T;
i) qr =T;
v) A\q = AG;

v) g =qq = |q|*;
vi) |q| = [ql;
vit) ¢ +q = 2Re(q) e ¢ —q = 2Im(q).

o7



Demonstracao. Para cada uma das demonstracoes considere ¢ = qg + Ter=ro+ .
Para (i) temos § = (q) = qo — ¥ = (g0 + U) = ¢.

No item (iz) tem-se

7= (g0 + 0)(ro+ )
= (qoro — (U, W) + (@ + 10 + U x W)
= (goro — (U, W) — (@™ + 70V + ¥ x W)
= (qoro — (=, =) + (qo(—=) + ro(~= V) + (= 7) x )
= (rogo — (=, =) + (ro(= V) + qo(—= W) = & x (= 7))
= (rogo — (=W, =) + (ro(= V) + qo(~ ) + (=) x (7))
= (ro—U)(g— ) =77

Para o préximo item, (iv), considerando A € R, temos,

Ag = Mo + 7)
= (M) + (\7)
= (\qo) — (A7)
=AM — ) = Aq.

O item (v) de certa forma ja apresentado anteriormente, pode ser demonstrado

agora com a utilizacao da definicao de conjugado de niimero quatérnio.

= (@ —(V,~IN+ (@7 + (V) + ¥ x =)

Para o item (vi) temos
o =g + VP =g+ -7 =g
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Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados obtemos |g| = [g].

No ultimo item desta proposicao para a primeira e segunda igualdade, respec-

tivamente, tem-se que

g+7=(q+ )+ (0~ V) =q+ g = 290 = 2Re(q)

q—ﬁz(qo+7)—(qo—7):7—1-7:27:2]771((1).

2.3.1 Quatérnio Unitario

Considerando a aplicabilidade dos niimeros quatérnios na solucao de problemas
que envolvem rotagoes no espaco, um subconjunto merece atengao especial, sao os nimeros
quatérnios cuja norma ¢é 1, também conhecidos como wversores ou quatérnios unitdrios.
Os quatérnios unitarios, fornecem uma notacao matematica conveniente para representar
orientacoes espaciais e rotacoes de elementos no espaco tridimensional. Especificamente,

eles codificam informacgoes sobre uma rotagao de angulo sobre um eixo arbitrario.

Inicialmente, vamos considerar algumas defini¢coes apresentadas anteriormente
que ora se tornam mais simples com a definicao de norma e conjugado de um numero

quatérnio.

De acordo com [11] e [3], uma conseqiiéncia direta da definigdo de norma e
conjugado de um quatérnio no caso em ¢ # 0, é a possibilidade em calcular o inverso

multiplicativo de maneira mais simples.

Proposigio 2.14. Seja ¢ = (¢ + ) € H*. Entdo o inverso de ¢, definido como
¢! € H* que satisfaz a condicao q¢~! = ¢~ !¢ = 1, é dado por

1
1 _
lq/?

Demonstracao. Considerando que ¢ # 0, entao de acordo com a Proposicao 2.9 o

quatérnio q ¢é invertivel. Logo temos que,

(@0—7) = ~ (.

lq/?

¢ = S
q0® + ’7|2

O

Levando em consideracio o conjunto dos ntimeros reais, a condicao gq~! =

¢~ 'q = 1 nos leva a pensar, quais seriam os possiveis valores de ¢ e ¢~! em que o produto
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seria igual a 1. Com certeza uma das primeiras possibilidades seria pensar no préprio
nimero 1. Ao nos referirmos ao contexto dos nimeros quatérnios a ideia é semelhante,

porém, esta associada a norma ou comprimento de um vetor e nao a um elemento.

Definicao 2.15. O quatérnio ¢ = qo + 7 é denominado Quatérnio Unitdrio se a sua

norma ¢ igual a 1, ou seja,

g =V@+E+BE+E=V@E+|TP=1

Neste caso, é comum escrever |q|*> = ¢2 + ]7\2 = 1 o que de certa forma
representa conjunto dos nimeros quatérnios que estao sobre a esfera de raio 1 centrada
na origem. Note que é possivel verificar a relagao entre a norma do quatérnios unitarios e
a identidade trigonométrica fundamental cos? @ + sen 26 = 1 donde conclui-se que existe
um 6 tal que cosf = gy e sen § = |v|. Logo, podemos escrever um quatérnio unitario

como sendo,

q = cosf + sen Ou,

onde u = = representa o vetor unitario.

Nesse sentido, assim como um numero complexo representa a rotacao de um
vetor em torno da origem no plano, coincidindo com a equagao da circunferéncia de raio
unitario no caso de complexos com norma 1, a extensao no espago tridimensional, pode ser
realizada utilizando um quatérnio puro com norma 1 o qual determinara uma hiperesfera
de raio 1. O leitor interessado em verificar o comportamento de quatérnios em relacao a

esfera nos casos em que o quatérnio nao é puro poderd consultar [21].

Também nao é dificil perceber que o inverso multiplicativo de um nimero

quatérnio nao nulo coincide com o seu conjugado [3].

Proposicao 2.15. Dado ¢ € H*, sendo ¢ um quatérnio unitario, tem-se
¢ ' =7

Demonstracao. Considerando que ¢ € H*, entao ¢ possui inverso mutliplicativo, ou seja,

gqq~' = 1. Multiplicando por § em ambos os lados, obtemos

799 ' =71
Pelo item (v) da Proposigao 2.13, tem-se qg = gq = |q|* e usando o fato de que o quatérnio
é unitario, ou seja, |q| = 1, reescrevendo a igualdade acima temos,

lq’¢ " =7

e q_l :q
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Capitulo 3
Rotacoes

Antes de estabelecermos uma rotacao vamos determinar o tipo de relagao no
que chamamos de espacos vetoriais. Podemos dizer que, assim como as fungoes estabe-
lecem uma relacao entre dominio e contradominio geralmente no conjunto dos nimeros
reais, as transformacoes matriciais estabelecem relagoes entre dominio e contradominio

envolvendo matrizes [15].

No capitulo inicial deste trabalho apresentamos algumas defini¢oes e pro-
posicoes que qualificam as operacoes entre vetores como sendo operagdes no espago ve-
torial. Agora, daremos continuidade ao assunto em questao de modo a definir que as
operagoes de rotacao também sao qualificadas como transformagoes lineares. Como es-
tamos trabalhando em espagos vetoriais e portanto, com operagoes entre vetores, iremos
suprimir a partir deste momento a notagao de vetor (—) por uma questao de simplificagao

nas notacoes.

Definicao 3.1. Se V e W forem espacos vetoriais e se R for uma funcao de dominio V
e contradominio W, dizemos que R é uma transformacao de V em W, ou ainda, uma

aplicagao de V em W e denotamos por
R:V —W

No caso especial se V = W dizemos que R ¢é chamado de operador V.

Como este trabalho tem por objetivo as transformacgoes envolvendo as rotagoes,
o nosso estudo ficard limitado aos espacos vetoriais de R? e mais enfaticamente, ao R3.
Se a cada v = (1, y1, z1) no dominio R?, R associa um vetor w = (3, y2, 22) tinico em R?

no contradominio, R define uma transformacao. Escrevemos,

R(x1,11,21) = (22, Y2, 22) ou ainda R(v) = w.

61



Como estamos interessados em fungoes que preservam a adigao vetorial e a multiplicacao
por escalar, trataremos especificamente das transformagoes que sao lineares, ou seja, aque-

las que satisfazem a préxima defini¢ao, de acordo com [14].

Definigao 3.2. Sejam V e W espagos vetoriais. Uma transformagao linear de V.em W é
uma funcao R : V — W que possui as seguintes propriedades:

i)R(v1 +v9) = R(v1) + R(vq), para quaisquer vy e vy em V;

i)R(Av) = AR(v) para quaisquer v em V e A € R.

Estas propriedades ainda podem podem ser expressas como

R(/\Ul + Ug) = )\R(Ul) + R(Ug). (31)

A demonstracao das propriedades acima pode ser encontrada em [14] e [15],

inclusive com uma série de exemplos.

Simplificadamente, uma transformacao linear pode ser escrita da seguinte

forma

To = a11%1 + a12Y1 + a1321;
Y2 = Q211 + Q22Y1 + A2321;

Zo = a3171 + az2Y1 + a3321.

Ou ainda em notagao matricial,

X2 aix; aiz Az x1
Yo | = | @21 G2 G23 | " | Y1
22 a31 32 as3 21

Podemos entender que o vetor w = (9, Y2, 22) esta associado ao vetor v = (x1, 41, 21) pela
acao da matriz A sobre o vetor v através da multiplicacao a esquerda, obtendo assim uma

transformacao linear, qual também pode ser escrita como
w = Av ou ainda w = Ra(v).

Onde, a notagao R4 significa a transformacao pela matriz A através da multiplicacao.

Quando tratamos epecificamente de movimentacao de objetos no espaco, é ne-
cessario que consideremos a manutencao de algumas propriedades. Entre elas, a distancia
entre particulas que constitui tal objeto, e também uma propriedade que preserva a ori-
entacao. Matematicamente estas duas propriedades se constituem pela aplicacao deno-

minada de transformacgao de corpo rigido.
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Definicao 3.3. Um movimento rigido em R?, sendo vy, vo € R3?, pode ser descrito por

uma aplicacao
R:R>*—R?

que satisfaz as seguintes propriedades:

0) |[R(vy)] = [oa;
ZZ)R(Ul X UQ) = R(Ul) X R(’UQ)

Considerando que a proposta deste trabalho é didatica, nao nos deteremos a
mostrar que as matrizes R € SO(2) e R € SO(3) ortogonais, cujo det = 1 também
conhecidas como matrizes de rotacao, preservam as propriedades acima descritas para
transformacao de corpo rigido. Mas o leitor interessado em mais detalhes podera consultar
[18], [13] e também [7].

Segundo [3], as transformacoes lineares possuem diversas propriedades inte-
ressantes mas, infelizmente, existem algumas transformagoes importantes para a Com-
putacao grafica que nao podem ser classificadas como lineares, como por exemplo, as
translacoes, onde cada ponto é somado com vetor constante. Fazendo uma analogia com
o conteido de fungoes no conjunto dos nimeros reais, podemos entender a translacao
como uma func¢ao afim. Na orientacao de corpos rigidos no espago é muito comum a uti-
lizacao do movimento de translacao, uma vez que, os corpos além de serem rotacionados
também em alguns casos sao deslocados, como por exemplo, o movimento de um braco
robético [3].

Como o nosso objeto de estudo envolve uma transformacao do espago nele
mesmo, ou ainda, possui dominio e contradominio iguais, falaremos especificamente dos

operadores lineares.

Segundo [15], um operador linear nada mais é do que uma matriz que atua
sobre um vetor de forma que o resultado produzido possa ser uma projecao, reflexao,

translagao ou ainda uma rotacao desse vetor no plano ou no espago.

Nas préximas secoes, detalharemos cada tipo de rotagao, considerando inici-
almente as rotagoes no plano a fim estabelecer algumas relagoes com objetivo de tornar
o contetdo sobre rotacoes no espaco melhor compreendido. Como referéncia utilizaremos

as ideias apresentadas em [8] e [6].
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3.1 Rotacoes no Plano

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas OXY em R2, os vetores
canonicos ¢ = (1,0) e j = (0,1) e um vetor arbitrério v = (xy, 71), tal que, o angulo entre
os vetores v e i seja 0, com 0 € [0,27). Sendo r = |v| a norma de v, e a representacao do

sistema de acordo com a Figura 3.1, tem-se que as coordenadas de v sao dadas por

{ r1 =1 cosf (3.2)

y1 =1 sen 6.

Im

Ym—-———— U = (-’1?1-, I,f;’l)

=R

Figura 3.1: Representacao das coordenadas de v.

Tomando como referéncia a Figura 3.2, podemos estabelecer dois tipos de

rotacao no plano:

- O primeiro tipo de rotagao mantém o vetor v e rotaciona o sistema OXY
no sentido anti-horédrio, de um angulo ¢ obtendo assim o sistema OX'Y”’ formado pelos
vetores i e j' de acordo com a Figura 3.2a. Assim, percebe-se que o vetor v nomeado de

vetor w apos o giro do sistema, tem as coordenadas

xo =1 cos(6 — @) =1 cosfcosp +r sen Osen ¢ (3.3)
yo =7 sen (0 — ) =r sen 6 cosp — r sen @ cos 6. '
Isolando r em (3.2) e substituindo em (3.3) tem-se,
Lo = X1 COS Y + Y1 sen @ (3.4)
Y2 = —T1Sen ¢ + yj cos .

- O segundo tipo de rotagao mantém o sistema OXY e rotaciona o vetor v no

sentido anti-horario de maneira que o angulo entre o vetor inicial v e o vetor rotacionado
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Y Yh

w

(a) Sistema OXY rotacionado. (b) Vetor v rotacionado.

Figura 3.2: Rotagoes no plano.

w, seja . Neste caso de acordo com a Figura 3.2b, as coordenadas de w com relacao ao

sistema OXY sao dadas por,

{x2:rcos(9+go):rcochosgo—rsenGsengp (3.5)

yo =1 sen (0 + ¢) = sen 0 cosp + r sen pcosb.

Novamente, tomando r nas equagoes em (3.2) e agora substituindo nas equagoes em (3.5)

obtemos

{xglecosw—ylsengo (3.6)

Yo = T1 S€N ¢ + Y1 COS Y.

De acordo com [6], aparentemente as duas maneiras de caracterizar rotagoes
sao diferentes. No entanto, nota-se que deslocar o sistema OXY no sentido horario com
um angulo ¢ é exatamente igual a manter o sistema OXY fixo e rodar v no sentido horario
de uma angulo —¢. Essa afirmacao fica evidente ao substituir o angulo —y nas equagcoes

apresentadas em (3.6).

{xg = 11 cos(—p) — yy sen (—p) = 1 cos @ + y; sen ¢ (3.7)

Yo = w1sen (—p) + yicos(—p) = —x1sen @ + y; cos p.

As relacoes obtidas entre os vetores nas equacoes em v e w colocadas nos tipos
de rotacao em (3.4) e (3.6) respectivamente, podem ser descritas na forma de notacao

matricial onde o vetor w é obtido a partir da acao das matrizes Ry e Ry sobre o vetor v

oo () (=, ) (=) o
Y2 —Sen ¢ Cos U1
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= (@) _ (cosgp — sen gp) ‘ (a:l) Ry, (3.9)
Yo sen ¢ Cos U
As matrizes Ry em (3.8) e Ry em (3.9) sdo chamadas de matriz de passagem

[8] ou ainda, matriz de mudanga de base. De forma mais clara, R; transforma o sistema

OXY em OX'Y' e Ry faz exatamente o contrario, transforma o sistema OX'Y” no sistema
OXY.

Note que, observando as matrizes em (3.8) e (3.9), a matriz Ry é a transposta

da matriz Ry, ou seja Ry = R;". Além disso, tomando o produto entre matrizes tem-se,

R Ry — cos? o + sen 2 —cospsen p +cospsen ) (1 0
b — Sen ( Cos  + Sen Y cos P sen 2p + cos? ¢ 0 1)

E sobretudo,

det(R;) = det(Ry) = cos® ¢ + sen %p = 1. (3.10)

Logo, a matriz Ry, além de ser a transposta de R;, é também a sua matriz

inversa. Ou seja,

Ri'=R, e Ry'=R. (3.11)

Note que, segundo [20] e [15], as matrizes acima possuem as propriedades (3.10)
e (3.11), sendo classificadas como matrizes ortogonais como ja apresentado na Definigao
1.22, também conhecidas como matrizes de rotacao e constituem o conjunto de matrizes
de rotagao de ordem 2, denominado de SO(2). A sigla SO é abreviatura de Special

Orthogonal, sendo considerado especial devido ao fato do determinante ser 1.

3.1.1 Numeros Complexos e as Rotagoes no Plano

Como ja comentado anteriormente, foi a partir das defini¢oes desenvolvidas
na teoria algébrica voltada para o estudo dos niimeros complexos no plano em 1833, que
Willian Rowan Hamilton pensou em desenvolver uma algebra que fosse voltada para o
espago tridimensional [17]. Assim, o objetivo nesta secao é estabelecer as relagoes ja

apresentadas nas rotagoes no plano com as defini¢oes da dlgebra dos niimeros complexos.

Definicao 3.4. Seja z = a+ib € C, com a, b € R, um nimero complexo arbitrario.

Define-se a norma (médulo) e o argumento de z, respectivamente, como

b
|z| =r =Va2+1? e 0 = arctg (a), com a # 0.
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Na Figura 3.3 podemos notar que a norma é o comprimento do vetor deter-
minado pelas coordenadas (a,b) € R? em relagao a origem, e o argumento 6 é dado
pelo angulo que o vetor de coordenadas (a,b) faz com o eixo das abscissas no sentido

anti-horario, [15]. Logo, z pode ser reescrito na forma polar ou trigonométrica dada por

z=r(cosf +1i sen 0) onde r = |z|. (3.12)
Lembrando que i2 = —1 e considerando v = z; +1iy; € C arbitrario, efetuando o produto
Im
A
bl e e - z=a+1b

[} .

1

P :

1

1

1

0 L .R
a

Figura 3.3: Representacao de z no plano complexo.

de z por v teremos,

2v = [r(cos@ +i sen 6)] (1 +iyy) = 7 [x1 cosf — yy sen 0 + i(xy sen 0 + y; cosb)].
(3.13)

Considerando o produto zv = (x2,s) e sendo v = (x1,y;), podemos reescrever

a equacao dada em (3.13) na forma de notac¢ao matricial,

To cos —sen 0 1
20 = =r- : . (3.14)
Yo sen §  cosf Y1

Note que, se considerarmos que r = 1, de acordo com [13] obteremos a mesma
expressao ja apresentada na matriz em (3.9). Dessa forma, considerando z um nimero
complexo com norma unitéria, ou seja, r = |z| = 1, pode-se dizer que o produto zv é a
acao da matriz z sobre o vetor v, rotacionando v em um angulo 6 no sentido anti-horario.
Observe que a similaridade encontrada esta relacionada a segunda forma de rotagao,
aquela cujo vetor é rotacionado. Portanto, é razodvel supor que um nimero complexo de

norma unitaria nada mais é do que uma matriz de rotacao de ordem 2.

3.2 Rotacoes no Espaco

Inicialmente vamos definir o sentido das operagoes no espago, segundo [18],

determinando o que é um sistema de coordenadas ortogonais orientado de acordo com a
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regra da mao direita, para que assim possamos descrever as rotacoes em R3.

Definicao 3.5. Seja S um sistema de coordenadas cartesianas em R? formado pelos
vetores ortonormais {z,y, z}. Dizemos que S é orientado segundo a regra da mao direita

se satisfaz as seguintes condicoes

x Xy =z;
i)y X z =x;

i)z X T =1y.

Considerando o teor da definicao, entendemos que seria mais apropriada te-
la apresentado anteriormente, no momento em que tratamos do produto vetorial. No
entanto, considerando as relacoes apresentadas entre as unidades i, j e k no conjunto dos
nimeros quatérnios, a no¢ao da regra da mao direita associada a ordem das operagoes no

diagrama apresentado na Figura 2.1 pode ser melhor compreendida.

Definido o sentido do produto vetorial, podemos agora caracterizar uma
rotacao no espago. Segundo [18], considere dois sistemas de coordenadas cartesianas em
R?, S) e Sy, formados respectivamente pelos vetores ortonormais {x1,y1, 21} € {Z2, Yo, 22},
cujas origens coincidem de acordo com a Figura 3.4. Buscamos encontrar uma matriz de
rotacao 3 x 3 de maneira que essa matriz ja apresentada anteriormente como matriz de
mudanga de base, relacione o sistema Sy como uma rotagao de S;. Para isso, considere
um vetor v € R? arbitrario, escrito na base S; e portanto, denotado por [v] g, tem-se

que,
Se Msl = (a1, ag, az) entao [v]s1 = a1 + asy; + azz.

Da mesma maneira, escrevendo os vetores que formam o sistema S5 na base

S1, obtemos,

[2a],, = 71, [yal,, = 12, [22],, = 73. (3.15)

Como colocado por [14] pagina 206, se os sistemas S e Sy sdo bases orto-
normais, entao a matriz de mudanca de base é ortogonal, ou seja, fazendo o produto da

matriz determinada pelos vetores nas equagoes (3.15) pela sua transposta obtemos

oo 0, sei # j
1, seiv = 3.

Assim, podemos definir a matriz de rotacao de ordem 3 dada por,
_ pS
R=Rg,
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Figura 3.4: Sistema 57 rotacionado.

onde Rgf representa matriz de mudanca de base dos vetores da base Sy escritos como

combinacao linear dos vetores da base Sj.

Note que a matriz R de ordem 3, tem as mesmas caracteristicas apresentadas
para matriz R de ordem 2, ou seja, as mesmas propriedades apresentadas para as rotagoes

no plano, dadas por

R'=R e det(R)=1. (3.16)

A primeira igualdade de (3.16) se justifica pelo fato de que a matriz R apresenta

vetores coluna ortonormais, pois reescrevendo temos,

R'R=1=RR"

Ja a segunda igualdade de (3.16) pode ser demonstrada utilizando algumas

propriedades do céalculo de determinantes apresentadas na Proposicao 1.14,

det(R'R) = det(I) = det(R") det(R)
= det(R) det(R)

= (det(R))?

— det(R) = £1.

1
1
1

Reescrevendo o determinante como produto misto de acordo com a propriedade

(viii) da Proposicao 1.15, tem-se

det(R) = det(r}, ro,r3) = (rh,ry x 13),

69



e lembrando que os vetores sao ortonormais e também que pela regra da mao direita

tem-se que ro X r3 = rq, entao,

det(R) = (r',ro x r3) = rir; = 1.

Portanto, pelas propriedades apresentadas até agora sobre matrizes de rotagao
no plano dadas nas equagoes (3.10) e (3.11), e também no espago, dadas na equagao

(3.16), podemos estabelecer a préxima definicao.

Defini¢ao 3.6. Uma matriz A, ., pertence ao conjunto SO(n), se A satisfaz as seguintes
condicoes:

i) Se A" = A7! ou seja, A é uma matriz ortogonal;

i) Se det(A) = 1.

Na realidade, o conjunto SO(n) é considerado um subgrupo do grupo O(n),
composto pelas matrizes ortogonais de ordem n. Assim, é possivel verificar que SO(n) é
um grupo sob operacao de matrizes. O leitor interessado em verificar podera consultar
[18] e [15].

Na secao 3.1 apresentamos duas fomas de rotagao no plano:
a)A primeira mantém o vetor fixo e rotaciona o sistema OXY’;
b) e a segunda mantém o sistema OXY fixo e rotaciona o vetor.

Do que foi explicitado até aqui, percebe-se que as rotagoes no espago acontecem
da mesma forma como acontecem no plano a nao ser por pequenas adaptagoes. Na
literatura tem-se por exemplo que [8] utiliza o primeiro tipo de rotagao, ja em [3] podemos
encontrar o segundo tipo de rotacao. Dessa forma, nao existe um padrao a ser seguido,
pois a escolha do tipo de rotagao nao interferira no resultado, trata-se simplesmente de
uma questao de gosto. Neste trabalho, consideraremos a segunda forma de rotagao, por

considera-la mais intuitiva.

3.3 Parametrizacoes de Rotacoes no Espaco

A necessidade de descrever rotacoes no espaco é comum na implemetacao de
dados que envolvem situagoes praticas. No comportamento bragos articulados [3], na
interpolagdo de movimentos de acordo com um instante de tempo [18] ou ainda na fo-
togrametria com a manipulagao de imagens [10]. Nestas situagdes, a divida consiste
em verificar qual das parametrizacoes é mais adequada. Nesta se¢ao, abordaremos os
tipos de parametrizagoes mais comuns utilizadas nos algoritmos computacionais: eixo-

angulo, angulos de Euler e quatérnios unitarios. Como o trabalho possui um enfoque
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mais didatico, o leitor interessado em verificar a teoria que justifica a utilizacao das pa-

rametrizagoes podera consultar [7] e [18].

3.3.1 Eixo—Angulo

Inicialmente vamos verificar as relagoes entre vetores na rotacao em torno de

um unico eixo. As ideias aqui expostas podem ser encontradas com maiores detalhes em

3].

Para tanto, considere um ponto P no espago, e um eixo é partindo da origem
de sistema de eixos ortogonais OXY Z. Seja o ponto P’, o ponto obtido apds a rotacao

de P de um angulo 6 em torno do eixo é de acordo com a Figura 3.5b.

Observe que ao considerarmos as projegoes ortogonais dos pontos P e P’ sobre
0 eixo é obtemos um terceiro ponto C, de maneira que os trés pontos P,P’ e C nao

colineares, determinam um plano o em que CP = C'P' = 1, de acordo com a Figura 3.5b.

(b) Representacao no plano.
(a) Representacao no espago.

Figura 3.5: Rotacoes em torno de um eixo.

Utilizando a adicao entre vetores, note que o vetor OP pode ser escrito da

seguinte forma,

OP =O0C + CP. (3.17)

A rotagao do ponto P é uma transformacao linear e pode ser escrita como

OP' = R(OC) + R(CP).
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Como o giro é em torno do eixo é, o vetor OC permanece inalterado por se
tratar de um vetor paralelo a é. J4 o vetor C'P, perpendicular ao eixo é, é rotacionado

em um angulo 6.

Notemos também que C'A é um vetor simultaneamente ortogonal ao eixo € e

ao vetor C'P. Logo tem-se que,
CA=exCP. (3.18)
Como é ¢é unitario e observando que é e C'P sao perpendiculares, pelo item
(#i1) da Proposicao 1.15 temos que,

|é x CP|=|CP| sen g =1

Assim, observando a equagao (3.18) tem-se C'A é também um vetor unitério.

Sendo o vetor C'P’ rotacionado, tem-se que C'P’ tem a mesma norma de CA,
pois de acordo com a Figura 3.5b, determinam um circulo de raio unitério no plano « o

que nos da a possibilidade de escrever,
CP' = 0C + (cos§)CP + (sen §)CA. (3.19)

Verificando isoladamente os vetores OC, CP e C' A em fungao de é e § podemos verificar
que a componente paralela OC pode ser escrita como projecao de OP sobre € de acordo

com a equagao (1.2) como sendo,
OC = (¢,0P)e. (3.20)
Reescrevendo a equacao(3.17), temos que

CP =OP — (¢,0P)e. (3.21)

E ainda se restar alguma duvida, escrevendo novamente (3.18) temos

CA=éxCP=¢éx (OP — (¢,0P)¢)
—éx OP —éx (6,0P)é
= ¢ x OP, (3.22)

o que mostra que o vetor paralelo nao contribui de certa forma no espacgo vetorial.

Substituindo os valores encontrados nas equagoes (3.20),(3.21) e (3.22) em (3.19) tem-se,
CP' = (é,0P)é + (cos0)(OP — (¢,0P)é) + (sen 0)(é x OP),
onde, reorganizando os termos encontramos
CP" = (cosO)OP + (1 — cos)(é,OP)é + (sen 0)(é x OP). (3.23)
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Segundo [3], ao considerarmos uma transformacao linear com base na imple-
mentagao computacional do algoritmo, se faz necessario determinar a matriz da trans-
formagao correspondente. Para tanto, podemos calcular cada coluna da matriz como a
transformada dos vetores da base canonica. Assim, considerando o vetor OP como o
representante dos vetores da base candnica, o eixo é = (a, b, ¢), podemos determinar os
elementos da matriz C'P’ o qual denotaremos por R; g, através do cédlculo das colunas da

matriz,

<
—
=
s}
@]

ro1 | =cos@ 0] +(1—cosB)a|b]| +senb| ¢

31 c —b

719 0 a —c

rog | =cosO [ 1| +(1—cosO)b|b ]|+ senbd| 0

732 0 c a

713 0 a b

ro3 | =cos@ | 0| +(1—cos@)c|b]|+senb | —al. (3.24)
33 1 Cc 0

Realizando os cdlculos com todas as colunas de acordo com [15], encontraremos a matriz

de transformacao R?® dada por

11 Ti2 T13
Rep = To1 To2 To3 | (3-25)

)

31 T32 T33

onde cada elemento corresponde aos seguintes elementos obtidos,

a*(1 —cos) +cos® ab(l —cos®) —csenf ac(l—cosf)+bsen
ab(1 —cosf)+csen §  b*(1 —cosf) +cos  be(l —cosf) —asenf|. (3.26)
ac(l —cosf) —bsen 0 be(l —cos) +asend c*(1—cosb)+ cosb

A maneira aqui apresentada para a rotacao em torno de um eixo, considera
somente o fato do eixo ter origem no centro do sistema ortogonal. Os casos em que o

vetor nao parte do centro do sistema ortogonal pode ser encontrado em [3].

Considerando rotagao dada na matriz (3.26), uma forma de calcular o angulo

da rotagao sofrido de acordo com [13], é usar o traco da matriz de rotagao. Temos
tr(R) = a*(1 — cos ) + cos § + b*(1 — cos 0) + cos 6 + ¢*(1 — cos ) + cos
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= (1 — cosf)(a® + b* + ¢*) + 3cosb.

Como o eixo ¢é é unitario, tem-se que a?+b*+c? = 1. Assim a equacao acima fica reduzida

a"?
tr(R) —1
tr(R) =14 2cost = 0 = arccos (%) . (3.27)
Note que a matriz (3.26) possui elementos simétricos em relacido a diagonal

principal. Logo para determinar as coordenadas do vetor que foi rotacionado, basta usar

as seguintes relagoes nos elementos da matriz, desde que 0 # 7.

32 — T23
r3g — o3 = 2asen f < a = ———;
2sen 0
731 —T13
r31 — 113 = 2bsen 0 <— b= ——=;
2sen 6
21 — T'12
r21—r12:2csen9<:>c:—.
2sen 0

Exemplo: Determine o vetor que representa a rotacao de v = (3,0,0) em um angulo de
180° em torno do eixo (1,1,0).

U 2 V2
Solu¢ao: Como o eixo de rotacao deve ser unitario tem-se que @ = ﬂ = %, g,
u
Substituindo esses valores e o angulo de 180° na matriz de rotacao do eixo-angulo dada

na equagao (3.26) teremos

01 O
0
0 -1
Fazendo
01 3 0
Rv)=11 0 0l =13
0 0 -1 0 0

Portanto, o vetor v rotacionado em torno do eixo unitario u em 180° resulta no vetor

R(v) = (0,3,0).

A parametrizacao eixo-angulo, também conhecida como mapa exponencial des-
creve uma rotagao com a utilizacao de quatro parameétros: o angulo e as trés componentes
do vetor unitario. O tipo de parametrizacao que veremos a seguir é um caso especifico da

parametrizacao do eixo-angulo.
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3.3.2 Angulos de Euler

Uma das formas mais comuns de se representar uma matriz de rotagao é através
do uso dos dangulos de Euler segundo [3], [18], [21], entre outros. Na literatura, utili-
zada como referéncia para rotacoes no espaco no campo da aeronautica, por exemplo, as
rotacoes em torno de cada eixo canonico tém até nomes proprios como roll, pitch e yaw.
A principio, a aplicacao dos angulos de Euler consiste na solugdo mais imediata para o
problema de especificar a orientacao de uma entidade no espaco tridimensional fornecendo
suas rotagoes com relacao aos eixos x, y e z, além de ser uma forma de parametrizacao

bem intuitiva em comparagao com outras parametrizacoes.

Leonard Euler(1707 - 1783) em seu trabalho sobre a mecanica dos corpos
celestes afirmou que quaisquer dois sitemas ortogonais de coordenadas independentes
podem ser relacionados por uma sequéncia de rotagoes (ndo mais que trés) sobre os eixos

coordenados de forma que duas rotagoes sucessivas nao acontecam sobre o mesmo eixo,

18].

Logo, considerando o sistema de eixos ortogonais OXY Z, a rotacao de um
eixo coordenado é chamado de angulo de Fuler. De acordo com a afirmacao de Euler, as

possiveis combinagoes utilizando trés eixos do sistema ortogonal OXY Z sao dadas por

XYX XZX XYZ XZY
YXY YZY YZX YXZ
ZX7 ZYZ ZXY ZYX.

Podemos encontrar em [9] vérios exemplos em que as sequéncias acima sao
apresentadas. Para ficar claro, vamos considerar um vetor v € R3 que parte da origem
do sistema ortogonal OXY Z. Representando a rotacao deste vetor em torno de cada eixo
coordenado no sentido horario ou anti-horario, pode-se perceber de acordo com a Figura

3.6, que o movimento gerado pela rotacao do vetor u descreve a porcao de um cone.

O angulo de rotagao é medido na base do cone e para cada uma das treés
rotacoes nos eixos coordenados, a coordenada do eixo adotado para a rotagao nao se altera,
e a relacao entre os outros componentes pode ser deduzida como ja foi para rotacoes no

plano.

Assim, segundo [15] e [18], as matrizes de rotagdo que descrevem um angulo

75



Figura 3.6: Rotacao em torno do eixo x.

a, B e v no sentido anti-horario em cada eixo X, Y e Z, respectivamente, sao dadas por

1 0 0 cosp 0 sen (8
Ryo =10 cosa —sena|;Rys= 0 1 0 ;
0 sena cosa —sen 8 0 cosp (3.28)
cosy —senvy 0

R.,=]seny cosy 0O
0 0 1

Para exemplificar, vamos determinar a matriz de transformacao utilizando a
parametrizacao via angulos de Euler com a sequéncia especifica: XY Z. Em cada um
desses eixos XY Z, adotaremos respectivamente os angulos «, § e 7, como mostrado

acima.

Logo, através da mutliplicagdo das matrizes dadas em (3.28) na sequéncia

XY Z de acordo com cada angulo especificado, podemos obter a matriz de transformacao,

veja,
1 0 0 cosf 0 sen f cosy —seny 0
Rygo=10 cosaw —sena | - 0 1 0 | seny cosy O
0 sena cosa —sen 8 0 cospf 0 0 1
Realizando a multiplicagao das matrizes obtemos,
cos (3 cosy —cos Bsen y sen [
R, 50 = sen asen $cosy 4 cosasen y  —sen assen Jsen y 4+ cosacosy —sen «cos 5

—cosasen cosy+ sen asen Y cosasen fsen v+ sen o cos-y cos a cos 3

(3.29)
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Lembrando que, como o produto entre matrizes nao é comutativo, a com-
posicao das rotacoes dadas pela sequéncia XY Z sera diferente por exemplo, da com-
posicao ZY X. A composigao de rotagoes acima pode ser encontrada em [3], as demais

composicoes de rotagoes estao contidas em [9)].

Vejamos um exemplo da rotagao com os angulos de Euler.

Exemplo. Vamos determinar a rotacao na sequéncia XY Z, o qual a matriz de rotagao é
dada na equagao (3.29), do vetor v = (0,0, 1), sendo inicialmente uma rotagao de 30° no

eixo x, seguida de uma rotacao em y de 45°, finalizando com uma rotacao de 60° no eixo z.

Solugao: De acordo com os angulos dados teremos a seguinte matriz de rotacao:

c45°¢c60° c45°s60° s45°
Rs00 450 600 (v) = 5$30°545°¢60° + ¢30°s60° —s30°545°s60° + ¢30°c60° —s30°c45°
—c30°545°¢60° + s30°s60°  ¢30°545°5s60° + s30°c60° c30°c45°

Logo,

22 22 V2 V2
3vV2+1 V6—+3 1 1
42 W2 22 2y/2
V6—-v3 V243 V3

1 V3 1 1
V2

R30°,45°,60° (U) =

_ o O
|

V3
42 42 22 2V2

Podemos ainda realizar o caminho inverso, ou seja, de acordo com uma
sequencia dada, determinar os valores dos angulos «, § e v que produzirao a matriz

R de rotacao.
Considere a aplicacao
A :[0,27m) x [0, 7] x [0,27) — SO(3).
(a7 ﬁ? 7) — A(a7 ﬁ; 7) = R’yﬁ,a-

Esta aplicacao é sobrejetiva, pois considerando uma matriz R € SO(3) arbitraria,

1 Ti2 T13
R=1rya ra T23 | » (3-30)

31 T32 733

segundo [18], podemos determinar os valores dos angulos «, 3 e v da sequéncia XY Z que

produzirao a matriz de rotacao R.
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Para isso, vamos considerar valores para /8 no intervalo [0, 7] de acordo com
o dominio da aplicagao o que implica que 73 esteja no intervalo [—1, 1] de acordo com a
matriz obtida em (3.29).

-12 caso

T o
- Se ri3 =1 tem-se que sen f =1 < [ = 5 Neste caso, substituindo o
angulo encontrado nas outras equacoes dos respectivos elementos da matriz de rotacao os

quais nao serao anulados, temos

Tos = COS v cosy — sen asen 7y = cos (a + 7);

T91 = Sen acosy + cosasen v = sen (a + 7).

Dividindo ry; por ryy temos,

T sen (o + r
ﬂzﬂztg(a—i—y)@a—k'y:aﬂ?tg 2 .
7929 COS (Oé+’}/) 7929

Da mesma forma,

T3 = Sen assen 7y — cos o cosy = — cos(a + )

T3y = cosasen 7y + sen awcosy = sen (a+ 7).

Dividindo r3, por r3; temos,

r sen (« r
2 sen (@ +7) = —tg (0 +7) < a+ v = arctg (—2) .
rs1  —cos(a+7) r31
-22 caso
3
-Para r;3 = —1 teremos sen f = —1 <= [ = ; Substituindo nas outras

equagoes da matriz e procedendo da mesma maneira que no caso anterior obtemos,

T2 _ SN (O=) 0 ) e -y = arctg <i>

7929 B COS(O[ — ’7) 7929
e também,
rﬂ:_sen(a_’y):—tg(@—’y)é > —y = arctg _ .
T31 cos(a — ) T31
-32 caso

-Para 13 # %1, teremos sen § # +1 <= [ = arcsen (r13) € (0,7). Fazendo

a divisao dos elementos 17 e 15 da matriz de rotagao tem-se que,

12 —sen vy . T12

= — = —tg vy <=y = arctg <——)
11 COs 7y 11
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e também, dividindo ry3 por r33 temos,
923 —sen « T23

— = ——— = —1g a < o = arctg (——)
T'33 COS 33

Portanto, resumindo o 3% caso, se ri3 # +1 temos

723\ |
o = arctg o)
33

B = arcsen (ri3) € (0,7);

()
v = arctg { —— .
11

Note que, nos resultados do 1° caso os valores para « e v nao estao univoca-

mente determinados. Ou seja,

r T
o+ 7 = arctg (r_m) = arctg <_r£) .
22 31

Logo, teremos infinitos valores para a e v que satisfazem ambos os casos. Isto mostra
que a aplicacdo nao é injetiva. Por isso, de acordo com [18], precisamos restringir o
intervalo, para que a aplicacao seja bijetora e consequentemente, seja considerada uma

parametrizacao contida em SO(3).

Posteriormente veremos que mesmo a utilizagao da parametrizagao via angulos

de Euler ser muito comum nas aplicagoes praticas, ele nao consiste em um método eficaz.

3.3.3 Quatérnios

Para descrever rotagoes no plano vimos anteriormente que basta associar um
nimero complexo de norma unitdria a uma matriz de rotagdo em SO(2). De forma

analoga, no espaco também podemos associar um nimero quatérnio e um elemento de

SO(3).

Para tanto, considere um quatérnio unitario como ja explicitado anteriormente,
ou seja, S = {q € H||q|=1}. Sendo q € S3, é possivel construir um operador de
rotacao com ¢ de maneira que seu efeito sobre um vetor nao nulo v € R3, seja rotaciona-

lo uma porgao # € R em torno de um eixo especificado [13].

Note que, as ideias aqui apresentadas sao praticamente as mesmas apresenta-

das na parametrizacao através do eixo-angulo.

Para que um ndmero quatérnio possa operar sobre um vetor v € R3, ja
considerado anteriorente como um quatérnio puro e denotado por p = 0 + v, devemos
considerar a correspondéncia entre R? e Hy e a multiplicacio de nimeros quatérnios,

definindo o operador de rotacao da seguinte maneira:

79



Definigao 3.7. Dado ¢ € S®, o operador de rotagao R, é construido a partir de v definido

por

RqIHO—>H0

vV — W = qUq,

onde, g é o conjugado de q.

Utilizando a multiplicacdo de quatérnios dada em (2.6) e ¢ = qo + u = (qo, u)

ew=0+w = (0,w), de acordo com a definicao de R, temos

w = (g0 + u)v(q — u)
= (=(u, v) + gov +u x v)(go — u)
= —qo(u,v) + {qov +u X v,u) + (u,v)u + go(qov + u X v) + (gov +u X V) X —u
= —qolu, v) + qo(u, v) + (u x v, u) + (u, v)u + gV + qou X v+ qov X —u +u x (u X v)
= (u,v)u + gov + qou X v + qou X v + {u, v)u — {u, u)v

= (g5 — |[ul*)v + 2(u, v)u + 2qo(u x v). (3.31)

Note que, nesta multiplicacao esta evidente que o resultado obtido sera somente
um vetor, ou seja, um quatérnio puro. Também podemos encontrar segundo [9], w através
de operagbes matriciais com os vetores u = (q1, ¢2,q3) e v = (z,y, 2) dividindo os célculos

da equagao 3.31 de acordo com o nimero de termos

12 termo:
x
(@ —luPv=(@-ad-6—&) |y
2z
29 termo
q1 Q% q192 4143 x
2upu=2(qr+@y+@2) || =2|ane G @
qs3 @193 4293 q§ z
32 termo
i § ok
20(u xv) =2q0 | 1 @2 @3 | =200 [(—q3y + @22)i + (@32 — 12)§ + (=22 + Q1Y) K]
Ty 2
0 —q3 Q2 x
=2q0 | qs 0 —q Yy
—q2 1 0 z



Somando os trés termos, simplificando os resultados e separando os termos do

vetor v, encontramos, segundo [13] a transformagcao linear

G+ —6-03 20— 0e) 206+ 0e) x

w= 2qge +qoq3) % — GG -4 2(003 — qoq) 1Y (3.32)
2(q193 — q042) 2(q203 + q001) G — G — B — 45 Z

o qual ainda pode ser escrito, de acordo com a definicao de transformacao linear como

w = R,(v).

Aparentemente os calculos envolvendo quatérnios parecem ser mais compli-
cados, no entanto, de acordo com [3], as rotacoes, em sistemas gréficos do tipo do
OpenG L™  normalmente especificadas por matrizes, exigem um pouco de trabalho ape-

nas na primeira implementagcao.

Considerando [22], pdgina 114, podemos mostrar que R, ¢ um operador linear

que preserva a norma euclidiana de vetores no espago.

Proposicao 3.1. R, ¢ um operador linear e preserva a norma de vetores.

Demonstracao. Considere u,v € R? arbitrdrios, A € R. Pela distributividade apresen-

tada na Proposicao 3.1, temos
R,(Au+v) = q(Au+v)g
= (Aqu + qu)q
= Aquq + quq
= AR, (u) + Ry(v).

Com relagao a norma euclidiana, usando a Proposicao 2.13 item (i), tem-se
que |g| = [g| =1, logo
| Ry(v)| = lqvg]
= lq| |v[ [q]
= |vl.

[]

Logo, R, ¢ um operador linear e também preserva a norma. Além disso, R,

atua geometricamente sobre o vetor v de acordo com o préximo teorema, segundo [18].

Teorema 3.1. Dado ¢ = ¢y +u € S, tal que

¢=q+u=cos|g sen | 5 | @,

com u # 0, a parte vetorial w de R, (v) = qug = 0+ w ¢é a rotacdo de v de um angulo ¢

em torno do eixo gerado por u, onde § = 2 arccos(qp) € (0, 7).
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Demonstracao. Sejam V o subespaco gerado pelo vetor u, V+ o complemento ortogonal
de V ewv € R3. Vamos dividir v em duas componentes ortogonais, sendo o vetor a na
direcao de u, ou seja, a = Au para algum A € R, e o vetor b perpendicular ao vetor u.

Logo v pode ser escrito como
v=a+b=M+0b, onde A € R.

Agora, considerando v € R3, ou seja, um quatérnio puro, podemos escrevé-lo como a

soma de dois quatérnios puros,

U ‘

Figura 3.7: Ac¢ao do operador R sobre o vetor v.

v=a-+b=uv,+ vp.
Como R, é um operador linear temos que
Ry(v) = Ry(va) + Ry(ve).

Por outro lado, o subespago V' gerado pelo vetor u nao sofre alteragoes pelo operador R,

ou seja, Ry(Au) = Au é invariante sob o operador R,. Assim, podemos escrever
R,(v) =v,+k=a+k.
Considerando a parte vetorial de R,(vp) e que ¢ ¢ unitario temos

k = qbg
= (qg — |ul?)b + 2ulu, b) + 2qo(u x b).

Como b L u, entao (u,b) = 0. Logo, a equagao acima fica reduzida a,
k= (@ — lu*)b+ 2qo(u x b). (3.33)

82



Sendo 4 = ﬁ (vetor unitdrio) com a mesma dire¢cao do vetor u, podemos escrever a
u
equagao (3.33) como,
k= (g5 — |ul*)b+ 2q0(atu| x b)

= (g5 — [ul*)b + 2qgolul (@ x b). (3.34)

Como |q]* = ¢ + |u[* = 1, usando a identidade trigonométrica fundamental e o fato de

que existe um tnico # € (0, 7) tal que,

B 0 B 0
go = cos | 5 e |u| = sen 3)

e, estabelecendo que ¢ = 4 x b, podemos escrever a equacao (3.34) como

(e 2) e (ors (e (9)
= cos(0)b + sen (0)c

=bcosfh + csen 0.

Lembrando que da interpretacao geométrica do produto vetorial, temos

e = [ x b = [a] [o|sen - = [b].
Conclui-se que k£ ¢ a rotagao de um angulo € do vetor b em torno do eixo gerado por
@, dado na Figura 3.7. Considerando um quatérnio puro cuja parte vetorial ¢ dada por
v, percebe-se que ao rotaciona-lo no sentido anti-horario em torno do eixo u, obtemos
R,(v) = 0+ (a + k) dado por w, onde podemos observar que o vetor a componente da
decomposigao ortogonal de v ao longo de u, nao se altera, enquanto que a projecao do

vetor v no plano perpendicular a u sofre uma rotacao de # em torno do eixo . O

Escrevendo o vetor rotacionado w = a + k, em notagao matricial temos
w = Ry(v),
onde R, € SO(3) é construido com as componentes do quatérnio ¢ dado por

2 +2¢7 — 1 20142 — 290g3 20103 + 2q0q2
R, = | 2192 + 2q0q3 2q8 +2¢3 -1 2q2q3 — 2900
20103 — 20092 2q2q3 + Qo1 2q5 + 2¢5 — 1

Note que esta matriz ja nos foi apresentada na equagao (3.32), porém, agora

com a adaptagao |¢| = 1 em todos elementos.

Desta forma, podemos estabelecer uma correspondéncia entre o conjunto dos

quatérnios unitarios e o conjunto SO(3) através da aplicagao

83



5% — SO(3)

v Ry(v).

Como 6 € (0,7), o angulo de rotagao satisfaz a condigao 0 < 20 < 27. Considerando que
um angulo a em torno de u é equivalente a uma rotagao de 2w — a em torno de —u, basta
lembrar dos dois tipos de rotagao que apresentamos em rotacoes no plano, podendo cada
rotacao ser representada por dois quatérnios unitarios. Logo, a aplicagao nao ¢ injetiva,
ou seja, cada elemento de SO(3) é a imagem de dois elementos de S®. No entanto,
diferentemente do que acontece com os angulos de Euler que nao estao univocamente
determinandos quando a@ = 0 ou a = m, a rotacao com os quatérnios determinada pela

matriz em SO(3) é a imagem por « de dois elementos que sao considerados isolados.

De forma sintetizada, quando se quer determinar a posicao de um ponto p
numa rotacao anti-horaria em torno de um eixo definido por u basta seguir os seguintes
passos:

- Represente v pelo quatérnio p = (0, v);

. . , . 0 0\ .
- Represente a rotacao desejada pelo quatérnio ¢ = cos 3 + sen 3 u;
- Efetue a operagao R,(p) = qpg;

- A parte real do resultado sera zero e a parte vetorial contera o resultado da rotacao.

Exemplo: Calcule o vetor resultante de uma rotacao de 90° do vetor v = (1,2,3)

em torno do eixo u = (0,1, 2).

Solugao: Temos que, v = ++ 27 + 3k, u = j+2k e = g Considerando que
lu| = v/5, obtem-se

q—cos(

o () [0
V5
5

/i,
+ k.

m
4

(7 + 2k)

)+
V2
2
RV
10’

Vamos determinar a rotacao R,

R,(v) = (f \/_]+\/_)(i+2j+3k)<£—£ —@k)

2 10 5 2 10
410 5v2- V10, 5V2+ V10, 15v2-V10 )\ (V2 V10, V10
L T T R S N 7 PR

)



5. 2548 . 16—+/5
\/_+ V5 7+ \/_k.

=——1

) ) 5

Logo R,(v) = (_\/?57 2\/554—8, 10 _5 ﬁ)
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Capitulo 4

Conversao e Comparacao de

Parametrizacoes

Neste capitulo, nos dedicaremos a determinar como um tipo de parametrizacao
pode ser convertido em outro, eliminando assim, possiveis problemas de singularidades em
determinados pontos no espaco. Também abordaremos a questao da analise da eficiéncia
computacional na escolha de um tipo de parametrizacao em detrimento de outro, o qual
esta relacionado ao numero de operagoes na execucao de um algoritmo bem como a
complexidade de alguns calculos do ponto de vista computacional. E ainda, especificidades

de cada parametrizacgao.

4.1 Eixo-Angulo = Angulos de Euler

Como colocado anteriormente, a parametrizacao eixo-angulo requer a uti-
lizagao de quatro parametros: o angulo # e o eixo unitario é = (a, b, ¢). Como comentado, a
parametrizacao via angulos de Euler é um caso particular da parametrizacao eixo-angulo.
Dessa forma, para determinar os angulos de Euler a partir da parametrizagao eixo-angulo
segundo [18] e [13], basta igualarmos as matrizes dadas em (3.26) e (3.29) que na ocasiao

utilizou a sequéncia de rotagoes XY Z.

a*(1 —cos) +cos®  ab(l —cosf) —csen § ac(l—cosf)+ b sen 6
Reg= | ab(l —cosf) +csen b*(1 —cosf) +cosf  be(l —cos) —a sen 6
ac(l —cosf) —bsen 6 be(l —cosf)+asend *(1—cosf)+ cosb

cos 3 cosy — cos 3sen y sen [
= sen asen [$cosy + cosasen y —sen asen $sen vy + cosacosy —sen acosf | =

—cosasen fcosy+ sen asen vy  cosasen (sen y 4 sen q cos’y cos a.cos [
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= R%b’,a-

Como os elementos da matriz de rotagao do sistema eixo-angulo serao dados,
seria interessante iniciar a partir do elemento 73, determinando a medida do angulo (5 e

os demais angulos a e 7 na sequéncia.

Para determinar o vetor € e o angulo ¢ a partir dos trés angulos de Euler de
acordo com [13] e [21], é necessdrio considerar inicialmente o traco da matriz associada
aos angulos de Euler para determinar a medida do angulo 6 dado por,

0 = arccos (%) ,

e posteriormente utilizar este resultado e os termos da matriz de Euler para determinar

o0 eixo € = (a, b, c) dadas pelas equagoes

32 — 723
r3g — 793 = 2asen  <— q = ——-
2sen 0
31 — T3
ryp —ri3 = 2bsen f <— b= —-—=
2sen 6
To1 — T2
rop — T2 = 2csen  <— ¢ = ——=
2sen 0

4.2 Angulos de Euler = Quatérnios

Com ja apresentado anteriormente, existem 12 possibilidades para a com-
posigao de rotagoes simples nos trés eixos do sistema ortogonal, conforme [18] e [3].
Vamos considerar a sequéncia XY Z ja utilizada anteriormente para exemplicagao. Pri-
meiramente a rotagao ocorrera no eixo xr em um angulo «, seguida da rotacao em y em
um angulo f e finalizando com uma rotagao no eixo z em um angulo . Os trés angulos
irao determinar a nova orientacao no espaco de acordo com a matriz de rotacao dada

anteriormente em 3.29.

Considerando as rotagoes no espaco com a utilizacao da parametrizacao via
quatérnios unitarios, podemos entender que cada rotacao em um determinado eixo cor-
responde a uma rota¢ao simples com um nimero quatérnio, segundo [18]. Assim as trés

rotacoes nos eixos x, y e z correspondem as seguintes rotagoes com nimeros quatérnios

« (67
o =eos(3) + 50 (3)
, cos 5 + sen 5 €1

R, 3 = cos (g) + sen (g) €9

R, = cos (%) + sen (%) es,
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onde os vetores ep, ey e es, representam respectivamente, os vetores da base canodnica

associados a cada eixo.

Utilizando as regras da multiplicacao definidas em H, podemos construir o
quatérnio de rotacao R que representara a rotacao da sequéncia XY Z de acordo com os

angulos de Euler, dada por
Rapry = ReoRypR. = qo+ @i + @27 + g3k,

onde apds a multiplicacao e a utilizagao das identidades ¢, j e k£ temos os resultados de

cada termo do quatérnio R, g,

qozcosgcosécosz— sen gsen — sen 1
2 2 2 2 2 2’
Q1 :cosgsen ésen z+ sen gcos—cosz,
2 2 2 2 2 2
qQ:cosgsenécosl— sen gcos—s.en 1
2 2 2 2 2 2
e
qucosgcosésen 14— sen gsen écos—.
2 2 2 2 2 2

Para executar o caminho inverso, obter os angulos de Euler a partir de um
nimero quatérnio ¢ = qo + q1¢ + ¢2J + g3k, basta utilizar a forma matricial de rotacao
de um numero quatérnio, dada na equacdo (3.32), e a sequéncia de rotagoes o qual foi

utilizada no caso dos angulos de Euler.

Assim, considerando a sequéncia XY Z ja utilizada anteriormente e as respec-
tivas férmulas ja apresentadas, podemos substituir os elementos da matriz de rotacao nas

equagoes abaixo. Lembremos do caso em que, sen § # +1 <= = arcsen (ry3) € (0, 7).

723
o = arctg (——> ,
733

B = arcsen (r13) € (0,7)

()
v = arctg [ —— .
T

4.3 Eixo-Angulo = Quatérnios

Logo

Para determinar o quatérnio unitario g a partir de um eixo de rotacao determi-

nado pelo vetor unitario é = (a, b, ¢) numa rotagao € em torno deste eixo, basta considerar
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o que foi exposto no Teorema 3.1, ou seja,

— Q + n Q )
q = COS 9 se 9 €.

Reciprocamente, para extrair o angulo de rotacao e o eixo-angulo de um
nimero quatérnio unitério ¢ = qo + @17 + q2J + sk = qo + €, tal que |go] < 1, e con-

siderando que, |go|* + |é]* = cos6? + sen 6? = 1, basta considerar

0 = 2 arccos(qp)

1

—(Qh%a%)-
V1—¢?

Uma maneira interessante de encontrar um quatérnio ¢, de acordo com [21],

e =

é verificar a relacao da matriz de rotacao associada a parametrizagao eixo-angulo ao

nimero quatérnio. Para obter ¢p, basta lembrar da equagao (3.27) e reescrever como

tr(Rzp) — 1
cosf = —T( 0) )
2
. . : s o [0
Tomando a identidade trigonométrica 2 cos 5] = 14 cos 6, e lembrando que
|qo]? = cos? 6 tem-se,

2¢5 = 1+ cosl < qo =

A/ tr(Rs 1

) qo

Para encontrar os demais componentes do quatérnio, utilizamos o que foi
exposto nas equagoes em (3.25) e relacionamos com a matriz de rotacdo dos nimeros

quatérnios segundo [13],

1
T30 — To3 = 2asen 0 = 4qoq1 <= q1 = E(T:az — T93),
0
1
r3 — 113 = 2bsen 0 = 4qoqs = ¢ = E(TSI —r13)
0
e
1
ro1 — T2 = 2csen 0 = 4qoq3 <= q3 = E(TQI —T12). (4.2)
0

4.4 Eficiéncia Computacional

Depois de expostas as diferentes formas de parametrizacao de uma rotacao, se
faz necessario definir qual é a mais vantajosa. Vamos considerar inicialmente as vantagens

e desvantagens de cada parametrizagao quando se trata do custo computacional.
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Segundo [19] e [15], em geral, a andlise do custo computacional é feita de duas

formas: em termos de tempo e de espaco ocupado.

Se tratando do uso da meméria, precisamos determinar o espaco que esta sendo
utilizado na memoéria do computador para armazenar os dados, sejam estes dados, ma-
trizes, vetores ou escalares, ou ainda informacao em relagao a hierarquia das memorias
acessadas (registros, cache, memoria principal, armazenamento em disco) de acordo com
[19], em cada situacao. Neste caso, é importante ressaltar que algumas operagoes ma-
tematicas utilizam mais espaco na meméria do que outras, como é o caso das fungoes

trigonométricas.

Com relacao ao tempo despendido, é conhecido que varios fatores interferem
no processamento, como memoria, taxa de transferéncia de dados, além de outros fatores.
Neste trabalho consideraremos apenas os fatores comuns a todos os os processadores, entre
eles, o FLOPS (Floating-point Operations Per Second) muito conhecido na literatura da
informatica e utilizado como uma medida de velocidade do processador o qual representa
o nimero de operagoes ponto-flutuantes por segundo, ver [15]. Uma maneira de verificar
a eficéncia computacional é determinar o nimero de FLOP na execucao de determinada
tarefa em um periodo de tempo. Sendo assim, o niimero total de FLOP necessarios para

resolver um problema é que ira definir o custo computacional da solucao.

E importante ressaltar que os fatores espago e tempo estao relacionados, pois,
uma leva a outra ja que a habilidade de um algoritmo acessar uma memoria influencia

diretamente no tempo de execugao do algoritmo, [19].

Se tratando de operacoes matematicas, podemos encontrar em [15] exemplos
do nimero de FLOP utilizados em uma operacao matematica, como por exemplo, a

resolucao de sistemas lineares.

No entanto, ndo vamos nos deter a muitos detalhes, mas segundo [1], a quanti-
dade de FLOP em cada operagao matematica pode ser listada de acordo com Tabela 4.1

o qual nés d4 uma ideia sobre quais operacoes exigem um esforco computacional maior.

Operagao matematica N? de FLOP
adicao, subtracao e multiplicacao 1
raiz quadrada e divisao 4
exponencial, seno e cosseno 8
comparagcoes 1

Tabela 4.1: Ntimero de FLOP.
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4.4.1 Caracteristicas Operacionais de cada Parametrizacao

Quando tratamos de parametrizacoes envolvendo composicoes e interpolacoes
entre rotagoes as quais nao foram abordadas neste trabalho, a quantidade de operagoes
matematicas aumentam significativamente em cada caso, ver [13]. Considerando, a matriz
de rotagao R, o quaténio sendo ¢, e o par eixo-angulo como (é,6), vamos comparar as
parametrizacoes, incluindo multiplicacao (M), adigdo ou subtragao (A), divisao (D), raiz
quadrada (R) e avaliagbes de fungoes trigonométricas (F) que de acordo com a Tabela
4.1 sao consideradas mais caras computacionalmente. Além das comparagoes (C), que
também podem ser tornar caras se comparadas a multiplica¢oes e/ou adigdes, devido ao
grande nimero de possibilidades que podem ser fornecidas de acordo com a medida do

angulo utilizado em questao.

Uma matriz de rotacao requer 9 parametros, um quatérnio requer 4 parametros
e a rotacao através do eixo-angulo requer 4 parametros, entao claramente a matriz de
rotacao usara mais memoria a principio. Mas ao considerar a parametrizacao através do
sistema eixo-angulo, armazenando apenas o angulo rotagao nota-se que a transformagcao
também nao é indicada pois necessitamos dos valores de sen 6 e (1 — cos#). Logo, a
implementagao da parametrizagao eixo-angulo inclui 3 parametros para o eixo, um valor
para o angulo 6 e 2 valores, um sen 6 e outro para (1 — cosf) e como colocado por
[21], as funcoes trigonométricas sdo bastante caras, é melhor calculd-las previamente e
armazenar as quantidades para posteriormente utiliza-las. Logo, o sistema eixo-angulo
exigira 6 parametros, tornando assim, a representacao de quatérnio a mais barata em uso

de memoria. A Tabela 4.2 é um resumo do uso de memoria em cada situacao.

Parametrizagao Dimensao | Comentarios

Matriz de rotacao 9

Angulos de Euler 3 sem armazenar o sen # e o cosf
Eixo-angulo 4 sem armazenar sen # e 1 — cosf
Eixo-angulo 6 com o armazenamento de sen 6 e 1 — cos 6
Quatérnio 4

Tabela 4.2: Comparacao de memoria utilizada
Fonte: [21]

Nas aplicagoes que envolvem rotagoes no espaco inevitavelmente constuma-se
converter uma parametrizagdo em outra [13]. Por essa razao, é importante que saibamos
o custo computacional de uma conversao. Para tal , considere o angulo # € (0, 7) e cada

caso particular de conversao a seguir.
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Eixo-Angulo para Matriz

A implementacao de sen # e cosf requer a inclusao de duas fungoes. O termo
(1 — cos ) necessita de uma adigdo. Considerando que a matriz R de rotagao também é
anti-simétrica, serao necessarias seis multiplicagoes e trés adigoes, uma vez que os termos
se repetem. O termo (1 — cosf) requer seis multiplicagoes e o termo ésen 6 requer trés
multiplicagoes. Finalmente, para as equagoes dadas em (3.26) serdo necessarias nove
adicoes, sendo um custo total de 13A + 15M + 2F.

Matriz para Eixo-Angulo

Para converter uma parametrizacao via angulos de Euler em um sistema eixo-
tr (Réﬂ) -1
2
uma multiplicagao e uma func¢ao trigonométrica. Para obter o eixo de rotacao é através

angulo, primeiramente a obtencao de # em 6 = arccos ( > , requer trés adigoes,

das equagoes dadas em (3.30), s@o necessarias trés adigoes. A normalizagao do vetor requer
seis multiplicagoes, duas adig¢oes e uma divisao e uma funcao trigonométrica. Portanto, o
custo total é de 8A +7M + 1D + 2F.

Quatérnios para Eixo—Angulo

Para extrair o angulo 6 fazendo 6 = 2arccos(qg) precisamos de uma fungao

trigonométrica e uma multiplicacao. Para determinar as coordenadas do eixo é, fazendo

1
e = —2(q1, ¢2,q3) precisamos executar quatro multiplicagbes, uma adigdo, uma di-

1 — g5
visao e o calculo de uma raiz quadrada, tendo um custo total de 1A+5M + 1D + F + R.

Eixo-Angulo para Quatérnios

Para determinar o valor de ¢p, usamos o angulo de rotacao dado por 6 =

2 arccos(qp) que exigird uma multiplicagdo e uma fungao trigonométrica. Para determinar
os valores de ¢, ¢2 e ¢3, dados por € sen 2 serao necessarias, trés multiplicagoes, uma
divisao e uma fungao trigonométrica. Logo, o custo sera dado por 4M + 1D + 2F.

Quatérnio para Matriz

Para determinar o nimero de operacoes realizadas é necessario observar a

passagem da equacao (3.31) para a matriz dada em (3.32)e considerar o fato de que
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a obtencao dos elementos da matriz, acima e abaixo da diagonal principal, utiliza os
mesmos elementos porém com operacoes inversas, constatando-se, doze multiplicacoes e

doze adigoes, sendo o custo total dado por 124 + 12M.

Matriz para Quatérnio

Considerando a conversao de matriz para quatérnio, serd necessaria uma ava-
liagao do valor associado ao traco da matriz R de rotacao. Lembrando que calcular o
trago dado na equagao (3.27) por tr(R) = 1+ 2cos#f, requer uma adigdo e uma mul-

tiplicagao. Suponha tr(R) > 0, neste caso, estamos utilizando uma comparagao. Para

tr(R)+1 - T
calcular ¢p usamos ¢y = ———————, o qual requer uma adi¢ao, uma multiplicagao uma
raiz quadrada. Para calcular os demais termos do quatérnio dados nas equagoes (4.2) sdo

necessarias, uma divisao, trés adi¢oes e quatro multiplicagoes, totalizando um custo total
de 5A+6M + 1D+ 1R+ 1C.

Agora se tr(R) < 0, o que requer uma comparagao, devemos considerar termo
a termo da diagonal principal. Considere o elemento r1; o maior elemento da diagonal
principal, segundo [13], devemos comparar os elementos 79 € 733, ou seja, além das
operagoes citadas anteriormente quando ¢r(R) > 0, teremos também duas comparagoes

a mais.

Organizando todas operacoes de acordo com a parametrizacao e as conversoes
entre parametrizacoes abordadas, podemos organizar os dados de acordo com a tabela

abaixo, segundo [21] e [13].

Conversao AIM|D|F|C|R
Eixo-angulo para matriz 13| 15 2

Matriz para eixo-angulo 8 | 7|11 1
Eixo-angulo para quatérnio 4 |12
Quatérnio para eixo-angulo 115 1|1
Quatérnio para matriz 12 | 12

Matriz para quatérnio (tr(R) > 0) 1)1 1
Matriz para quatérnio (tr(R)<0) | 5 | 6 | 1 | 1|3 |1

Tabela 4.3: Conversoes entre parametrizagoes.
Fonte: [21]

E importante frisar que nas situagoes abordadas consideramos em sua maio-

ria rotagoes simples, com excecao da parametrizacao dos angulos de Euler. Assim, ao

94



considerar composicoes, interpolacoes de rotagoes e também as tanslacoes associadas as
rotacoes, os valores apresentados na Tabela 4.3 aumentam consideravelmente. Os leitores

interessados em verificar alguns resultados associados a essas situagoes poderao consultar
[19].

4.5 Especificidades de cada Parametrizacao

As parametrizacoes apresentadas aparentemente sao semelhantes, o que as di-
ferem sao as caracteristicas particulares quando tratamos principalmente de interpolagoes

e composicoes de rotagoes.

A parametrizagao através dos angulos de Euler embora muito conhecida e
empregada em situacoes praticas por ser uma parametrizacao bastante intuitiva, apresenta
alguns problemas do ponto de vista pratico, [3]. Um deles muito conhecido da literatura
das rotagoes é o Gimbal lock, o qual acontece muito na aviagao com o giroscopio dos avides
[17]. De forma pratica, o Gimbal acontece quando é escolhida uma sequéncia de rotagoes
e ha uma situacao de alinhamento de dois eixos, em torno dos quais estao sendo realizadas
as rotagoes. Com isto, pode ser que nem todo o espaco das rotagoes possiveis podera ser
contemplado numa préxima sequéncia de rotagoes. Anteriormente quando consideramos
a sequéncia XY Z, obtivemos dois casos (r13 = 1 e 113 = —1) em que os angulos « e 5 em
cada caso nao estavam univocamente determinados, sendo possivel rotacionar um objeto
de maneiras diferentes e obter uma mesma posicao final. Em [3] e [13] podemos encontrar
varios experimentos em que isso acontece, um caso bem especifico é a rotagao na sequéncia
XY Z dada por Ry 300, Rye0c € R. 900 € a sequéncia XY dada por R, _gpe € Ry 900 ambas
produzem a mesma rotacao. Aparentemente este problema parece ser simples, mas nao,

um incidente muito famoso no campo da aviagdo aconteceu com a nave apollo 11, [13].

A segunda dificuldade importante apresentada pela representacao através de
angulos de Euler surge quando desejamos interpolar entre duas orientagoes, isto é, produzir
uma sequéncia de orientagoes intermedidrias entre duas orientagoes dadas. Segundo [3], a

interpolagao usando os angulos de Euler provocarda movimentos estranhos e imprevisiveis.

Ja a parametrizagao através do sistema eixo-angulo embora sendo mais
confiavel, também apresenta muitas dificuldades, maior delas é do ponto de vista compu-
tacional. Considerando duas rotagoes seguidas, ou ainda, uma composicao de rotagoes,
o procedimento consiste em calcular a matriz dada na equagao (3.26) para cada uma
das duas rotacoes, e multiplicar as matrizes dos resultados obtidos. Seriam varias multi-

plicagoes, além da utilizacao de varias fungoes trigonométricas.

Considerando as rotagoes com os nimeros quatérnios unitarios, segundo [3], a
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interpolagao entre dois pontos é suave e permite descrever os movimentos com precisao.
Um exemplo claro é a programagao de games com a utilizacao do Unity, disponivel em
[24].

Com relacao a composi¢ao de movimentos com quatérnios considerando dois
movimentos o primeiro em torno do quatérnio s dado por L(u) = sus, sendo u € R? e
o segundo em torno de ¢ dado por R(v) = qug sendo v € R?, por exemplo, podemos
escrever o operador de rotacao da composicao (R o L)(u) como sendo w = R(L(u)) =

q(sus)g = qsusq. Observe que basta simplesmente multiplicar os quatérnios.

96



Conclusao

Através do desenvolvimento deste trabalho constatou-se que devido ao nosso
conhecimento acerca das operagoes entre vetores, nossa compreensao a respeito da algebra
no conjunto dos numeros quatérnios, mesmo esta teoria sendo anterior a geometria

analitica, possibilitou o entendimento da teoria desenvolvida.

Também observamos ao longo do capitulo 3, que os contetidos apresentados
podem ser encontrados em varios livros do ensino médio aproximando os alunos do ensino
basico dos conteiudos considerados de aplicacao pratica quando se trata do contetudo de
rotacoes no plano. Sabemos no entanto, que o estudo envolvendo as rotagoes no espaco
representa uma certa complexidade para o ensino basico mas um sonho possivel, uma vez
que os contelidos envolvendo a resolugao de sistemas lineares com ordem igual ou superior

a 3 estao presentes na proposta curricular do ensino médio.

Com relacao aos tipos de parametrizacao que foram apresentados, tanto um
como outro apresenta suas particulariedades. Observamos que o sistema eixo-angulo con-
site em um método eficaz, porém quando comparado aos demais, pode-se tornar um
método caro quando se trata de implementacao computacional em funcao da quantidade
de funcoes trigonométricas que utiliza. Ja a parametrizacao via angulos de Euler embora
sendo bastante intuitiva apresenta as suas limitacoes de acordo com os angulos tomados
para uma rotagao podendo ocasionar o problema de Gimbal lock. Quanto as rotacoes
com os numeros quatérnios, mesmo nao sendo nada intuitivas, pode-se notar que o grau
de dificuldade na realizacao dos célculos manualmente em comparagao com as demais pa-
rametrizagoes é significativamente menor e além disso, as rotagoes com quatérnios tem-se
mostrado eficazes na obtencao de resultados principalmente na interpolagao de movimen-
tos, [19].

Finalmente, apds as varias comparagoes realizadas verificamos do ponto de
vista computacional, mesmo em situacoes limitadas como as que apresentados aqui, uma
rotagao em torno de um eixo qualquer, ou ainda uma composicao de trés rotagoes no
trés eixos coordenados, o nimero de operagoes realizadas na parametrizacao de angulos
de Euler e eixo-angulo superam a quantidade de operagoes realizadas quando se trata

de uma rotacao envolvendo os nimeros quatérnios, mostrando assim que a rotagao via
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quatérnios apresenta grandes vantagens se comparadas as demais, do ponto de vista do

custo computacional.

’

E uma pena saber que o conhecimento de Hamilton desenvolvido para os
quatérnios foi resumido na algebra vetorial que conhecemos hoje. Com certeza os avangos
cientificos no campo da fisica e matematica sobre a descricao de rotacoes no espaco es-
tariam mais avangados se nao fosse esse pequeno detalhe. Além disso, os estudos sobre
as parametrizacoes de rotagoes no espaco poderiam ser aprimoradas se os quatérnios nao
fossem apresentados apenas nos cursos de mecanica, mas também pudessem ser abordados

em disciplinas de dlgebra linear e/ou nos cursos de graduagao matematica.

Esperamos que este trabalho contribua de alguma maneira para que mais estu-
dos possam ser desenvolvidos sobre o comportamento de corpos no espago, uma vez que,
o numero de publicagoes sobre o assunto ainda ¢ limitado podendo ser vastamente explo-
rado a fim de que possamos aumentar as aplicacoes envolvendo os ntimeros quatérnios de

forma a contribuir para que dificuldades como o Gimbal Lock possam ser superadas.
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