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Resumo

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) assegura que ¢é direito do estudante com-
preender as tecnologias digitais de informacao e comunicacao para utiliza-las em suas
praticas sociais. Visando contemplar tais direitos e reconhecendo a importancia de tra-
balhar com metodologias ativas para estimular o interesse e a autonomia do estudante,
foi elaborada e aplicada uma proposta metodolégica. Tal proposta objetivou o ensino de
tépicos de Geometria Analitica com o auxilio do Excel para alunos da 3? série do Ensino
Médio do Colégio Interativa da rede privada de ensino da cidade de Foz do Iguagu. Para
isso, através de pesquisas bibliograficas, foi elaborado um referencial teérico para conhe-
cer as acoes governamentais brasileiras de incentivo ao uso de tecnologias na educacao
e para identificar condigoes favoraveis ou contrarias de tal uso na visao de professores.
Esses afirmam que o uso de tecnologias pode incentivar o raciocinio e a criatividade dos
estudantes, mas também revelar a precariedade de infraestrutura ou a falta de formagao
profissional. Também, citam-se os primeiros indicios de criacao/descoberta da Geometria
Analitica e as orientagoes de documentos oficiais, como a BNCC e as Diretrizes Curricula-
res da Educagao Bésica de Matematica do Parana (DCE), sobre o ensino dessa geometria
na Educacao Basica. Estes documentos enfatizam a importancia de se trabalhar com
conceitos como distancia entre pontos, equagoes de reta e circunferéncia e representagoes
no sistema cartesiano, o que permitird ao estudante relacionar a Matematica com outras
areas do conhecimento e reconhecer suas aplicabilidades. Para auxiliar na compreensao
das atividades da proposta metodoldgica, alguns tépicos de Geometria Analitica foram
apresentados por meio de defini¢oes, proposicoes e teoremas. A aplicagao da proposta
objetivou analisar os beneficios da insercao de tecnologias (planilha eletronica) no desen-
volvimento de conteidos de Geometria Analitica no Ensino Médio, além de contribuir
para o desenvolvimento social dos educandos e incentivar a sua participagao no processo
de construgao do conhecimento. Para avaliar tais beneficios, foi feito um comparativo en-
tre avaliacao diagnostica e avaliagao pds aplicacao da metodologia proposta. Além disso,
foi aplicado um questionario para analisar se, na visao dos alunos, a metodologia utilizada
auxiliou no aprendizado. Os resultados obtidos com as avaliacoes nao foram satisfatorios,
0 que nos levou a considerar possiveis dificuldades em interpretar questoes e em traba-

lhar com matematica basica, dado o que os alunos afirmaram através do questionario.
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Neste, os estudantes disseram que aumentaram seus conhecimentos acerca do Excel e que
entenderam os conceitos trabalhados. Assim, as tecnologias podem tornar as aulas mais
significativas, porém, diante de empecilhos como falta de infraestrutura e de capacitacao,
hé de se pensar em politicas publicas que fornecam o necessario para garantir, sob todas

as suas formas, um ensino de qualidade.

Palavras-chave: Metodologias ativas, TIC, Excel.



Abstract

The National Curriculum Common Base (BNCC) ensures that is the student’s
right to understand the digital information and communication technologies to use them
in their social practices. Aiming to contemplate such rights and recognizing the impor-
tance to work with active methodologies to stimulate the interest and autonomy from
the student, we elaborate and develop a methodological proposal. This proposal aimed
the teach topics of Analytical Geometry with the support of Excel for students of the
third grade of high school at “Colégio Interativa” from the private school system of Foz
do Iguacu city. For this, through bibliographical research, we elaborate a theoretical re-
ference to meet the Brazilian government actions of incentive to use of technologies in
education and to identify favorable or contrary conditions of such use in the teacher’s
view. These claim that the use of technologies can encourage student’s reasoning and cre-
ativity, but also to reveal the precariousness of infrastructure or the lack of professional
profissional. We also cite the first signs of the creation/discovery of Analytical Geometry
and the guidelines of official documents, such as the BNCC and the Curriculum Guideli-
nes for Basic Mathematics Education in Parand (DCE), on the teaching of this geometry
in Basic Education. These documents emphasize the importance of working with con-
cepts such as distance between points, straight and circle equations and representations
in the Cartesian system, which will allow the student to relate Mathematics with other
areas of knowledge and recognize its applicability. To help understand the activities ap-
plied in the methodological proposal, we developed some topics of Analytical Geometry
through definitions, propositions and theorems. The application of the proposal aimed to
analyze the benefits of inserting technologies (electronic spreadsheet) in the development
of contents of Analytical Geometry in High School, in addition to contributing to the
social development of students and encouraging their participation in the process of kno-
wledge construction. To assess these benefits, a comparison was made between diagnostic
evaluation and evaluation after application of the proposed methodology. In addition,
a questionnaire was applied to analyze if, in the student’s view, the methodology used
helped in learning. The results obtained with the assessments were not satisfactory, which
led us to consider possible difficulties in interpreting questions and in working with basic

mathematics, given what the students said through the questionnaire. In this one, the
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students said that they increased their knowledge about Excel and that they understood
the concepts worked. We realize that technologies can make classes more meaningful,
however, against of obstacles such as lack of infrastructure and training, there is a need
to think about public policies that provide what is necessary to ensure, in all its forms,

quality education.

Key-words Active methodologies, ICT, Excel.
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Introducao

Duas geracoes de nativos digitais, a geracao Z e a geracao Alpha, estao cur-
sando a educacao basica atualmente. A geracao Z, composta pelos nascidos entre 2000
e 2009, é caracterizada pela impaciéncia e imediatismo, pelo dominio das redes sociais

e, entre outras coisas, pelo acesso a informacao de forma instantanea através da internet

(INDALECIO; RIBEIRO, 2017).

A geragao Alpha, constituida pelos nascidos apés 2010, ainda estd sendo es-
tudada. Acredita-se que essa geracao tera cada vez mais dominio da tecnologia, e serd
mais inteligente devido ao acesso a educacao e a informacao (INDALECIO; RIBEIRO,
2017). Porém, segundo Flynn (2009, apud INDALECIO; RIBEIRO, 2017), as habilidades

de raciocinio matematico e linguagem tém diminuido.

[...] no entanto, estes individuos serdo capazes de focar vérias atividades
ao mesmo tempo; capacidade de realizar observagoes dinamicas; for-
mular hipdteses; definir estratégias; responder rapidamente a estimulos;
e ler e interpretar imagens tridimensionais. Neste contexto, portanto,
cabe a indagagao: a escola estd preparada para este ‘novo aluno’? (IN-
DALECIO; RIBEIRO, 2017, p. 146).

Pensando nessas geracoes, um desafio presente é encontrar ferramentas para
tornar as aulas mais interativas e utilizar de metodologias ativas, que sao menos exposi-
tivas e estimulam a autonomia do estudante, para que o aluno participe de forma efetiva
do processo de ensino-aprendizagem (EDUCACAO, 2020).

Portanto, visando que o estudante participe do processo de construcao do
conhecimento e amplie suas habilidades, apresenta-se uma proposta de atividade utili-
zando a planilha eletronica como ferramenta para trabalhar alguns contetidos de geometria

analitica no Ensino Médio.

Espera-se proporcionar uma maior familiarizacao dessa ferramenta que esta
presente na maioria dos computadores e é utilizada no mercado de trabalho. Também,
pretende-se que os alunos “[...] possam ser estimulados a desenvolver o pensamento com-

putacional, por meio da interpretagao e da elaboragao de algoritmos [...]” (BRASIL, 2017a,
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p. 528).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta que sejam trabalhadas
diferentes representacoes de objetos no plano, entre elas a planilha eletronica, desde os
primeiros anos do Ensino Fundamental para que o aluno desenvolva a nogao de coordena-
das cartesianas de forma gradual (BRASIL, 2017a), o que poderd resultar em um melhor

entendimento de tépicos da geometria analitica.

Assim, este trabalho teve como objetivo geral analisar os beneficios da in-
serc¢ao de tecnologias (planilha eletronica) no desenvolvimento de conteiddos de Geometria

Analitica no Ensino Médio. Como objetivos especificos, este trabalho objetivou:

e Desenvolver tépicos de Geometria Analitica utilizando metodologias ativas;
e Incentivar a participagao dos estudantes no processo de construgao do conhecimento;

e Contribuir para o desenvolvimento social dos educandos.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, por meio de uma
pesquisa bibliogréfica, citam-se algumas ac¢oes desenvolvidas pelo governo para incentivar
o uso de tecnologias na educacao, e a visao de professores sobre as condicoes favoraveis

ou contrarias de tal uso.

Também, reconhecendo a importancia de conhecer e de utilizar a histéria da
Matemadtica, no capitulo um, descreveu-se os primeiros indicios de criagao/descoberta da
geometria analitica. Ainda, apresentam-se a visao da BNCC e das Diretrizes Curriculares
da Educacao Bésica de Matematica do Parand (DCE) sobre o ensino dessa geometria na

Educacao Basica.

No segundo capitulo, apresentam-se alguns tépicos de Geometria Analitica,
como: distancia entre pontos, equagoes da reta e da circunferéncia, posicao entre ponto e
circunferéncia, area de triangulo a partir de seus vértices e colinearidade de trés pontos.
Enunciam-se defini¢oes, proposicoes, teoremas e exemplos para auxiliar na compreensao

das atividades que serao apresentadas na sequeéncia.

No terceiro capitulo, apresenta-se uma proposta de atividades que foi aplicada
no Ensino Médio. Essa atividade foi aplicada no Colégio Interativa da rede privada da
cidade de Foz do Iguacu. A escolha do colégio se deve ao fato de estarmos familiarizados

com realidade do mesmo, pois é o local de trabalho da autora.

No quarto e ultimo capitulo, faz-se um relato de experiéncia para descre-
ver como foi a aplicacao das atividades propostas. Nesse capitulo, os resultados dessa
aplicacao sao analisados por meio de comparativo entre avaliagoes diagndsticas que fo-

ram realizadas antes e apds realizacao das atividades, e por meio de um questionario em
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que os alunos puderam avaliar a metodologia proposta. Apds este capitulo, seguem as

consideracoes finais.
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Capitulo 1
Referencial teorico

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) apresenta dez competéncias ge-
rais que identificam os direitos de aprendizagem que devem ser assegurados ao longo dos

anos que constituem a Educacao Béasica. Entre elas, destaca-se a quinta competéncia:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e co-
municacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (BRASIL,
2017a, p.9).

De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacao Basica
(DCN), as tecnologias da informagao e comunicagao estao em constante desenvolvimento,
“a comecar pelo giz e os livros, todos podendo apoiar e enriquecer as aprendi-
zagens” (BRASIL, 2013, p. 25, grifo do autor). Este trabalho, restringe-se as tecnologias

digitais de informacao e comunicacao (TIC), isto é, a tecnologia informatica (TT).

1.1 Tecnologias e educacao - Algumas acoes no Brasil

No Brasil, a informatica educativa, voltada para o ensino superior, esta pre-
sente desde a década de 1960 (NIC.BR, 2016). A partir de 1980, o uso das TIC na educagao
bésica comecou a ser discutido e incentivado. Um fato que marcou o inicio desse periodo
foi a realizacdo do I Seminério Nacional de Informatica Educativa, em 1981 (BORBA;
PENTEADO, 2016). Ao longo da década de 80, tecnologias como calculadoras, com-
putadores e softwares comecaram a ser estudadas, destacando-se o software LOGO que

relaciona linguagem de programacao e pensamento matematico (BORBA; SILVA; GA-
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DANIDIS, 2015). Projetos governamentais, como Educom' ; Formar? e Proninfe® | foram
desenvolvidos para incentivar pesquisas sobre a utilizacao das tecnologias na Educacao e
para capacitar professores para trabalhar com essas tecnologias (BORBA; PENTEADO,
2016).

Na década seguinte, o uso de computadores pessoais passa a se popularizar, e
“Professores passaram a encontrar, em cursos de formagao continuada, suporte e alterna-
tivas para que TT fossem utilizadas em suas aulas” (BORBA; SILVA; GADANIDIS, 2015,
p. 15), sendo desafiados a sairem de sua zona de conforto e assumirem os desafios que

essas tecnologias podem gerar.

Nessa fase, Borba, Silva e Gadanidis (2015) destacam o uso de softwares de
representacao grafica e de geometria dinamica com carater visual e experimental, que nao

exigem um saber aprofundado sobre linguagem da programacgao.

Um programa criado nesta década foi o Programa Nacional de Informatica na
Educacao® (Prolnfo) que, juntamente com estados e municipios, buscava “[...]promover
o uso da tecnologia como ferramenta de aprimoramento do ensino, centrando-se na ins-
talagdo de laboratérios de informatica na escola” (NIC.br, 2016, p. 27). Para participar
do programa, o estado deveria possuir um Programa Estadual de Informatica na Educagao
que garantisse a infraestrutura necesséria e a formagao de professores (BORBA; PENTE-
ADQO, 2016). Em 2007 o Prolnfo foi reestruturado e passou a promover o uso pedagdgico
das TIC na educagao basica (BRASIL, 2020).

Por volta de 1999, a internet comeca a ser utilizada como veiculo de co-
municagao e informacao, facilitando, por exemplo, a realizacao de cursos a distancia
(BORBA; SILVA; GADANIDIS, 2015). A partir de 2004, com o aprimoramento da inter-
net e das tecnologias digitais, alguns aspectos como diversidade no modo de comunicacao,
ambientes virtuais de aprendizagem, tecnologias moéveis ou portateis e redes sociais, “tra-
zem inquietagoes, questionamentos e perguntas a serem ainda formuladas [...]” (BORBA;
SILVA; GADANIDIS, 2015, p. 26), criando um “[...] cenério exploratério, fértil ao desen-
volvimento de investigagoes e a realizagao de pesquisas” (BORBA; SILVA; GADANIDIS,
2015, p. 26).

Em 2007, o governo federal iniciou o projeto Um Computador por Aluno

(UCA) que passou a ser coordenado pelo Prolnfo e beneficiou alunos de escola ptiblica do

LCOMputadores na EDUcagao, implementado em 1983 pelo Ministério da Educacio e Cultura (MEC)
e pela Secretaria Especial de Informdatica (BORBA; PENTEADO, 2016).

2Curso destinado & formacdo de professores. Foi realizado em duas etapas: Formar I, em 1987, e
Formar II, em 1989 (VALENTE, 2006).

3Programa Nacional de Informética Educativa, criado em 1989 pelo MEC, apoiava, entre outras coisas,
a criagao de Centros de Informética na Educagao e a capacitacao de professores (BRASIL, 1994).

4Criado em 1997 pela Secretaria de Educagao a Distancia (SEED/MEC) (BORBA; PENTEADO,
2016).
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Ensino Fundamental e Médio (NIC.BR, 2016).

Vale ressaltar que essas agoes nao atendem todas as escolas e nao garantem
que as tecnologias serao bem utilizadas. Também, h& uma preocupacao que mudancas

politicas afetem, por exemplo, as verbas destinadas ao incentivo do uso das TIC na

educagao (BORBA; PENTEADO, 2016).

E preciso enfatizar que, num pafs com as dimensdes do Brasil, nio é
possivel pensarmos num programa nacional de informética que seja ade-
quado a todas as escolas. O sucesso das agoes de larga escala depende,
em muito, de sua articulagdo com as agoes isoladas. Sera através des-
sas articulagoes que poderemos ter uma area de informatica educativa
em consonancia com as particularidades de cada regiao brasileira [...].
(BORBA; PENTEADO, 2016, p. 21).

Um dos mais recentes programas do Governo federal voltado para o uso de
tecnologias na Educacao Basica, é o Programa de Inovacao Educacao Conectada, ins-
tituido em 2017, “[...]com o objetivo de apoiar a universalizagao do acesso a internet em

alta velocidade e fomentar o uso pedagogico de tecnologias digitais na educacao basica”
(BRASIL, 2017b).

1.1.1 Prés e contras do uso das TIC na Educacgao

O uso das TIC na educacao gera uma série de questionamentos. Borba e
Penteado (2016) apresentam argumentos usados para defender ou condenar tal uso. Para
alguns profissionais da educacao, utilizar calculadoras e computadores em sala de aula
para fazer contas ou esbogar graficos pode gerar uma dependéncia no aluno, fazendo com
que este nao aprenda os conceitos que estao sendo trabalhados. Os autores rebatem esse
posicionamento questionando se o lapis e papel também nao deveriam ser considerados

inadequados para o aprendizado, uma vez que, também causam dependéncia.

Para nos, entretanto, sempre ha uma dada midia envolvida na producgao
de conhecimento. Dessa forma, essa dependéncia sempre existira e estara
bastante relacionada ao contexto educacional em que nos encontremos.
(BORBA; PENTEADO, 2016, p. 11).

Outro argumento utilizado é que o investimento em tecnologias agrava os pro-
blemas economicos relacionados a educagao, pois sugerem que o dinheiro utilizado para
comprar dispositivos tecnologicos poderia ser revertido para a melhora do ambiente es-
colar e aumento do salario dos professores. Uma contrariedade dessa argumentacgao é
que existem leis que nao permitem a transferéncia de recursos para segmentos diferen-

tes dos quais eles foram destinados. Outro problema com essa alegacao é que o uso dos
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computadores e o acesso a internet nao sao tidos como essenciais e direito dos alunos
(BORBA; PENTEADO, 2016), o que, atualmente, contraria as competéncias garantidas
pela BNCC.

Alguns apoiadores do uso das tecnologias na educagao argumentam que a
utilizagao de novas midias pode incentivar o aperfeicoamento profissional de professores,
trazendo novas perspectivas e possibilidades para a educacao. Também, argumentam que
o uso do computador pode solucionar o problema da desmotivacao dos alunos devido
ao seu dinamismo, a sua riqueza visual e a sua importancia no meio social. Porém,
a motivacao gerada pode ser passageira e com o tempo as novas midias passam a ser
domesticadas e se tornam enfadonhas (BORBA; PENTEADO, 2016).

Argumenta-se também que o uso das TIC na educacao prepara o aluno para o
mercado de trabalho, que tem se transformado e exigindo cada vez mais o conhecimento de
tecnologias informaticas. Porém, Borba e Penteado (2016) alertam que nao deve-se pensar
na educagao apenas como preparagao para o mundo do trabalho, pois assim a educac¢ao
passaria “[...] a ter seu curriculo e sua prépria organizagao totalmente subordinados as
grandes empresas que ditam o que é adequado para este setor” (BORBA; PENTEADO,
2016, p. 13). Acredita-se que

O acesso a informaética deve ser visto como um direito e, portanto, nas
escolas publicas e particulares o estudante deve poder usufruir de uma
educacao que no momento atual inclua, no minimo, uma “alfabetizacao
tecnolégica”. Tal alfabetizagdo deve ser vista nao como um Curso de
Informaética, mas sim, como um aprender a ler essa nova midia. Assim,
o computador deve estar inserido em atividades essenciais, tais como
aprender a ler, escrever, compreender textos, entender graficos, contar,
desenvolver nogoes espaciais etc. (BORBA; PENTEADO, 2016, p. 14).

Kramer (2005 apud Sanches, 2018) afirma que, as tecnologias digitais usadas

no ensino

colaboram para que se excedam as barreiras das “velhas tecnologias”
(exemplificadas pelo quadro-de-giz e por materiais impressos); solucio-
nam empecilhos pedagdgicos com os quais o professor se depara; bem
como enfrentam questoes sociais mais extensas. (p. 50).

Algumas divergéncias quanto a opiniao de professores sobre o uso das TIC
sao citadas por Sanches (2018). Para alguns, a tecnologia pode ser uma ferramenta
utilizada para melhorar a prética docente. Para outros, “...] adotando a tecnologia como
instrumento de aprendizagem, revela-se um processo ativo, permitindo ao aluno atingir
participagao efetiva e relevante na vida social” (SANCHES, 2018, p. 54). Enquanto, ha

professores mais conservadores que defendem o uso do computador voltado para exercicios
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escolares, sem alterar o ambiente escolar.

Em uma pesquisa realizada por Penha (2019) com quatro professores do 1°
segmento do Ensino Fundamental do municipio de Nova Iguagu (RJ), foi possivel constatar
que a indisciplina dos alunos, as salas superlotadas, a falta de conhecimento sobre o
assunto por parte dos professores e a falta de tempo para preparar aulas diferenciadas,

sao fatores que desmotivam e desencorajam os docentes a fazer uso de tecnologias.

Vale destacar que pode-se encontrar outras dificuldades e desafios ao trabalhar
com as TIC na Educacao Basica. Alguns desses sao abordados no trabalho do NIC.br
(2016), que detalha uma pesquisa realizada, entre os anos de 2010 e 2013, sobre o uso das

TIC no ambiente escolar de 12 escolas publicas das regides Sul, Sudeste e Nordeste.

Da mesma forma, a pesquisa realizada por Oliveira (2014), investiga como as
TIC foram utilizadas em 19 escolas de Ensino Fundamental da rede publica de Bauru
(SP), aplicando questiondrios a 54 professores de Matemadtica e entrevistando seis coorde-
nadores pedagdgicos. Os fatos mais comentados foram a falta de preparo dos professores,
a precariedade em suas condicoes de trabalho, a ma estrutura fisica dos laboratérios de

informatica, a falta de manutencao dos dispositivos e o acesso limitado a internet.

Além desses limites, Borba e Penteado (2016) também destacam que, em algu-
mas escolas, a sala de informatica é subutilizada ou inacessivel devido as regras rigorosas

de uso impostas pela direcao do colégio.

Ao analisar a pesquisa realizada por Damascena (2017), com 32 professores
de Matematica do Ensino Médio da rede publica de Parnaiba (PI), constata-se que eles
enfrentam todas as dificuldades citadas anteriormente, ou seja, nao se trata apenas de um

problema regional, mas sim de nivel nacional.

Algumas défices ficaram mais evidentes com a implementacao de aulas remotas,
nao presenciais, durante a pandemia da Covid-19. Em um estudo realizado com 254
professores de diferentes niveis e redes de ensino de Pernambuco, Leite, Lima e Carvalho
(2020) constataram que a falta de formagao, de estrutura e de tempo para preparar aulas

e atividades adaptadas ao ensino remoto, foram problemas enfrentados pelos professores.

Outro ponto destacado pelas autoras, foi a questao da desigualdade social,
principalmente entre escolas publicas e particulares, uma vez que alguns alunos também
foram prejudicados pela falta de equipamentos, de conexao com a internet e devido a

organizacao familiar.

Apesar desses contratempos e de alguns professores resistirem ao uso de tecno-
logias em suas aulas, quando questionados sobre como as TIC podem aprimorar o processo

de ensino, os professores que participaram da pesquisa de Damascena (2017) responderam
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que

e Facilita a compreensao de graficos e figuras geométricas;
e Facilitam a compreensao dos conteudos;

e Melhor visualizagao da pratica do uso dos conteidos matematicos
no dia a dia;

e Desperta o interesse dos alunos, tornando as aulas mais partici-
pativas;

e Proporciona maior entendimento do contetido explicado;

e Incentivam o raciocinio e a criatividade dos alunos;

e Aulas mais dinamicas;

e Proporciona uma melhor visualizacao das figuras geométricas;

e Hstabelece uma ligagdo entre o dominio, a pratica e a teoria, re-
fletindo de forma significativa no desenvolvimento matematico;

e Traz uma visao mais abrangente dos conteidos. (DAMASCENA,
2017, p. 48)

1.2 Geometria analitica — Primeiros relatos

historicos

De acordo com Eves (2011), a geometria analitica é um método da geometria
em que sua esséncia “[...] reside na transferéncia de uma investigacdo geométrica para

uma investigacao algébrica correspondente” (EVES, 2011, p. 383).

Se analisar estudos sobre os bergos da civilizacao, observa-se que os babilonicos
e os egipcios se preocupavam com problemas praticos de mensuragao envolvendo calculo
de area e volume. Mas um fato curioso é que os problemas mais complexos escritos
em forma geométrica pelos babilonicos eram problemas algébricos nao triviais, utilizando

equagoes quadréticas, sistemas de equagoes e equagao cubica (EVES, 2011).

Considerando agora o ber¢co da matematica demonstrativa, isto é, os gregos,
observa-se uma constancia em resolver problemas algébricos de forma engenhosa, devido a
falta de notacao algébrica. Como era usual representar um ntiimero por um comprimento,
forma-se uma algebra geométrica, atribuida aos pitagoricos e encontrada nos Elementos
de Euclides ® em forma de proposigoes (EVES, 2011).

SEuclides é¢ um dos gigantes da matematica conhecido pela escrita de os Elementos, constituido de 13
livros sobre geometria, teoria dos nimeros e dlgebra elementar (EVES, 2011).
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Por exemplo, a proposicao 5 do livro II dos Elementos que diz

[...] Dividindo-se uma reta em partes iguais e em partes desiguais, o
retangulo contido pelas partes desiguais, junto com o quadrado sobre a
reta entre os pontos de secg¢ao, e igual ao quadrado sobre a metade da
reta dada. (EVES, 2011, p. 108, grifo do autor).

A reta® citada nessa proposicao pode ser representada pela figura abaixo (Fi-
gura 1), em que os pontos A e B sdo os extremos do segmento de reta, o ponto C é o

ponto médio de AB, e o ponto D divide AB em partes desiguais.

Figura 1: Representacao geométrica das hipdteses da proposicao 5 dos Elementos.

A D c B
- - - .

Fonte: a prépria autora.

Na figura 2, os lados do retangulo ADEF tém a mesma medida que as partes
desiguais (AD e DB), e DCHG e CBIJI sao quadrados, representando assim, a tese da

proposicao.

Figura 2: Representagao geométrica da tese da proposicao 5 dos Elementos.

A ] [ H
G H
[ ]
E F

Fonte: a prépria autora.

Atualmente, transformando o problema geométrico anterior em uma linguagem
algébrica, a tese é que (AD)(DB) + (DC)? = (CB)?, de simples demonstragao. De fato,
sejam AB = 2a e DC = b, entdo (AD)(DB)+(DC)? = (AB—DB)(DC+CB)+(DC)? =
(2a-b—a)(b+a) +b* = (a —b)(a+b) + b* = a® + ab-ab-b? + b*> = a*> = (OB)?. Notemos
que podemos reescrever a igualdade acima como (AD)(DB) = (CB)? — (DC)?, obtendo
assim a identidade (a-b)(a + b) = a® — b%,

Um grego que se destacou foi Apolonio (225 a.C.), principalmente por seu

estudo denominado Secgoes conicas, tornando-se conhecido como o Grande Gedmetra.

64[...] naformulacio euclidiana, uma reta determinada por dois pontos A e B correspondia, na verdade,
ao segmento AB, [...]” (PINHO; BATISTA; CARVALHO, 2010, p. 22) e pode ser estendida infinitamente
em qualquer sentido.
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Ele introduziu os nomes elipse, hipérbole e parabola e obtinha as sec¢oes conicas através
de um cone circular duplo. “[...] Apolonio deduziu o cerne de sua geometria das secgoes
conicas de equivalentes geométricos de certas equagoes cartesianas dessas curvas |...|”
(EVES, 2011, p. 382). “Fatos como esse levam alguns a defender a tese de que a geometria

analitica foi uma invencao dos gregos” (EVES, 2011, p. 199).

Por sua vez, hd quem defenda que o francés Nicole Oresme (1323 — 1382)
foi o inventor da geometria analitica. Oresme denominava “qualidade uniformemente
disforme” aquela que varia de forma linear (ROQUE, 2012), o que “[...] seria a primeira
manifestagao explicita da equagao da reta [...]” (EVES, 2011, p. 383). Para Oresme, uma
qualidade possui intensidades diferentes podendo variar com o tempo. Isso “[...] pode ser
representado por um grafico de duas dimensoes no qual a linha horizontal representa a

extensao (o tempo ou o espago) e a linha vertical, a intensidade da qualidade” (ROQUE,
2012, p. 224).

Porém, conforme afirma Roque (2012), Oresme nao relacionava as grandezas
algebricamente, e seus graficos tinham um propdsito filoséfico. “Um século depois de ter
sido escrito, o texto de Oresme mereceu vérias tiragens; dai que pode ter influenciado
matematicos posteriores” (EVES, 2011, p. 383).

Foi necessario desenvolver o simbolismo e métodos algébricos para que a ge-
ometria analitica pudesse ser melhor trabalhada. Por isso, a maioria dos historiadores
nomeiam os franceses René Descartes e Pierre de Fermat como os criadores dessa geo-
metria. “Sem duvida, s6 depois da contribuicao dada por esses dois homens a geometria
analitica é que esta ganhou os contornos iniciais da forma com que estamos familiarizados”

(EVES, 2011, p. 383).

Um dos trabalhos mais importantes do filésofo e matematico René Descartes
(1596-1650) é o Discurso do método, que continha trés apéndices: um sobre déptica, outro
sobre fenomenos meteoroldgicos ou atmosféricos e outro sobre geometria, intitulado A
Geometria (EVES, 2011).

Em A Geometria é que se encontra a contribuicao de Descartes para a geome-
tria analitica. De acordo com Roque (2012), nessa obra, Descartes introduz um sistema de
coordenadas, nem sempre ortogonais, para representar equagoes indeterminadas. Apesar
de a geometria apresentada por Descartes ter poucos elementos da geometria analitica uti-
lizada hoje em dia, sua obra “[...] representou um significativo avanco da dlgebra formal,

tanto em termos de notagao como de interpretagao geométrica” (MOL, 2013, p. 96).

Ao mesmo tempo que Descartes, mas de forma independente, o matemaético
Pierre de Fermat (1601 — 1665) também se dedicava a problemas envolvendo geometria

e dlgebra. “[...] onde Descartes partia de um lugar geométrico e entdo encontrava sua
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equacao, Fermat partia de uma equacao e entao estudava o lugar correspondente” (EVES,
2011, p. 389).

Fermat se dedicou a analise de equacgoes de retas e de conicas, e “estudou curvas
do tipo y = 2", onde n € Z, hoje conhecidas como “parabolas” ou “hipérboles de Fermat”,
nos casos em que n é positivo ou negativo, respectivamente” (MOL, 2013, p. 98). Apesar
de nao fazer parte do nosso estudo, nao pode-se deixar de citar que Fermat contribuiu
significativamente para a teoria dos nimeros e para o célculo diferencial (EVES, 2011;
ROQUE, 2012; MOL, 2013).

1.2.1 Geometria analitica na Educacao Basica

De acordo com a BNCC, a Matematica no Ensino Fundamental é responsavel
pelo letramento matemadtico, ou seja, desenvolver “[...] as competéncias e habilidades de
raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente [...]” (BRASIL, 2017a,
p, 266), de modo a

[...] reconhecer que os conhecimentos matemédticos sao fundamentais
para a compreensao e a atuacao no mundo e perceber o carater de jogo
intelectual da matemaética, como aspecto que favorece o desenvolvimento
do raciocinio légico e critico, estimula a investigacao e pode ser prazeroso
(fruicdo). (BRASIL, 2017a, p. 266).

Os conceitos bésicos da Geometria Analitica fazem parte desse processo. A
partir do 5° ano do Ensino Fundamental, o estudante comeca a ter contato com o plano

cartesiano, para que possa desenvolver habilidades como

Utilizar e compreender diferentes representagoes para a localizagao de
objetos no plano, como mapas, células em planilhas eletronicas e coor-
denadas geograficas, a fim de desenvolver as primeiras nocoes de coor-
denadas cartesianas. (BRASIL, 2017a, p. 297).

A partir dos anos finais do Ensino Fundamental, inicia-se uma

[...] aproximacdo da Algebra com a Geometria [...]. As atividades en-
volvendo a ideia de coordenadas, jé iniciadas no Ensino Fundamental —
Anos Iniciais, podem ser ampliadas para o contexto das representacgoes
no plano cartesiano, como a representacao de sistemas de equagoes do
19 grau, articulando, para isso, conhecimentos decorrentes da ampliacao
dos conjuntos numéricos e de suas representagoes na reta numérica.

(BRASIL, 2017a, p. 272).

Esse aprofundamento deve ocorrer a partir do 62 ano do Ensino Fundamental,
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com a associacao de pares ordenados a pontos do plano cartesiano. E continuar no 7°
ano, quando os alunos deverao representar poligonos no plano cartesiano e transforma-los,
ampliando ou reduzindo, através da multiplicagao das coordenadas dos seus vértices por
um numero real (BRASIL, 2017a).

A utilizagao da geometria analitica no Ensino Fundamental é mais evidente a

partir do 8° ano, quando é esperado que o estudante adquira as seguintes habilidades:

(EFO8MAOT7) Associar uma equagao linear de 1° grau com duas
incognitas a uma reta no plano cartesiano.

(EFO8MAO08) Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu con-
texto préximo, que possam ser representados por sistemas de equagoes
de 1° grau com duas incégnitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o
plano cartesiano como recurso.

]

(EFO8MA12) Identificar a natureza da variacao de duas grandezas, dire-
tamente, inversamente proporcionais ou nao proporcionais, expressando
a relacao existente por meio de sentenca algébrica e representa-la no
plano cartesiano. (BRASIL, 2017a, p. 313).

As nogoes de ponto médio de um segmento e de distancia entre pontos no plano
cartesiano, devem ser trabalhadas no 92 ano, mas sem a utilizagao de férmulas (BRASIL,
2017a).

Assim, no progresso ano a ano, novas ferramentas vao sendo compreendidas e
utilizadas, podendo aumentar a complexidade das situagoes-problema trabalhadas (BRA-
SIL, 2017a).

No Ensino Médio, os conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental devem
ser consolidados e aprofundados. Na area de Matemaética e suas Tecnologias, novos conhe-
cimentos podem ser agregados para auxiliar na resolu¢ao de problemas mais complexos.
Os estudantes “[...] devem construir uma visao mais integrada da Matemética, da Ma-
tematica com outras areas do conhecimento e da aplicacao da Matematica a realidade”

(BRASIL, 2017a, p. 471).

As habilidades a serem alcancadas no Ensino Médio, de acordo com a BNCC,
nao sao organizadas por séries. Desse modo, as instituigoes de ensino tém liberdade para
organizar seus curriculos e propostas pedagogicas. Cada habilidade esta associada a uma

competéncia especifica de Matematica que deve ser desenvolvida ao longo do ensino Médio
(BRASIL, 2017a).

A Geometria Analitica nao aparece explicitamente nas competéncias e habi-
lidades que o estudante deve desenvolver durante o Ensino Médio. O plano cartesiano é

citado apenas quando se trata da habilidade de representar funcoes geometricamente.
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Apesar disso, a BNCC destaca que outras habilidades podem ser adotadas para
contemplar “[...] especificidades e demandas préprias dos sistemas de ensino e das escolas”
(BRASIL, 2017a, p. 542), uma vez que a nova estrutura do Ensino Médio “...] adota a
flexibilidade como principio de organizacao curricular [...]” (BRASIL, 2017a, p. 468),

levando em consideracao que

[...] é importante que os saberes matematicos, do ponto de vista pe-
dagdgico e didético, sejam fundamentados em diferentes bases, de modo
a assegurar a compreensao de fenémenos do proprio contexto cultural
do individuo e das relagoes interculturais. (BRASIL, 2017a, p. 542).

Ao analisar outro documento oficial, observa-se que as Diretrizes Curriculares
da Educacao Bésica de Matemética do Parana (DCE) enfatizam que, no Ensino Funda-
mental, os alunos devem compreender “[...] nogoes de geometria analitica utilizando o
sistema cartesiano [...]” (PARANA, 2008, p. 56).

No Ensino Médio, os alunos devem ser capazes de analisar os “[...] elementos
que estruturam a geometria euclidiana, através da representacao algébrica, ou seja, a
geometria analitica plana” (PARANA, 2008, p. 56). Logo, “[...] é imprescindivel o estudo
das distancias entre pontos, retas e circunferéncias; equacoes da reta, do plano e da
circunferéncia; céalculos de area de figuras geométricas no plano e estudo de posicoes”

(PARANA, 2008, p. 56).
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Capitulo 2
Topicos de Geometria Analitica

O objetivo desse capitulo é fundamentar a parte matemaética das atividades

que serao desenvolvidas na préxima secao. Os resultados aqui apresentados foram funda-
mentados nos livros de Delgado, Frensel e Crissaff (2017), Lima (2013) e Iezzi (2013).

2.1 Reta real

Seja r uma reta na qual fixamos os pontos distintos O e A. Sem perda de
generalidade, tomamos A a direita de O. O ponto O sera chamado origem e divide r em
duas semirretas. Chamamos a semirreta que contém A como semirreta positiva, e a que

nao contém, como semirreta negativa.

Definimos que se um ponto X pertence a semirreta positiva, entao esta a direita

de O. Também, se X pertence a semirreta negativa, entao esta a esquerda de O.

Se X € r, entao existe um numero real x, chamado abscissa de X, que ¢ a
medida do segmento OX, se X estd a direita de O, ou essa medida precedida do sinal

menos, se X estd a esquerda de O. Tal correspondéncia é biunivoca.

Da Geometria Euclidiana Real, a cada par de pontos X e Y corresponde um
nimero real, denominado a distancia entre X e Y, ou comprimento do segmento XY.

Denotaremos tal distancia por d(X,Y).

2.1.1 Distancia entre pontos na reta real

Proposicao 1. Se x e y sao as abscissas dos pontos X e Y, respectivamente, entao

d(X,Y) = |z —yl.
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Demonstragao. Baseada em Delgado, Frensel e Crissaff (2017):

Se X =Y, adistancia entre eles é nula. Dado que d(O, X) =d(0,Y) =z =y,
dX,)Y)=0= |z —z| = |z —y|
Se X = O, sua abcissa é x = 0, entao
d(X,Y) =d(0,Y) = |yl =0 —y| = |z — y|

De forma andloga, se Y = O, d(X,Y) = |z — y|.
Para os casos a seguir, sem perda de generalidade, consideremos x < y.

Se X e Y estao a direita de O, entao d(O, X) =z e d(O,Y) = y. Logo,
d(X,Y) =d(0,Y) =d(0, X) =y -z =y — 2| = [z —y|
Se X e Y estao a esquerda de O, entao d(O, X) = —x e d(O,Y) = —y. Logo,
d(X,Y) = d(0,X) =d(O,Y) = -z = (-y) = —w+y=| -2 +y|l = |r -y

Se X estd a esquerda de O e Y estd a direita de O, entao d(O,X) = —z e
d(0,Y) =y. Logo,

d(X,Y)=d(0,X)+dO,Y)=—ax+y=|—z+y|l =z —y|

Exemplo 1. Sejam —3 e 5 as abscissas dos pontos X eY, respectivamente, entdo
dX,)Y)=|-3-5|=|-8=8.

Isto €, a distancia entre X e Y € igual a 8. A Figura 3 faz uma representa¢ao geométrica

do segmento XY de comprimento 8 unidades de medida.

Figura 3: Representagao do segmento XY na reta.

O 0 1 2 3 4 5

Fonte: a prépria autora.

36



2.2 Plano cartesiano

Sejam X e Y dois conjuntos. Chamamos de produto cartesiano X x Y o
conjunto dos pares ordenados (x,y) tais que x € X e y € Y. Um caso particular de
produto cartesiano é o R? = R x R, onde os elementos (z,y) sao pares ordenados de

numeros reais.

Seja m um plano que possui um par de eixos fixos, OX e OY, que se intersectam
perpendicularmente em O, chamado origem do sistema de coordenadas. O par (z,y) € R?
¢ uma coordenada cartesiana de um ponto P do plano w. Sendo = a coordenada do pé
da perpendicular baixada de P sobre o eixo OX, o nomeamos como abscissa ou primeira
coordenada de P. Sendo y a coordenada do pé da perpendicular baixada de P sobre o
eixo OY, o nomeamos como ordenada ou segunda coordenada de P. Chamaremos de

plano cartesiano o plano 7 descrito.
Figura 4: Representagao do ponto P no plano cartesiano.

YA

Fonte: a prépria autora.

2.2.1 Distancia entre pontos no plano cartesiano

Sejam A = (xa,ya) ¢ B = (zp,yp) dois pontos do plano cartesiano. A
distancia entre A e B, denotada por d(A, B), é a medida da hipotenusa AB do triangulo
retangulo ABC, em que C' = (zp,ya).

Proposigao 2. Sejam A = (v4,ya) ¢ B = (zp,yp), entao a distincia de A a B € dada

por

d(A,B) = \/(za — vp)% + (ya — yB)>.

Demonstra¢ao. Vamos analisar trés casos distintos.
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Caso 1: A e B tém a mesma abscissa.

Figura 5: Caso 1 da Proposigao 2.

YA
L S A
B g B
>
O
X

Fonte: a prépria autora.

— <
Sejam A = (x4,ya) ¢ B = (xp,yp) com x4 = g = x. Notemos que AB//OY,
entdo existem pontos A" = (0,y4) e B" = (0,yp) da reta real OY tais que
d(A,B) =d(A',B)

Pela Proposicao 1,

d(A’ B) = d(AluB/) = ’yA - yB’
=V (Wa—yp)? =0+ (ya—yp)? = /(ra—x5)*+ (ya — yn)*

Caso 2: A e B tém a mesma ordenada.

Figura 6: Caso 2 da Proposicao 2.

YA

hS
ss]

=
%

L T ——
| T ——

<V

Fonte: a prépria autora.

— —
Sejam A = (x4,y4) e B= (zp,yp) com ys = yp = y. Notemos que AB//OX,
entdo existem pontos A" = (24,0) e B" = (x3,0) da reta real OX tais que
d(A,B) =d(A',B)

Pela Proposicao 1,
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d(A,B) =d(A",B") = |z — 23|
= V(xa—ap)? = /(xa—2p)?+0=1/(xa—28)2+ (ya — yp)*.

Caso 3: o segmento AB nao é paralelo aos eixos coordenados OX e OY.

Figura 7: Caso 3 da Proposicao 2.

YA

Fonte: a prépria autora.

SeJam A= (:UA ya) € B = (xp,yp). Consideremos o ponto C' = (xg,ya).
<
Notemos que AC'//OX e BC’//OY Logo, ABC' forma um triangulo retangulo em C.

Pelo teorema de Pitagoras, e pelos casos 1 e 2, temos:

AR’ = AC” + BC” = (d(A,C))? + (d(B,C))?
= (va —2)* + (yp — ya)® = (xa — 2)* + (ya — yp)
< AB = \/(33,4 —.CL'B)2 + (yA _yB)2

Portanto,

d(A,B) = AB = /(x4 — 25)? + (ya — yn)?.

Exemplo 2. Sejam A = (—3,—1) e B = (2,4), entao

d(A, B) = /(x4 —ap)* + (ya —yp)* = /(=3 = 2)? + (=1 — 4)?
= /25425 = /50 = 5v/2.
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Figura 8: Distancia entre os pontos A = (=3,—1) e B = (2,4).

Fonte: a prépria autora.

2.2.2 Circunferéncia

Delgado, Frensel e Crissaff (2017) definem circunferéncia conforme a Definigao
1.

Definigao 1. A circunferéncia C' de centro A € w e raio v > 0 € o conjunto de pontos
do plano w situados a distancia r do ponto A, ou seja:
C={PemdP A =r}

Entao, conhecendo a formula usada para calcular a distancia entre dois pontos
(Proposicao 2) e a definicao de circunferéncia (Defini¢do 1), podemos encontrar uma
equacao que indique os pontos pertencentes a circunferéncia, relacionando a abscissa com
a ordenada de cada um dos seus pontos. Seja C' uma circunferéncia de centro A = (a,b)

e raio r situada no plano cartesiano, entao

P=(z,y) e C<dPA)=r
s /(r—a)+(y—b2=r
& (r—a)*+ (y—b)?*=1r?

A equacao
(e af (g =0 =7

é chamada equacgao reduzida da circunferéncia. Através de algumas manipulacoes

algébricas, podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:
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(@ + (g — b =
12 — 2ax + a® + y* — 2by + b* = r?
2?2+ y? —2ax — 2by +a* + > — 12 =0

Tomando ¢ = —2a, d = —2b e e = a® + b?> — 12, temos

P4y +er+dy+e=0

Essa ultima equacao é chamada de equacao geral da circunferéncia. A partir
dela, completando quadrados, podemos obter a equacao reduzida da circunferéncia. Ou

também, basta observar que

a:—g, b=—— e r=a"+b—e (2.1)

Assim, dados o centro A = (a,b) e o raio r da circunferéncia, podemos facil-

mente escrever sua equacao reduzida.

Exemplo 3. Sejam A = (3,7) o centro de uma circunferéncia e r = 2 a medida do seu
rato. Entdo, a equacao reduzida da circunferéncia €
(x —3)2+ (y—7)* = 22

ou ainda,
(r =3+ (y—7)?=4

Exemplo 4. Se abrirmos os quadrados da diferenca encontrados no FExemplo 3, e dei-
xarmos todos os termos diferentes de zero do mesmo lado da igualdade, encontramos
22 —6r+9+y?— 14y +49—-4=0

ou ainda,
22 +y* — 62 — 14y + 54 = 0.
Esta ultima é a equagao geral da circunferéncia de centro A = (3,7) e raio r = 2.

Exemplo 5. Seja 2% + y? +8x — 2y — 19 = 0 a equacao de uma circunferéncia. Vamos
encontrar as coordenadas do seu centro e a medida do seu raio. Manipulando os termos

da equacao, obtemos

2 4+2-4r4+16—-16+¢y*—2-1ly+1—-1-19=0
(z+4)*+ (y — 1)* = 36.

Logo, as coordenadas do centro sao (—4,1) e o raio mede 6.

Poderfamos, também, ter usado as férmulas descritas em 2.1. Seja (a,b) o

centro e r a medida do raio, entao
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= /(421 12— (—19) =36 & r = 6.

As equagoes reduzida e geral da circunferéncia sao as que aparecem nos li-
vros didaticos do Ensino Médio, e sao elas que usaremos para desenvolver as atividades
propostas no préoximo capitulo. Em especial, implementaremos a equacao reduzida da

circunferéncia no Excel 2016 para calcular alguns pontos da circunferéncia.

Essa implementagao seria simplificada se parametrizassemos a equagao da cir-

cunferéncia.

Considere uma circunferéncia C' de raio r, centrada na origem O do plano
cartesiano. Seja P = (z,%) um ponto de C' e P' = (2,0) o pé da perpendicular baixada
de P sobre o eixo OX. Seja POP o angulo tomado no sentido positivo que mede ¢

radianos (Figura 9). Notemos que P'OP é um triangulo retangulo em P’ entao

Figura 9: Representacao da circunferéncia C de raio r centrada na origem do plano
cartesiano.

=<V

Fonte: a prépria autora.

PP oP’
—— e CcoSt = ——
OP OP

T
r

sent =

& sent = L e cost =
T

&S y=rsentexr =rcost
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Fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, 27), obtemos todos os pontos da

circunferéncia. Logo,

y=rsent

T =rcost
c_{

¢ uma possivel parametrizacao da circunferéncia C.

Se deslocarmos o centro da circunferéncia para o ponto A = (a,b), entdo o
ponto P da circunferéncia é dado por P = (x +a,y +b) = («',y') e P’ = (x + a,0 + b)
é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta que passa por A e é paralela ao eixo

OX (Figura 10) . De forma andloga, temos

Figura 10: Representacao de uma circunferéncia com centro deslocado da origem do plano
cartesiano.

Fonte: a prépria autora.

PP P
sent = ——= e cost = ——
AP
y —b ¥ —a
& sent = e cost =
T r

Sy =b+rsentex’ =a+rcost

em que (2',y’) é um ponto da circunferéncia. De modo genérico, sendo (x,y) um ponto da
circunferéncia de centro A = (a, b) e raio r, uma equagao paramétrica dessa circunferéncia

é:
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r=a-+rcost
C= ,t€R
y=b+rsent

2.2.3 Posicao relativa entre ponto e circunferéncia

Sejam C' uma circunferéncia de centro A = (a,b), raio r e P = (z0,) um

ponto do plano que contém C'. Ha trés possibilidades para P:

12 possibilidade: P ¢é exterior a C.

Figura 11: Ponto exterior a circunferéncia.

P = (%Z/o)

ik /

Fonte: a prépria autora.

Isso ocorre se, e somente se, d(P, A) > r, ou seja

V(zo —a)? + (yo — b)? > r & (x0 — a)’ + (yo — b)* > r?

ou ainda,

(w0 —a)*+ (yo — b)* —r* > 0.
22 possibilidade: P pertence a C.

Neste caso, P satisfaz a defini¢ao de circunferéncia (Defini¢ao 1), logo

d(P,A)=r< \/(xo—a)2+(y0—b)2:T<:>(x0—a)2+(y0—b)2:r2

ou ainda,
(o —a)*+ (yo—b)* —r* = 0.

44



Figura 12: Ponto pertencente a circunferéncia.

Fonte: a prépria autora.
32 possibilidade: P ¢ interior a C.

Figura 13: Ponto interior a circunferéncia.

Y A

=<V

Fonte: a prépria autora.

Isso ocorre se, e somente se, d(P, A) < r, isto é

V(zo—a)2+ (yo —b)2 <r & (x9 — a)®> + (yo — b)* < r?

ou ainda,

(xog —a)®* 4+ (yo — b)* —r? < 0.
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2.2.4 Pontos colineares

Pontos colineares sao pontos que pertencem a uma mesma reta. A seguir, sera
apresentada a condicao de colinearidade de trés pontos, que sera usada posteriormente

para encontrar a equagao de uma reta.

Teorema 1. Trés pontos A = (xa,ya), B = (xp,yp) e C = (xc,yc) sdo colineares se, e
somente se, verificam a iqualdade:

(xp —za)(Yyc —yB) = (¢ — 7B)(YB — Ya)-

Demonstragao. Baseada em lezzi (2013):

Parte 1 — Suponhamos que os pontos A = (x4,y4), B = (xp,yp) e C = (x¢c,yc) sdo

colineares. Entao, consideremos trés casos:
12 caso: dois pontos coincidem.

Sem perda de generalidade, suponhamos A = B. Entao x4 = xp e ya = ysp.
Logo,
(xp —24) (Yo —yB) = (xa —24)(yc —yB) =0 (yo —yp) =0

(e —2p)(ys — ya) = (xc — x)(ya — ya) = (¢ —2p) - 0=0
Logo,
(v —2a)(yc —yB) = (vc — TB)(YB — Ya)-
29 caso: trés pontos distintos e pertencentes a mesma reta paralela a um dos eixos coor-
denados.
Suponhamos que A, B e C pertencam a uma reta paralela ao eixo OX7 .
Entao y4 = yp = yo. Logo,
(zp —xa)(ye —yn) = (xp —2a)(yp —yB) = (rp —24) -0 =0

(wc —2B)(yB — ya) = (vc —2B)(Ya —ya) = (x¢ —2B)-0=0
Logo,
(x5 —za)(yc —yp) = (¢ — B)(Yp — Ya).

32 caso: os trés pontos pertencem a uma reta nao paralela a nenhum dos eixos coordena-

dos.

Sejam A" = (24,0), B' = (25,0) e C" = (x¢,0) os pés das perpendiculares
baixadas de A,B e C sobre o eixo OX, respectivamente. E A” = (0,y4), B” = (0,yp)

70 caso em que A, B e C pertencam a uma reta paralela ao eixo QY fica a cargo do leitor.

46



e C" = (0,yc) os pés das perpendiculares baixadas de A, B e C sobre o eixo OY,

respectivamente (Figura 14).

Figura 14: Exemplo de pontos A, B e C colineares.

Fonte: a prépria autora.

< < —
Pelo teorema de Tales, considerando as retas paralelas AA’, BB’ e CC’, a

razao r que C divide o segmento AB é dada por

_AC AT

_ 20 (2.2)
CB OB

r

< < —
Pelo teorema de Tales, considerando as retas paralelas AA”, BB" e CC", a

razao r que C divide o segmento AB é dada por

m B ATCn

ro A0 _ (2.3)
C’B C//B//

Logo, de 2.2 e de 2.3,

r_xC_$A_yC_yA
Ip — X Y — Yo

& (xc —24)(y —yc) = (B — 2c) (Yo — ya).

Parte 2 — Agora, sejam A = (z4,y4), B = (zp,ys) e C = (x¢,yc), suponhamos que

(zc —za)(ys — yc) = (v8 — v0) (Yo — ya) (2.4)

Analisaremos trés casos:
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19 caso: x5 — x¢c = 0. Assim, 25 = x¢. De 2.4 temos:

(x¢ —2a)(yB —ye) =0
Sro—x4=00uyg —yc =0

Se vc — x4 = 0, entdo xc = x4, portando, rc = x4 = T € 0s pontos A, B e
C' pertencem & mesma reta (paralela a OY), isto é, sdo colineares.

Se yg — yo = 0, entao yg = yc e, como rg = ¢, B = C. Portanto, existe
uma reta contendo B = C e A, isto é, A, B e C sao colineares.

Sexc—z4=0eyp—yc =0,entdo B=C e A, B, C pertencem a mesma

reta (paralela ao eixo OY), isto é, s@o colineares.
29 caso: yo — ya = 0. Entao, yo = y4. De 2.4 temos:

(xc —xa)(yp —yc) =0
Sro—rxa=00uyg—yc =0

Se xc —xy = 0, entdo rc = x4 e, como yo = ya, A = C. Portando, existe
uma reta contendo A = C' e B, isto é, A, B e C sao colineares.

Se yg —yc = 0, entdo yg = yc = ya, portanto, os pontos A, B e C' pertencem

a mesma reta (paralela a OX), isto é, sdo colineares.

Sexc—rx4a=0eyp—yc =0, entao A =C e A, B, C pertencem a mesma

reta (paralela a OX), isto é, s@o colineares.

3% caso: g —xc # 0 e yo — ya # 0. Neste caso, de 2.4 temos:

(zc —wa)(ys — yo) # 0
S rc—za#0eys—yc #0.

Ainda de 2.4,

To—TA Yo — YA
rp — I¢ YB — Yo

(2.5)

Chamaremos os quocientes acima de r e consideremos o ponto D = (zp, yp)
que divide o segmento AB na razao r (neste caso A, B e D sao colineares). Usando o

mesmo raciocinio usado na primeira parte da demonstragao,

Ip —TA YD — YA
Ip — Ip YB — YbD

r =

(2.6)
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De 2.5 e de 2.6, temos:

Ip —Tp T —Zc YB — YD Y — Yo

Da primeira igualdade, segue

Tp —TA  Te—TA eyD—yA_yC—yA

TBTD — LoXD — TALB + TAXC = TBXC — TAXB — XLoXp + TAZD
& IpXp + TAXo = TRTo + T AXD
< ITpTp — TATD = TBTC — TAXC

<:>{L‘D(JIB —Z’A) :Jic(l’B —CL’A)

& Tp = To (2.7)

De forma andloga, desenvolvendo a segunda igualdade, obtemos

Yp = Yo (2.8)

Logo, de 2.7 e de 2.8, concluimos que C' = D.

Portanto, como A, B, D sao colineares e D = C, temos que A, B, C sao

colineares. n

Nota 1. Notemos que

(xe —2a)(yB —ye) = (v5 — 20) (Yo — Ya)
& (va —20)(ys —yo) + (v — 2c)(yc — ya) =0
& w4y —yo) + 2B(Yc — ya) — vc(yYo —ya) — zc(ys — yc) =0
S TAYB — TAYc + TBYc — TpYa — TeYo + Teya — Teyp + xoyc =0

& XAy +ToYa + TBYc — Tayc — TpYa — ey =0

ou ainda,

g ya 1
B YB 1|=0.
o Yo 1

Logo, trés pontos A = (z4,y4), B = (xp,ys) e C = (z¢,yc) sdo colineares se,

e somente se,
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Ta Ya 1
B YB 1|=0.

o yo 1

2.2.5 Retas no plano
De acordo com a Geometria Euclidiana, “Dois pontos distintos determinam
uma dnica (uma, e uma s6) reta que passa por eles” (DOLCE; POMPEO, 1993, p. 3).
O teorema a seguir garante a existéncia da chamada equacao geral da reta.

Teorema 2. A toda reta r do plano cartesiano estd associada ao menos uma equacao da
forma ax+by+c =0, onde a, b, ¢ sao nimeros reais, a # 0 ou b # 0, e (x,y) representa

um ponto genérico de r.

Demonstragao. Baseada em lezzi (2013):

Sejam A = (z4,yp) e B = (rp,yp) pontos da reta r. Consideremos P = (z,y)

pertencente a r. Logo, A, B e P sao colineares. Pela Nota 1, temos

Ta Ya 1
B YB 1|=0.
z y 1

Desenvolvendo o determinante, obtemos

YAaT + XY +xaYB — YBT — T2y — xYa =0

z(ya —yp) +y(xp —xa) + xayp —pya =0

Tomando a = (ya — yg), b = (g — xa) € ¢ = Tayp — TpYa, concluimos que
para todo P € r verifica a equagao
ar + by +c=0.

O

Definicao 2. Seja r uma reta nao perpendicular ao eixo OX, e a a medida do angulo
formado entre v e o eizo OX, medido a partir do eizo OX mno sentido anti-hordrio.
Chama-se coeficiente angular da reta r o numero real m tal que

m = tan «.

Sejam A = (z4,y4) € B = (xp,yp) pontos da reta r e C' = (zp,ya). Notemos

que ABC' é retangulo em C. Vamos analisar dois casos:
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12 caso: r crescente (Figura 15). Neste caso, o = CAB. Logo,

Figura 15: Coeficiente angular - Reta crescente.

YA

A o

Fonte: a prépria autora.

:m: YB — Ya :%
E T — XA AJZ'

29 caso: r decrescente (Figura 16). Agora, a = 7 — C AB radianos. Entéo,

m = tan o

Figura 16: Coeficiente angular - Reta decrescente.

Fonte: a prépria autora.

- - CB — — A
m =tana = tan (1 — CAB) = —tan(CAB) = —— = L YBTUA _IBT A 2V
AC Ta—2g Tp—Ta Az
Portanto,
Ay
m=—.
Ax
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Agora, no Teorema 2, vimos que a equacao geral da reta é dada por
ar + by +c =0,

em que a = (y4 —yp) e b= (xp — x4). Logo,

_Yp—Ya _ YA~ YB a

T —TaA T —TA b’

m

Conhecendo os coeficientes angulares de duas retas, é possivel identificar se as
retas sao paralelas ou concorrentes. Caso sejam concorrentes, estaremos interessados em

identificar se sao perpendiculares.

Teorema 3. Duas retasr e s nao verticais sao paralelas se, e somente se, seus coeficientes

angulares sao iguais.

Demonstragao. Baseada em lezzi (2013):

Sejam 7 e s retas nao verticais que formam angulos a € [0,7) e 5 € [0,7)
com o eixo OX, respectivamente. Também, seja m o coeficiente angular da reta r, e m’

o coeficiente angular da reta s.
Se r e s sao paralelas, entao o = 3 e, portanto, m = m’.

Se m = m’, entao tan a = tan 5. Logo, a = 3 e, portanto, r e s sdo paralelas.
]

Teorema 4. Duas retasr e s nao verticais sao perpendiculares se, e somente se, o produto

de seus coeficientes angulares € igual a -1.

Demonstracao. Baseada em lezzi (2013):

Sejam r e s retas nao verticais, que formam angulos a e 3, respectivamente,
com o eixo OX. Sejam m, = tana e my; = tanf. Denotamos por R = (z,,0) e
S = (xs,0) os pontos em que r e s intersectam o eixo OX, respectivamente. Sem perda

de generalidade, suponhamos z, < xs. Seja P o ponto de interse¢ao de r e s (Figura 17).

Suponhamos que r e s sao perpendiculares. Entao elas se intersectam em P

formando um angulo de 7 radianos.

Notemos que o triangulo RPS possui angulos internos medindo o, 5 e m — 3
radianos. Da geometria Euclidiana plana, sabemos que a soma dos angulos internos de

um triangulo é 7 radianos. Entao

a—l—g—l—ﬂ—ﬁ:w

m
5—@+§
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Figura 17: Representacao de retas perpendiculares.

/

Fonte: a prépria autora.

Agora, aplicando a tangente em ambos os lados da igualdade, obtemos

™
tan 8 = tan (o + =) ©® tan § = cot (—a) < tan f = — & tan - tana = —1
2 tan
mg-m, = —1.
Agora, suponhamos que m, - m, = —1. Entao
1
ms = ——
m,

isto é, m, # m,. Logo, as retas sao concorrentes em P e formam um angulo 6 entre si.

O triangulo RPS possui angulos internos medindo «, 6 e m— (3 radianos. Entao,

at+l0+r—-—pF=m

Agora,
1 T
ms=—— < tanf = — & tan f = —cota < tan f = tan (o + =)
m, tan o 2
™
T sin (a+%) sin a-cos % +sin % -cos « cos cos (—a
Stan (a+ 5) = cos (a—i—%) = cosovcos%—singpsin% ~ Tsina  sin ((—a)) = cot (70[)
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De 2.9 e de 2.10 temos que

o="_
2
Portanto, r e s sao perpendiculares. O

Defini¢ao 3. A distincia entre um ponto P e uma reta r, denotada por d(P,r), é a

distancia de P ao ponto P, em que P’ é o pé da perpendicular a reta r conduzida por P
(Figura 18):

d(P,r) = d(P, P).

Figura 18: Distancia entre ponto e reta.

YA

Fonte: a prépria autora.

A partir dos resultados anteriores, deduziremos uma férmula para calcular a

distancia entre ponto e reta.

Proposicao 3. A distancia entre a origem O e a reta r de equagao geral ax +by+c=0

¢ dada por

Demonstragao. Baseada em lezzi (2013):

Seja r uma reta de equacao geral

ax+by+c=0 (2.11)
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Seja P o pé da perpendicular baixada de O sobre a reta r. Entao, pelo Teorema
4, a equagao geral da reta que passa por P e O é dada por

bxr —ay =0 (2.12)

Queremos descobrir uma expressiao para d(O, P) = /22 + y2.

De 2.11 e 2.12, obtemos

{ (ax + by)? = (—c)?
(bx — ay)? = 02

Somando as duas equacoes,

(ax + by)? + (bx — ay)? = 2
a’x? + 2abzy + b*y? + b?2* — 2abxy + a’y? = A

62

(a® + %) (2" + %)

2 2 _
r°+y 2102

(d(0, P))* =

C

a? 4+ b2
2

a? 4+ b2

d(0, P) =

3

A0, P) = ==

Portanto,

]

d(O,r) = N

O
Proposicao 4. A distancia entre um ponto P = (xp,yp) e a reta v de equagdo geral

ar +by+c=0 € dada por

_axp +byp + ¢

Ao =—aim
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Demonstragao. Baseada em lezzi (2013):

Seja azx + by + ¢ = 0 uma equagao da reta r e P = (xp,yp) um ponto fora da
reta. Fazendo uma translagao no sistema de coordenadas de modo que o ponto P seja a

origem do novo sistema, a equacao da reta r passa a ser

a(x+xp)+bly+yp)+c=0
ar +axp+by +byp+c=0
axp +byp + (ax +by+¢) =0

Tomando ax + by + ¢ = ¢, pela Proposicao 3, temos

/

c
d(P,r) = ——.
(Byr) va? + b?
Portanto,
d(P.r) = |axp+byp—|—c]'

Exemplo 6. Seja P = (—1,3) e 4x — 3y + 1 = 0 uma equagao da reta r. Entao

A+ (3341 [ —12] 12
dbr) = 24+ (=32 V25 5

12
Logo, a distancia entre P er é 5

2.2.6 Area do triangulo

Proposicao 5. Sejam A = (za,ya), B = (zp,ys) e C = (z¢c,yc) o0s vértices de um

triangulo. Entao a drea S do triangulo ABC é dada por

D spc
S = ,
2
ra ya 1
em que Dapc = | zp yg 1
ro Yo 1

Demonstracao. Baseada em lezzi (2013):

Da geometria Euclidiana plana, a drea S de um triangulo é
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_ base - altura
B 2
em que base ¢ a medida de um dos lados do triangulo e altura ¢ a medida da altura do

triangulo relativa a esse lado.

Seja H = (xy,yy) o pé da perpendicular baixada de A sobre a reta r que

contém o lado BC'. Entao,

d(B,C) - d(A, H)

5= 2

Notemos que d(A, H) = d(A,r). Agora,

d(B,C) =+/(zp — xc)> + (yB — yo)?,

e, para calcular d(A,r), precisamos encontrar a equagao da reta r, dada por

z y 1
Dypc=|2zp yg 1|=0
o yo 1

< 2(yp —yo) + y(xe — x) + (xpYyc — yprc) = 0.

Dai que, pela Proposicao 4,

Ta ya 1

rp yp 1

d(A,r) = (yp — yo)ra+ (¢ — xB)ya + TpYc — Ypxo| _ re Yo 1
\/(yB —yo)® + (zc — xp)? \/(933 —r¢)* + (Y — yo)?

|Dagc|
Ar)= =d(A
A r) \/(-TB —2¢)* + (Y — yo)? (4, H)

Portanto,
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d(B,C) - d(A, H)

1
S = 5 = 5\/@3 —xc)? + (yp — yo)?

|Dapc|
\/(xB —zc)?+ (yp — yo)?

|Dapc|
S = )
2
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Capitulo 3
Metodologia

Esta proposta metodoldgica foi desenvolvida com estudantes da 32 série do
Ensino Médio do Colégio Interativa da rede privada da cidade de Foz do Iguacu. Fo-
ram trabalhados conteiudos de Geometria Analitica como Distancia entre dois pontos;
Equacao da Circunferéncia; Colinearidade e Area de Triangulos, com o auxilio de plani-

lhas eletronicas.

A avaliacdo dos beneficios da insercao da tecnologia no desenvolvimento do
contetido de Geometria Analitica foi realizada por meio de comparativo entre avaliacao
diagnéstica e avaliagao pos aplicacao da metodologia proposta (Apéndice A e Apéndice B,
respectivamente). Foi aplicado um questionério (Apéndice C) para analisar se, na visao

dos alunos, a metodologia utilizada auxiliou no aprendizado.

Devido as restricoes causadas pela covidl9, a aplicacao da atividade ocorreu

por meio de aula remota e os participantes utilizaram seus computadores pessoais.

Essa proposta metodolégica fez parte do Projeto de Pesquisa Ensino de Tépicos
de Geometria Analitica com auxilio de planilhas eletronicas, com Certificado de Apre-
sentacao para Apreciagao Etica — “CAAE” N° 45415321.6.0000.0107.

3.1 Proposta de atividades

As atividades propostas foram desenvolvidas no Excel 2016. A pasta de tra-
balho do Excel é formada por colunas, denotadas por letra(s) do alfabeto, e por linhas,
identificadas por nimeros. A intersecdo de uma coluna com uma linha é chamada de
célula. Cada célula possui uma coordenada formada pela letra(s) da coluna e o nimero

da linha em que ela esta posicionada. Por exemplo, a célula Al esta na coluna A e linha
1.
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As férmulas e fungoes foram inseridas nas células iniciando com o sinal de igual
(=), seguido dos comandos desejados. Em cada atividade, foi apresentada uma explicacao
de como desenvolver, no Excel 2016, o tema abordado. Para detalhes técnicos, como abrir
uma nova pasta de trabalho, salvar uma planilha, formatar células e outras fungoes do
Excel, sugere-se o trabalho de Jesus (2018), que contém um tutorial basico de introdugao
ao Excel 2016.

Atividade 01 — Operagoes basicas

O primeiro encontro? foi iniciado com a apresentacao da planilha eletronica
para os alunos. Em seguida, foram exemplificados algoritmos que executam operacoes
matematicas, como adigao, subtracao, multiplicacao, divisao, potenciagao, radiciacao e

valor absoluto.

O objetivo nao foi apenas utilizar um conjunto de férmulas prontas para serem
aplicadas, mas sim transpor o conhecimento algébrico desenvolvido ao longo do Ensino

Bésico para uma linguagem computacional e apresentar novos recursos dessa linguagem.
A) Adigao

Na Figura 19, apresentam-se quatro formas de executar a operacao de adicao.
Na primeira, a adicao é feita inserindo os valores em uma unica célula, separando-os pelo
sinal de mais (4) (célula D1, Figura 19). Na segunda, os valores estao em células distintas
e é utilizado o sinal de mais para adicioné-los fazendo referéncia as suas células (célula
E1l, Figura 19). Na terceira, implementa-se a fungdo SOMA em um intervalo de células
seguidas - pode ser usada para sequéncia de células em linha ou em coluna - (célula F1,
Figura 19). Na quarta, a funcdo SOMA adiciona as células individualmente, sem que

estas precisem estar em sequéncia (célula G1, Figura 19).

No exemplo a seguir (Figura 19), as células D1, E1, F1 e G1 foram usadas
apenas para descrever os codigos da operacao de adigao. Mas a implementagao foi feita

nas células D2, E2, F2 e G2, onde aparecem os resultados para cada operacao.

Figura 19: Adigao no Excel.

A B C D E F G
1 =243,5+{-1) =A2+B2+C2 =50MA(AZ2:C2) =S0MA[AZ;B2;C2)
2 2 35| -1 4,5 4,5 4,5 4,5

Fonte: a prépria autora.

B) Subtracao

Na Figura 20, apresentam-se trés formas de calcular a subtracao de dois ou

mais nimeros. Uma opgao € inserir os valores em uma unica célula, separando-os pelo sinal

9Cada encontro teve uma hora e meia de duracio.
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de menos (-) (célula D1, Figura 20). A subtracdo nao tem uma funcdo prépria, diferente
da operacao de adicao que pode ser executada com a funcao SOMA. Uma alternativa é
usar a fungao SOMA e inserir o sinal de menos antes da referéncia da célula que sera
subtraida (célula E1, Figura 20), ou antes da fungdo SOMA (célula F1, Figura 20).

No exemplo a seguir (Figura 20), as células D1, E1 e F1 foram usadas apenas
para descrever os codigos da operacao de subtragao. Mas a implementagao foi feita nas

células D2, E2 e F2, onde aparecem os resultados para cada operagao.

Figura 20: Subtracao no Excel.

A B C D F F
=2-3,5-(-1) =SOMA(A2;-B2;-C2) =A2- SOMA(B2:C2)
2|2 35 -1 -0,5 -0,5 -0,5

Fonte: a prépria autora.

C) Multiplicagao

Na Figura 21, apresentam-se quatro formas de executar a operacao de multi-
plicacao. Semelhante a operacao de adigao, a multiplicacao pode ser executada escrevendo
todos os valores em uma tnica célula, separando-os pelo simbolo asterisco (*) (célula D1,
Figura 21); os valores podem ser escritos em diferentes células e a operacao ser feita refe-
renciando estas células (célula E1, Figura 21); pode-se utilizar a fungdo MULT, fazendo
referéncia as células individualmente (célula F1, Figura 21), ou pode-se fazer referéncia a

um intervalo de células seguidas (célula G1, Figura 21).

No exemplo a seguir (Figura 21), as células D1, E1, F1 e G1 foram usadas
apenas para descrever os codigos da operagao de multiplicagao. Mas a implementacao foi

feita nas células D2, E2, F2 e G2, onde aparecem os resultados para cada operacao.

Figura 21: Multiplicacao no Excel.

A B c D E F G
1 =2%3,5%(-1) =A2*B2*C2 =MULT(A2;B2;C2) =MULT[A2:C2)
2| 2 | 35 1 -7 -7 -7 -7

Fonte: a prépria autora.
D) Divisao
Na Figura 22, apresentam-se trés formas de fazer a divisao de dois ntimeros.
Uma alternativa é escrever os valores em uma tnica célula, separando-os pelo simbolo “/”
(célula C1, Figura 22). Outra opcao ¢ os valores serem escritos em células distintas e a
operacao ser feita fazendo-se referéncia a essas células (célula D1, Figura 22). Também

existe a funcao QUOCIENTE, mas essa retorna apenas a parte inteira da divisao (célula
El, Figura 22).

No exemplo a seguir (Figura 22), as células C1, D1 e E1 foram usadas apenas
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para descrever os codigos da operacao de divisao. Mas a implementacao foi feita nas

células C2, D2 e E2, onde aparecem os resultados para cada operacao.

Figura 22: Divisao no Excel.

A E < D E
1 =19/-2 =A2/B2 =QUOCIENTE(AZ;B2)
2| 19 -2 -9,5 -9,5 -9

Fonte: a prépria autora.

E) Potenciagao

Na Figura 23, apresentam-se quatro formas de calcular uma poténcia. Nas

[13a02)

duas primeiras, usa-se o simbolo para indicar que o primeiro numero sera elevado
ao segundo (células C1 e D1, Figura 23). Na terceira e na quarta, utiliza-se a fungao
POTENCIA, escrevendo os valores da base e do expoente, nessa ordem, manualmente

(célula E1, Figura 23) ou referenciando-se as células que os contém (célula F1, Figura
23).

No exemplo a seguir (Figura 23), as células C1, D1, El1 e F1 foram usadas
apenas para descrever os codigos da operacao de divisao. Mas a implementacao foi feita

nas células C2, D2, E2 e F2 onde aparecem os resultados para cada operagao.

Figura 23: Divisao no Excel.

A B C D E F
1 =773 =A2°B2 =POTENCIA(7;3) =POTENCIA[AZ;B2)
2| 7 3 343 343 343 343

Fonte: a prépria autora.
F) Radiciacao

Para calcular uma raiz enésima no Excel, utiliza-se o fato de que a raiz pode
ser definida por uma poténcia de expoente racional. Seja p um numero real positivo, m

um numero inteiro e n um nimero natural, entao
n m
\/ZQ_ = p n

Na Figura 24, apresentam-se trés formas de calcular uma raiz no Excel. Nas
duas primeiras, utiliza-se a potenciagao (células Bl e C1, Figura 24), e podem ser uti-
lizadas para raiz de qualquer indice. Na terceira, insere-se a funcao RAIZ, que calcula

apenas a raiz quadrada de um numero (célula D1, Figura 24).

No exemplo a seguir (Figura 24), as células B1, C1, e D1 foram usadas apenas
para descrever os cddigos da operacao de radiciagao. Mas a implementacao foi feita nas

células B2, C2, e D2 onde aparecem os resultados para cada operacao.
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Figura 24: Raiz enésima no Excel.

A B c D
1 =814{1/2) =A27{1/2) =RAIZ{A2)
2 81 9 9 9

Fonte: a prépria autora.

G) Valor absoluto

Na Figura 25, apresentam-se duas formas de calcular o valor absoluto. Em
ambas, é utilizada a funcao ABS. Na primeira, insere-se o niimero diretamente na funcao
(célula B1, Figura 25) e na segunda faz-se referéncia a uma célula para o qual se deseja o

valor absoluto (célula C1, Figura 25).

No exemplo a seguir (Figura 25), as células B1 e C1 foram usadas apenas para
descrever os codigos usados para calcular o valor absoluto, sendo que a implementacao foi

feita nas células B2 e C2, onde aparecem os resultados para cada operacao.

Figura 25: Valor absoluto no Excel.

A E C
1 =ABS(-7) =ABS(A2)
2 -7 7 7

Fonte: a prépria autora.

Em seguida, foi apresentado o conceito e o calculo da distancia entre dois

pontos na reta real.

Apos essa contextualizacao, os alunos puderam implementar, na planilha

eletronica, um algoritmo para calcular tal distancia.

A Figura 26 exibe o cédigo utilizado para calcular a distancia entre o ponto
P(-2) e Q(8). Na célula C1, Figura 26, estd o algoritmo utilizado, mas o mesmo foi

implementado na célula C2, onde aparece o resultado obtido.

Figura 26: Distancia entre pontos da reta real no Excel.

A E C
1 P Q =ABS(A2-B2)
2 -2 8 10

Fonte: a prépria autora.

Os alunos testaram cada algoritmo criado com exemplos criados pela professora

€ por eles mesmos.
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Atividade 02 — Distancia entre pontos no plano

No segundo encontro, os alunos foram instruidos a representar dois pontos na
planilha. A Figura 27, por exemplo, apresenta as coordenadas dos pontos A = (1,2) e
B = (5,-3).

Figura 27: Exemplo para representacao de coordenadas de pontos no Excel.

| A B C
1 X Y
2 A 1 2
3 B 5 -3

Fonte: a prépria autora.

Em seguida, os estudantes foram orientados a criar um gréfico de dispersao
para que tivessem a visao dos pontos no plano. Para criar o grafico, deve-se selecionar as
coordenadas dos pontos, clicar na guia “inserir” e, na parte de graficos, clicar em “Inserir
Gréfico de Dispersao (X, Y) ou de Bolha” e em “Dispersao”, conforme destaques em

vermelho na Figura 28.

Figura 28: Como criar um gréafico de dispersao no Excel.

Argquivg Pagina Inicial Layout da Pagina Fidrmaulas Dados Resisio Exilbir Ajucka

= B ® o e O-E-A-@ [ | ) | B
U+ | == - - -l - e = - = | B Coluna
) ot = 1 Cal

Tabeds Tabelss Dandrmicas Tabela | lustragdes | Suplemnentos Grificor - = Mapas  Grifica Mapa ) )

Dindmica Recornendadas o & Recomendados - v Dindmico ~ 30~ EZ Ganhos/Perdas
Tabelas Tisperss s MEnigrifecos
B2 - E |l 1 "o ol 1 I ]
2 || |‘< )
. Oa o] | =
A -] C D E F G H e L M |

1 . y Ll I\ A
2| a 1 2 M Ny
i| B 5 3 )
. Bolhas
5
6 o, |9
T G‘Q J',J
]
9 (58 Mz Gréficos de Dispersdo...

=
(=]

Fonte: a prépria autora.

Caso o programa nao identifique corretamente quais sao os valores do eixo

X e do eixo Y, deve-se selecionar o grafico criado, clicar em “Design do grafico” e, no
b ) )

campo de dados, clicar em “Alterar Linha/Coluna” até que os pontos fiquem posicionados

corretamente, conforme Figura 29.
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Figura 29: Como trocar os dados nos eixos no Excel.

e ek nser  Layout daPagea Formelss Dados  Revislo  Ewber  Ajuda Inru'.-- i ur-hul Foormmatasr 2 e

Lildesd dr Giltes

e F Kiermar | .
A B L= o E F 5} H ! L] K L L) H [+] .
[ S -
& | 1 | 2 *
8 2 i
Tituda do Grafion
ry
T T4

AN IR SRR N el b el el e el bl bl

Fonte: a prépria autora.

Para facilitar a identificacao dos pontos e melhorar a estética, pode-se escolher
quais elementos farao parte do grafico. Para isso, basta selecionar o grafico, clicar no sinal
de mais que aparece no lado direito do mesmo e selecionar os elementos desejados (Figura
30). Para modificar os textos do titulo, das legendas ou dos rétulos, basta clicar em cima

da palavra desejada, apaga-la e escrever as informacgoes desejadas.

Figura 30: Como editar grafico de dispersao no Excel.

A [} = ] E F G H I J .4 L M Ll e}
1 X -_L"
2 1 : b o o
=1 @0 |;l_3 Pontos no plano 1 !l"f'mw'm"'“"“’
4 | Emex
5 A &V; ] Thules des Exas
] . — [ e de Gratics
7 N [ roautes de Dudos
8 [ Barens e Errs
] & o & [ Linhas de Grade

8 1 : 3 4 5 & [ Legends

[ Linhas de Tendércia

eI

Fonte: a prépria autora.

Logo ap0ds, foi revista a dedugao, pelo teorema da Pitagoras, da féormula que
permite calcular a distancia entre dois pontos no plano (Proposigao 2). Conhecendo a
formula, os alunos implementaram um algoritmo para calcular tal distancia. Por envolver
mais de uma variavel e operacoes matematicas distintas, foi necessario que a professora

auxiliasse os alunos na construcao do algoritmo.
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Por exemplo, sejam A = (1,2) e B = (5,—3) pontos do plano. Entao a

distancia entre A e B é

dA B) = \/(za—2)*+ (ya—yp)* = V(1 =5+ (2 (=3))* = /(-4)* + (5)°
= /(16 + 25) = /41 ~ 6,403124237

A Figura 31 mostra o valor da distancia entre os pontos A e B, calculado
pelo Excel. Os comandos utilizados para calcular essa distancia aparecem na “Barra de

Férmulas”, que aparece em destaque, acima da coluna E, na Figura 31.

Figura 31: Calculo da distancia entre pontos do plano no Excel.

E2 - ke | =({B2-B3)"2+{C2-C3)"2)"{1/2) |
A B C D E F

1 X ¥ Distidncia entre Ae B

2| A 1 2 | 6,403124237 |

3 B 5 -3

Fonte: a prépria autora.

Depois, foi pedido para os alunos utilizarem o algoritmo criado para resolverem
o Problema 1, encontrado em um livro escrito por Rubié e Gongalves (2017) para o Ensino
Médio.
Problema 1: A Figura 32 representa um mapa de localizagao, situado em uma regiao
plana. O lado de cada quadradinho corresponde a uma distancia de 30 metros. As estradas
X e Y sao retas e formam angulo reto!® . No ponto C est4 a casa de um joao-de-barro; no
ponto P, ha um pequeno poco de dgua. Qual é a distancia minima que o joao-de-barro

deve voar para ir de sua casa até o pogo?

Figura 32: Situagao-problema - Problema 1.

P

< PrOram-Huom

ESTRADA X

Fonte: Rubié e Gongalves (2017, p. 55).

O Problema 1 pode ser facilmente resolvido calculando a distancia entre os

pontos C' e P, como mostrado a seguir. Para encontrar a resposta utilizando o algoritmo

10As retas sdio perpendiculares e representam as estradas X e Y.
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implementado na planilha eletronica, os estudantes deveriam posicionar os eixos coorde-
nados na Figura 32 para poder identificar as coordenadas dos pontos citados. Foi sugerido
que a origem dos eixos coordenados fosse posicionada em diferentes pontos da figura, para

que verificassem que o resultado nao se alterava.

Se o ponto C estd sobre a origem, entao C' = (0,0) e P = (240, 180). Logo

dC, P) = \/(zc — 2p)? + (yo — yp)? = /(0 — 240)% + (0 — 180)? = /90000 = 300

Portanto, a distancia minima que o joao-de-barro deve voar para ir de sua casa
até o pogo é 300 metros. Observe que os calculos poderiam ter sido feitos com C' = (0, 0)
e P = (8,6), deixando para multiplicar por 30 (medida do lado de cada quadradinho)

depois do céalculo da distancia. Nesse caso, seria trabalhado o conceito de escala.

Atividade 03 — Circunferéncia

Em um terceiro encontro, foi deduzida a equacao reduzida da circunferéncia a
partir da férmula da distancia entre dois pontos e da definigdo de circunferéncia (Segao
2.2.2).

Escolhidos o centro e a medida do raio de uma circunferéncia, foi usada a
equacao reduzida para calcular, na planilha eletronica, alguns pontos dessa circunferéncia

e fazer seu esboco.

Supondo que a equacao escolhida seja 22 + y? = 9. Verifica-se que o centro
é o ponto C' = (0,0) e o raio mede 3. Logo, os valores de x podem variar de —3 a 3.
Os valores de x foram escolhidos com mesmo espagamento neste intervalo e, a partir dos

valores de z, foram calculados os valores correspondentes de y.

No exemplo (Figura 33), o primeiro valor de z é o —3 (célula A2). Os valores

seguintes foram calculados tomando o valor anterior acrescido de 0, 2, até chegar em xz = 3.

Note que na féormula da célula A3, Figura 33, foi feita a adi¢ao do valor anterior,
célula A2, com o valor de variacao, célula D2. Agora, ao copiar a férmula da célula A3
e colar na A4, por exemplo, a formula muda automaticamente, adicionando a célula
anterior, agora a A3, com a variacao expressa em D2. O simbolo $ garante que a coluna

D e a linha 2 permanegam fixas nesse processo.
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Figura 33: Escolha dos valores de x.

A B c | D
! X ¥ i Variacdo do x !

-3

| 0,2 l
A2 +5D52

[ - T R - )
1

Fonte: a prépria autora.
Os valores obtidos para x estao expostos na Figura 34.

Figura 34: Valores de x com variagao de 0,2.

A B C D
1 X ¥ Variagdo do x
2 -3 0,2
3 -2,8
4 -2,6
2 =24
& -2,2
T -2
g -1,8
g -1,6
10 -1,4
n -1,2
12 -1
13 -0,8
14 -0,6
15 -0,4
16 -0,2
17 | 3,886E-16
18 0,2
19 04
20 0,6
21 0,8
22 1
23 1,2
24 14
25 1,6
26 18
7| 2

Fonte: a prépria autora.

Observou-se que na célula A17 o valor calculado pelo programa ¢ 3, 886-10716,
mas o resultado esperado era zero. Essa diferenca pode ocorrer devido a quantidade de

digitos que o Excel armazena, ao erro computacional, ou mesmo erros de arredondamento.

Para solucionar esse problema, deve-se clicar em cima da célula com o botao

direito do mouse e selecionar “Formatar células” (Figura 35).
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Figura 35: Formatacgao de célula.

AIed O TFANSTe e TUTIE
AL17 & Recortar ¥5!
X [ copiar
1 x | [B Opgoes de Colagem: fa
2 -3 nn  nln
3 -2,8 =z =
4 -2,6 Colar Especial...
5 -24 )
& -2,2 § o Pesquisa Inteligente
L -2 Insesir...
8 -1.8
g 16 Excluir...
10 -14 Limpar conteudo
11 -1,2
12 1 ] Anilise Rapida
13 -0,8 Filtrar >
14 -0,6
- 04 Classificar >
16 -0,2 Obter dados da tabela/intervalo...
1?| 3,B86E-
18 0.2 2 Move Comentirnio

19 0,4 | [J MovaAnctagde

20 o6l .
21 'U,SI B Eormatar células...

22 1 Escolher na Lista Suspensa...

33 19 -
Definir Mame...

& Link >

Pramta

Fonte: a prépria autora.

Na janela aberta, na guia Numero, deve-se clicar na categoria “Numero”,

escolher a quantidade de casas decimais desejada e clicar no “ok” (Figura 36).

Para calcular os respectivos valores de y, foi utilizada a equacao da circun-
feréncia. Note que para cada x escolhido, dois valores de y satisfazem a equacao, por
isso, foram aplicadas duas formulas para calcular os valores de y. Essas féormulas estao
indicadas nas células B1 e C1 da Figura 37. Na célula B2, da mesma figura, aparece o
cédigo utilizado para obter o valor positivo de y quando x = —3. Observe que o comando
utilizado faz referéncia a célula que contém o valor de z, entao basta copiar a célula B2
e colar nas células B3 até B32, pois o algoritmo referenciara automaticamente as células
A3 até A32.

Para calcular o valor negativo de y na coluna C e linha n, usa-se o comando

“=-Bn” para

“=-RAIZ(9-An"2)” fazendo referéncia a coluna A e linha n, ou também
referenciar a coluna B e linha n. Os pontos obtidos estao apresentados na Figura 38. As
colunas A e B representam um conjunto de pontos da circunferéncia, bem como as colunas

A e C. Por exemplo, A8 e B8 formam o ponto (—1, 8;2,4) pertencente a circunferéncia.
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Figura 36: Quantidade de casas decimais no Excel.

A R ] i ] n ] E ] E ] o H
1 " Farrmatar Células 7 k4
2 -3
3 23 m Alinhamento  Fonte  Borda  Preenchiments  Protecdo
4 -2,6 _;al:egum: )
5 24 Exemplo
& -2,2 T oo
Contabil . -
7 -3 Data Itasas gecimais: 1 - I
& -1,8 Haora L] Usar separadar de 1000 [}
Porcentagem
9 -1,6 Fracio Humeros negatives:
10 -1.4 Cientifico i
Texto
n -1.2 Espedial
12 1 Personalizado
13 -0.8
14 -0,6
15 -0.4
16 -0,2
1]"| 3,886E-16 .I
18 0,2
19 0,4 A chtegoria Namers” & uiada para exibir ndmeras em geral ‘Maeda’ & ‘Contabil aferecem
formatacho especializada para valores monetarios.
20 0,6
21 0,8
22 1
23 17
F oK Cancelar

Fonte: a prépria autora.

Figura 37: Férmulas para o cdlculo dos valores de .

| A (e C . D |
1 X y=raiz(9-x*) y=-raiz(9-x%) Variagdodox
o[ 3 Eraiz(s-av) | 0,2

3| -28

Fonte: a prépria autora.

Devido aos mesmos problemas que ocorreram na célula A17, citados anterior-
mente, ocorreu um erro ao implementar as formulas “=RAIZ(9-A32"2)" e “=-RAIZ(9-
A3272)” nas células B32 e C32, pois o programa considerou uma aproximagao negativa
para o numero zero (Figura 39). Para solucionar esse erro, foi recomendado acrescentar
o comando de valor absoluto dentro da raiz, pois nao existe, no conjunto dos nimeros

reais, raiz quadrada de nimero negativo.

Foi feito o esbogo do grafico utilizando o recurso grafico de dispersao com
linhas suaves. Para inserir o grafico foi preciso clicar na guia “inserir”, depois em “Inserir
Gréfico de Dispersao (X, Y) ou de Bolha” e por fim em “Dispersdao com Linhas Suaves e

Marcadores”. Esses itens estao em destaque na Figura 40.
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Figura 38: Pontos da circunferéncia z? + y? = 9.

A B = D
1| X y=raiz(9-x*) y=-raiz(9-x%) Variagdodox
2| -3 0 0 0,2
3 -2,8 1,077032361 -1,077032961
4 | -2,6 1,496662955 -1,496662955
5 -2.4 1.8 -1,8
6| -22 2039607805  -2,039607205
7| -2 2,236067977 -2,236067977
L3 -1,8 24 -24
9 | -1,6 2537715508 -2,537715508
10 -1,4 2,653293832 -2,653293832
1| 12 2,749545417  -2,749545417
12 -1 2,828427125 -2,828427125
13 -0,8 2,831366459 -2,891366453
14 -0,6 2,939387691 -2,939387691
15 -0,4 2973213743 -2,973213743
16 02 2993325909  -2,993325509
17 | 3,886E-16 3 -3
18 0,2 2,993325909 -2,993325909
19| 0.4 2973213749 -2,973213749
20 17 2,939387691 -2,939387691
21 08 2,891366459  -2,891366459
22 1 2,828427125 -2,828427125
23 1,2 2,743545417 -2, 743545417
24 | 14 2,653299832 -2,653293832
23 1.6 2,537T15508 -2,537715508
% 18 24 -2.4
27 | 2 2,236067977 -2,236067977

Fonte: a prépria autora.

Figura 39: Erro de implementagao de formula no Excel.

28 2,2 2,039607805  -2,039607305
29 2,4 1,8 -1,8

30 2,6 1,496662955  -1,496662955
| 2,8 1,077032961  -1,077032961
3z 3 #NUM! #NUMI

Fonte: a prépria autora.

Esse processo foi repetido trés vezes. Primeiro selecionando apenas os valores
das colunas A e B (Figura 41). Depois, apenas as colunas A e C (Figura 42). Por
ultimo as trés colunas (Figura 44). Assim, os alunos tiveram uma melhor compreensao

da representacao grafica dos valores obtidos.
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Figura 40: Como inserir grafico de dispersao com linhas suaves no Excel.
Argquivg Pagina Inicial Layout da Pagina Formulas Dados Revizdo Exabir Ajuda

@ ﬁ l'é, &l ? g"EE'I‘U.: @ E?]]

olls

Tabela Tabelas Dindmicas Tabela | lustragfes | Suplernentos Grificos s Mapas  Grifico Mapa

Dindmica Recomendadas » s Recamendado;t!} I'_' ~»  Dindmico ~ D~
Tabelas n‘i'lpefﬁl) g
A2 v fu -3 “a o2 i U
o
s Tu o I |

J A B = [ ] | E | F
1 X y=raiz{9-x") y=-raiz{9-x%) Variagiodox Q\I N A
2 3| 0 _ 0 0,2 \ '
3| -28 1077032961 | -1,077032961
a| -26 | 1496662955 | -1496662955 Bt
N 1.8 | -1,8
6| -22 2039507205 | -2,039607805 o, (9,
7| 2 22360677 | 2236067977 O¢ |92
sl -8 @ 24 24
91 =16 | 2537715508 | -2,537715508 E Mais Graficos de Dispersdo..
10| -14 2653299832 | -2,653299832

Fonte: a prépria autora.
Figura 41: Como inserir grafico de dispersao com linhas suaves no Excel.

4 & | e | e | o | e | °r | & | w | 0 | 3| K
1 x ¥ = raiz(9-x")  y=-raiz(9-x7) Variagho do x
2| -3 ] D 0,2
3| 28 | 077032961 | 107361 g o o
- | 1498062053 Pontos da circunferéncia comy = 0 T
5| -4 1.8 1,8
6| -22 | 2019607805 | -2.039607805 s &
7 -2 2,236067977 | -2,236067977
a -1,8 24 .24 ‘\?
g -1,6 2,517715508 | -2,537715508
LU 2,653200832 -2,653295822 O o
1) -2 2, 749545417 -2, 749545417
12 =1 2, 828427125 <2 BIBAATIES
13| -0,8 2, 891365459 -2 591366259
4| 08 2,939387691 | -2,935387691
15| -04 2,973213745 | -2,573213749
16| -0,2 2,993325909 | -2,993325909
17 | 3,886E-16 3 -3 - N
1B 02 2,993325009 | -2,993325909 © v

Fonte: a prépria autora.

No 1ltimo grafico que foi criado, o programa trabalhou com duas sequéncias

sequeéncia.
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de pontos, por isso, a cor da parte superior pode ficar diferente da cor da parte inferior
do grafico. Para alterar as cores, basta clicar em um dos pontos de uma das sequéncias
(os demais pontos dessa sequéncia serdo selecionados automaticamente), clicar na guia
“Formatar” e mudar as cores em “Preenchimento da Forma” e em “Contorno da Forma”,

conforme destaques na Figura 43. Repetir o processo selecionando os pontos da outra



Figura 42: Como inserir grafico de dispersao com linhas suaves no Excel.

4 A | 8 | ¢ | © | E | F | 6 | W | 0 | ¥ | x
1] x_ y=raig(9-x°) y=-raiz(9-x°) variagdodox

2| - 0 ] 0,2

a| -8 1,077032961 -1,077032961 o o o

4| -26 | 14v6e62355 | -149e662955 | | . L -
- T T o Pontos da circunferéncia em que y =0

6| -22 | 203907805 | -2,039607805 i ‘ I I °I T I 4
T [ -2 2, 236067377 -2, 235067977 a5

8| -18 24 24 \'d
9| -16 2,537715508 | -2,537715508

w| -1 2653209832 | 253299832 | |

1n, -12 2,749545417 -2, 749545417 ?

12 =1 2828427125 -3 828427125

13, 0.8 2891366459 -1 891366459

4 06 2939387691 -1,939387691

15 [ -0.4 2,973213743 -29T73213749

6 0.2 2,993325509 | -2,993325909

17| 3,8866-16 3 -3 35

18| 02 | 2993325909 | -2.393335909 | © o ©

Fonte: a prépria autora.

Figura 43: Como inserir grafico de dispersao com linhas suaves no Excel.
Afguivo  PAgIna Inicisl  Inserir  Layoulda Pagina  Formulas  Dados Revisdo  Exibir  Ajuds  Design do Grafico

Sirit] - [ES S P J— L2 Preenchimentn da Faema = A

‘}I’-nrrfuurfﬂqlu- DGD; Bt E] | e e Ll Ecm"m“‘“m" A A ;

ﬂﬂﬁ!ﬂ'ﬁp&l{mnﬂdubﬁh ALL® B— ~ | iy Efeites de Fomna - &
Seleghio Aiual Ingeir Farmas Eikilet o Forma & Estilgd g WiaedAm

Grifico T = |8 & =S€ﬂlE|’:ﬂlara|Iha2!SA52:HS!!:PIanlrhal!SESi:SES:’ﬂ:l:l

o A B € o E F G H l ] K L I

1 « | ¥ = raiz(d -x'] [ ¥ =-raiz[d - x7) | varisgho do x [ | | | | [ | | |

2 -3 [1 o 0,2

1| 28 107032061 | -107M0areEl ) — o ) 2

4| 26 1496662955 | 1496662955 Pontos da circunferéncia

5| .24 18 L8 P Vi

& 22 2039607805 | -2,079607805

7| 2 2236067077 | -2.238087077 <

8 -8 24 2.4

9 14 1537715508 | -2,537T15508

L] =14 2653299832 | -2,653293832
12 2,T5545407 | -2 7408450T7 O
1 282842712 | -2,52B42712%
0.8 1890366439 -2,591366455

14 06 1,939387651 -2,7§9387631
0.4 2973213743 -1,973213145

1% 0.2 2, 393325909 -2,793335909

17 3.B88E-16 3 -3

Fonte: a prépria autora.

A Figura 44 apresenta um esboco do gréafico apds alguns ajustes nas dimensoes

e na formatacao do titulo e das cores.
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Figura 44: Como inserir grafico de dispersao com linhas suaves no Excel.

A B c D E F G H I
1 y=raiz(d-x")  y=-raiz{9-x°] Variagdo dox
2 . 0 0 0,2
3 -2,8 1077032961  -1,077032961 | o o
4 -2,6 1496662955  -1,496662955 . _— .
. 24 18 18 Esboco da circunferéncia de equacdo
6| -22 | 2,039607805 = -2,039607805 X' +y' =9
7 -2 2,236067977  -2,236067977 & ¥
8 -1.8 24 =24
a -1,6 2,537715508  -2,537715508
10 -4 2,653299832  -2,653299832
1| -12 2,749545417  -2,749545417
12 -1 2,828427125  -2,B28427125
13 -08 2,891366459  -2,891366459
14 -06 2,939387691  -2,939387691 | T . 7
15 -04 2,973213749  -2,973213748 L !
6 -02 2,993325909  -2,993325909
17 | 3,886E-16 3 -3
1@ 02 2,993325909  -2,993325909
19 04 2,973213749  -2,973213743
20 06 2,939387691  -2,939387691
2 0,8 2,B91366459  -2,B91366459
22 1 2,828427125  -2,82B427125 4
23 1,2 2,7495454817 | -2,749545417
24 1,4 2,653299832  -2,65329%E32 | O o o
25 1.6 2,.537715508 -2.537715508
26 18 24 -2,4

Fonte: a prépria autora.

Atividade 04 — posicao entre ponto e circunferéncia

No quarto encontro, foi apresentada a deducao da equagao geral da circun-
feréncia e, a partir dessa equacao, foi mostrado como encontrar as coordenadas do centro
e o valor do raio da circunferéncia. Foram também trabalhadas as possiveis posi¢oes de um
ponto em relacao a uma circunferéncia. Em seguida, aos alunos resolveram o Problema

2, utilizando os algoritmos e resultados estudados nas aulas anteriores.

Problema 2: (ENEM 2015) Considere que os quarteires de um bairro tenham sido
desenhados no sistema cartesiano, sendo a origem o cruzamento das duas ruas mais mo-
vimentadas desse bairro. Nesse desenho, as ruas tém suas larguras desconsideradas e
todos os quarteiroes sao quadrados de mesma area e a medida de seu lado é a unidade do

sistema.

A seguir (Figura 45) ha uma representagao dessa situagao, em que os pontos A, B, C e D

representam estabelecimentos comerciais desse bairro.

Suponha que uma radio comunitaria, de fraco sinal, garante area de cobertura para todo
estabelecimento que se encontre num ponto cujas coordenadas satisfacam a inequacao:
2?2 + y*22-4y-31 < 0.
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Figura 45: Ilustracao do Problema 2.
¥,

1 quarisinia: j

Fonte: INEP (2015, p. 25).

A fim de avaliar a qualidade do sinal, e proporcionar uma futura melhora, a assisténcia
técnica da radio realizou uma inspecgao para saber quais estabelecimentos estavam dentro

da area de cobertura, pois estes conseguem ouvir a radio enquanto os outros nao.

Os estabelecimentos que conseguem ouvir a radio sao apenas

e) B, CeD.

Observou-se com os estudantes que 22 + y?>—2x-4y-31 = 0 é a equacao de uma
circunferéncia e a inequacao faz referéncia ao interior dessa circunferéncia. Apresentou-se
como uma possivel estratégia para resolucao desse problema, a utilizagao do algoritmo
que calcula a distancia entre dois pontos para calcular a distancia entre os pontos dados e
o centro da circunferéncia. Se essa distancia for menor que ou igual ao raio, o ponto esta
dentro da area de cobertura. A seguir, encontra-se essa resolucao utilizando as férmulas

deduzidas no capitulo anterior (Segao 2.2.2).

O centro O da circunferéncia de equacao % + y?-2z-4y-31 = 0 possui abcissa

a e ordenada b, tais que

Logo, O = (1,2). O raio r da circunferéncia ¢é

r=yI2+22—(-31)=6
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Sejam A = (5,4),B =(-3,1),C = (4,2) e D = (—4, —3) os pontos citados no

enunciado. Entao, as distancias do centro até os pontos sao

d0,A)=/(1-52+(2-4)2=+20<6
dO,B) = /(1= (=3)2+(2-1)=VIT<6
d0,C)=+/(1-42+(2-22=/9<6
d0,D) = /(1 (=4)) + (2 (-3))2 = V50 > 6

Portanto, como a distancia entre o centro O e o ponto D é maior que o raio,
o ponto D estd no exterior da circunferéncia, ou seja, esta fora da area de cobertura. O

que nao acontece com os demais pontos. Logo, a alternativa correta é d) A, B e C.

Outra forma de resolucao apresentada foi substituir os pontos na equacao da

circunferéncia. Observou-se que

2% +y*20-4y-31 =0
Sx—-1)2+({y—22%2-36=0

Substituindo os pontos A, B, C e D, nessa ordem, na equacao acima, tém-se

(5-1)24+(4—2)2—36=16+4—236=—16 <0
(—3—-1)24+(1-2)2-36=164+1—-36=—19<0
(4—1)2+4(2-2)2-36=9-36=—27<0
(—4—1)24+(-3-2)2-36=25+25—36=14>0

Portanto, como visto na Secao 2.2.3, A, B e C estao no interior da circun-

feréncia e D estd no exterior.

Atividade 05 — area do triangulo

No quinto encontro foi apresentada a férmula para calcular a area de um
triangulo sendo conhecidas as coordenadas de seus vértices, por meio do calculo de deter-
minantes. Apds essa introdugao, os alunos criaram um algoritmo para calcular a area de

um triangulo usando a planilha eletronica.

Uma alternativa para calcular o determinante no Excel é posicionar cada ele-

mento da matriz em uma célula diferente e criar um cédigo para que o calculo seja feito
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referenciando estas células. A Figura 46 apresenta o cédlculo do determinante da ma-

1 0 -1
triz A= | 3 3 2 pela regra de Sarrus. O cédigo utilizado aparece na “Barra de
0 —2 10
Formulas”.
Figura 46: Determinante de ordem 3 no Excel - Regra de Sarrus.
E2 x £ | =A1*B2*C3+A2"B3*C1+B1*C2*A3-C1*B2*A3-C2*B3*A1-B1*A2*C3
A 8 ¢ D E F G b i J K
1 1 0 -1 Determinante
2 i 3 2 40 I
3 0 -2 10

Fonte: a proépria autora.

Outra forma de se calcular determinante de uma matriz quadrada no Excel
2016 ¢ utilizar a funcao MATRIZ.DETERM. Para isso, conforme Figura 47, deve-se digitar
“=MATRIZ.DETERM(”, selecionar as células que contém os elementos da matriz e clicar

“Enter”. A Figura 48 apresenta o valor do determinante da matriz A calculado usando a
fungao MATRIZ.DETERM.

Figura 47: Funcgao para célculo do determinante — MATRIZ.DETERM.

Al - x v K =matriz.determ{A1:C3
A B C D E
1 1 0 -1 Determinante
i
2 3 3 21 =matriz.determ(A1:C3|
3 0 -2 101 MATRIZ.DETERM(matriz)
4

Fonte: a proépria autora.

Figura 48: Determinante de ordem 3 no Excel — Funcao MATRIZ.DETERM.

E2 - fe | =MATRIZ.DETERM(AL:C3}
A B C D E F
1 1 0 1 Determinante
3 3 2 40 |

Fonte: a prépria autora.

Para utilizar o algoritmo criado, os alunos resolveram os Problemas 3 e 4,

ambos adaptados do livro de Rubié e Gongalves (2017).
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Problema 3: Na malha quadriculada da Figura 49, o lado de cada quadradinho mede

uma unidade. Os vértices do triangulo ABC sao intersegoes de linhas da malha.

Figura 49: Figura do Problema 3.

A

Fonte: Rubié e Gongalves (2017, p. 63).

Qual a area do triangulo ABC?

Para resolver esse problema utilizando determinantes, os estudantes associ-
aram um sistema de coordenadas cartesianas a figura, escolhendo a posicao dos eixos.
Como no Problema 1, foi recomendado que os alunos posicionassem os eixos em lugares

distintos da malha.

Supondo-se que a origem do sistema de coordenadas foi colocada sobre o ponto
B e que os eixos sejam paralelos as linhas horizontais e verticais da malha, temos A =
(3,7),B=1(0,0)e C =(8,4).

De acordo com a férmula vista no capitulo anterior, a area S do triangulo, em

unidades de area, é

DO =
— =
Il
|
W
W
Il
[\

[\

7
0
4

o O W

No Excel, pode-se utilizar um dos algoritmos criados anteriormente para resol-
ver o determinante, e criar um codigo para calcular a metade do valor absoluto do valor

do determinante, como feito na célula E5 da Figura 50.
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Figura 50: Como calcular area do triangulo no Excel.

ES v £ || =1/2*aBs(E2)
A B C D E F
1 3 7 1 Determinante
2 o 0 1 44
3 8 1
4 Area
5 22 |
il

Fonte: a prépria autora.

Problema 4: E possivel formar um tridngulo com os pontos A = (—3,2), B = (=2,4) e

C' = (0,8)7 Se sim, qual o valor de sua area? Se nao, o que podemos concluir sobre esses
pontos?

Supondo-se que A, B e C formam um triangulo, entao esse triangulo possui
uma area e a area desse triangulo foi calculada utilizando o algoritmo usado no problema

anterior (Figura 51).

Figura 51: Célculos do Problema 4.

ES v £ || =1/2*aBs(E2)
A B C D E F
1 -3 2 1 Determinante
2 -2 4 1 0
3 ] B 1
4 Area
5 0 |
il

Fonte: a prépria autora.

Observou-se entao que a area deu zero, logo os pontos nao formam um triangulo

e, portanto, estao alinhados.

Esse resultado pode ser visualizado criando um gréfico de dispersao e, na parte

de “Elementos do Gréfico”, selecionando a opgao “Linha de Tendéncia” (Figura 52).
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Figura 52: Adicionar linha de tendéncia no Excel.

A | B | € [+ E F & H | ] 3 L M N a
4 — o 3 .
| -3 z 1 & L& { o
Hemre cha Girif
2 = 1 Pontos do Problema 4 als - e e
E=as
9
3 o5 ! & [] Ttutes dos Exes
8 ] Tiule do Gisfies
; 7 ? [ retules de Dades
- & ] Bairas de Eress
. o -~ 58 [ vinkas de Geade
] - 4 —
i - s [[] Links de Tendéncia |
1 P 2
12 '
13 ,
o
i £ 5 L 2 -, 1 2, 2
15 o} o O

Fonte: a prépria autora.

Vale ressaltar que, em cada encontro, foram relembrados os tépicos desen-
volvidos na aula anterior antes de iniciar um novo tépico. Também, outros recursos das
planilhas foram utilizados nas atividades, como formatacoes para melhorar a visualizacao,

e atalhos para simplificar alguns comandos.
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

4.1 Relato de experiéncia

Uma semana antes do desenvolvimento da metodologia proposta, foi realizada
uma avaliacao diagnéstica, de forma remota, para identificar as possiveis duvidas dos
alunos em relacao aos topicos de Geometria Analitica que seriam trabalhados durante as

aulas.

As atividades foram aplicadas em cinco encontros remotos de uma hora e
meia cada, ocorridos nas segundas-feiras, no contraturno. No primeiro encontro havia
11 alunos, mas este nimero foi diminuindo até que no quinto e ultimo encontro haviam
apenas quatro. Porém, cinco alunos participaram da maioria das aulas e realizaram a

avaliacao e o questionario disponibilizados pds aplicacao da metodologia.

No primeiro encontro foi feita uma breve apresentacao do Excel e foram repas-
sadas instrucoes de formas de programar algumas operacoes bésicas: adi¢ao, subtracao,
multiplicacdo, divisdo, potenciagao e radiciacao (Figura 53). Os participantes se mostra-
ram entusiasmados e participativos, dando sugestoes de exemplos e de formatagao das
células. Alguns estavam com a camera ligada e usavam o microfone para se comunicar, o

que tornou a aula mais dinamica.

Nesse primeiro encontro nao houve muitas dividas e os alunos afirmaram ter
conseguido acompanhar os exemplos e reproduzi-los em seus computadores. Um fato
curioso ocorrido durante a aula é que a versao utilizada por um dos estudantes reconhecia
alguns comandos em portugués e outros apenas em inglés. Por exemplo, ao inserirmos a
funcao POTENCIA, a versao utilizada por ele nao reconhecia o comando e indicava que
havia um erro. Foi sugerido que ele utilizasse a palavra POWER (que significa poténcia

em inglés), e o comando foi reconhecido. As demais fung¢oes foram reconhecidas pelo
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programa mesmo estando escritas em portugues.

Figura 53: Operagoes basicas desenvolvidas na primeira aula.

B4 & 5 =A2+B2+C24D2
A B C D E
1 OPERACOES BASICAS
2 2.3 4 -7 a9
3
4 |Adig§o{2,3+4+{-?}+49} 48,3 48,3 48,3 48,3
5
6 |Subtragio (2,3-4-(-7)-49) -43,7 -43,7
7
8 |Multiplicagio (2,3 *4 * (-7) *43) -3155,6 -3155,6 -3155,6
g
10 |Divis#o (2,3/49; 49/(-7); -7/4) 0,0469 -7 -1,75
1
12 |Potenciacdo (74} 2401 2401

13

15

Fonte: a prépria autora.

No segundo encontro, foram trabalhados o comando de valor absoluto e a
distancia entre pontos na reta e no plano. O conceito de distancia e as formulas que
poderiam ser utilizadas foram apresentados aos estudantes com o auxilio do aplicativo de
escrita Inkodo e de uma mesa digitalizadora. Nessa aula e nas aulas seguintes, os alunos
nao ligaram as cameras e estavam menos participativos, usando o chat para responder as

perguntas, o que tornou as aulas menos dinamicas.

Um dos participantes estava utilizando a versao online do Excel e teve dificul-
dades em trabalhar com os graficos criados, pois esta apresenta algumas limitagoes e nao
permite algumas formatagoes. Os demais afirmaram que conseguiram inserir e editar os

graficos conforme foram orientados.

No terceiro encontro, foi retomado o conteido trabalhado na aula anterior
para depois ser apresentado o Problema 1. Os alunos tiveram um tempo para resolver o
problema e revelar o resultado obtido. A maioria deles afirmou que a distancia entre os
pontos do problema era 10, ou seja, nao consideraram a informacao que cada quadradinho
do desenho (quadrado que representava a unidade) correspondia a 30 metros de compri-
mento. Apos serem instruidos a considerar a escala os estudantes conseguiram chegar ao

resultado correto.

Os participantes foram questionados sobre quais coordenadas utilizaram para
calcular a distancia entre os pontos do Problema 1. Dois deles afirmaram que consideraram
o encontro das ruas como sendo a origem do plano cartesiano, os demais nao responderam.

Eles foram entao orientados a considerar um outro ponto como sendo a origem e refazer
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os calculos para que pudessem comprovar que o resultado nao se alterava.

Nessa aula também foi relembrada a definicao de circunferéncia e a forma de
sua equagao reduzida. Em seguida foi implementada uma funcao no Excel para o calculo
de alguns pontos de uma circunferéncia dada sua equagao. Um participante relatou nao
estar conseguindo obter os mesmos resultados e nao conseguia encontrar o erro. Foi pedido
para que ele projetasse sua tela para que a professora e demais participantes pudessem
observar o que foi feito e encontrar o possivel erro. O equivoco foi que o aluno escreveu
os comandos exatamente como foi apresentado, sem se atentar que o exemplo dele estava
digitado em células diferentes e por isso deveria adaptar as coordenadas das células para

que o algoritmo funcionasse.

No quarto encontro foi construido o grafico de uma circunferéncia e resolvido
o Problema 2. Foi apresentado novamente o enunciado do problema e disponibilizado um
tempo para que os alunos encontrassem a resposta pedida. Depois de muita insisténcia,
alguns compartilharam, através do chat, a resposta obtida. Porém, mesmo sendo sugerido
que, quem nao conseguiu resolver, apenas “chutasse” uma das alternativas, alguns alunos

nao responderam.

Para corrigir o problema, foram relembradas as condigoes, envolvendo distancia
entre pontos, para se determinar se um ponto esta no interior, no exterior ou se pertence
a circunferéncia (Figura 54). Também foi citado que, ao substituir as coordenadas dos
pontos na inequagao dada, seria possivel chegar a mesma conclusao. Por fim, foi sugerido
que os estudantes fizessem, no Excel, o esboco da circunferéncia citada no problema e

mostrassem o resultado na préxima aula.

Figura 54: Resolucao do Problema 2 no Excel.

G3 - e =SE({E3>6;"fora";"dentra")
A B C ] E F G
1 X y distancia
2 |Centro 2
3 |A 4 4472136 |den‘tr0 .l
4 (B -3 1 4,123106 dentro
5 |C 4 2 3 dentro
6 (D -4 -3 7.071068 fora

Fonte: a prépria autora.

No tultimo encontro foi mostrado como calcular um determinante com o auxilio
do Excel e foram resolvidos os Problemas 3 e 4. Apés criar a funcao do determinante, os
alunos puderam tentar resolver os problemas propostos, que foram corrigidos posterior-
mente. Alguns participantes compartilharam os resultados obtidos e a forma de resolugao
utilizada. Sem relatar problemas ou duvidas, todos disseram que conseguiram encontrar

a resposta correta.
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Para finalizar a aula, os estudantes foram questionados sobre o exercicio pro-
posto na aula anterior, mas nenhum aluno havia feito. Um deles relatou que nao fez
porque esqueceu e os outros nao deram qualquer explicagao. Entao, o esbogo foi feito
pela professora. Nesse momento um aluno relatou ser mais pratico fazer o esboco a mao,
pois o processo de calcular os pontos da circunferéncia e seleciona-los para criar o grafico

seria trabalhoso.

Todas as atividades propostas no capitulo anterior foram desenvolvidas du-
rante os cinco encontros. Os alunos afirmaram que conseguiram acompanhar e aplicar as
fungoes no Excel, porém o fato de ser remoto limitou o acesso da professora aos trabalhos
desenvolvidos pelos educandos, isso gerou incertezas quanto ao real aproveitamento por

parte deles.

Em alguns momentos, os estudantes eram questionados e nao respondiam. Este
fato nao deixa claro se eles nao entenderam a pergunta, se nao conseguiram encontrar a
resposta ou se nao estavam prestando atencao. Caso as aulas tivessem sido presenciais, a

professora teria um melhor dominio de turma para identificar onde estava a dificuldade.

O uso do Excel contribuiu para o desenvolvimento dos conceitos, por agilizar
os calculos e por exigir que os alunos estudassem as férmulas para conseguir implementa-
las. Um exemplo dessa contribuicao foi obtido com a resolu¢ao do Problema 1, em que
o encontro dos eixos coordenados foi posicionado em diferentes pontos. Seria invidvel
desenvolver todos os calculos manualmente, pois o foco nao eram as contas, mas sim o

entendimento do conceito.

Apo6s a conclusao da aplicacao das atividades, os alunos fizeram uma segunda
avaliacao para que fosse avaliado se houve alguma evolugao em relagao aos conhecimentos

de Geometria Analitica. Os resultados obtidos foram apresentados a seguir.

4.2 Avaliagao diagnéstica

Nessa secao, a avaliacao dos beneficios da insercao da tecnologia no desen-
volvimento do contetiido de Geometria Analitica foi realizada por meio de comparativo
entre avaliagao diagnéstica antes e pds aplicagao da metodologia proposta (Apéndice A e

Apéndice B, respectivamente).

As avaliagoes foram aplicadas de forma remota, também no contraturno, uti-
lizando uma plataforma disponibilizada pelo colégio para a realizagao de atividades on-
line. Nessa plataforma os alunos visualizam o enunciado das questoes e podem digitar
as respostas ou inserir, como anexo, uma imagem, um PDF ou um documento com sua

resolucao.
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4.2.1 Primeira avaliacao

Na avaliagao realizada antes da aplicacao das atividades, 12 alunos responde-
ram as questoes sendo que nem todos participaram da aplicagao das atividades e fizeram
a segunda avaliacdo (apds a aplicagao das atividades). Assim, foram citados neste texto

apenas aqueles que participaram de todas as etapas desenvolvidas.

Na primeira questao da avaliagao diagndstica, o Aluno 1 (A-1) identificou cor-
retamente o ponto de encontro das diagonais do paralelogramo; utilizou a férmula correta
para calcular a distancia entre os pontos e assim obter o perimetro do paralelogramo, mas
errou alguns céalculos no processo e, por isso, nao obteve a resposta correta. O mesmo
ainda calculou corretamente a area pedida e concluiu a colinearidade dos pontos com base
na observagao da figura (o que ndo é uma forma precisa de resolugao). A-1 néo conseguiu

responder a questao 2.

Ao observar a resolugao enviada pelo Aluno 2 (A-2), percebeu-se que os concei-
tos estudados nao estavam claros, pois o mesmo utilizou férmulas incorretas e nao soube
interpretar e criar um raciocinio adequado que o levasse a resolucao correta das questoes.
Além disso, a falta de organizacao e a imagem desfocada impossibilitaram uma correcao

mais minuciosa.

A-2 fez o calculo do coeficiente angular de algumas retas, bem como suas
equacoes gerais, mas esses resultados nao foram utilizados para responder nenhuma
questao. O que indicou que o aluno nao sabia o que ou como fazer as resolucoes e
por isso foi passando para o papel o conteido que lembrava no momento, mesmo sem ter

relacao com o pedido.

O mesmo também utilizou o teorema de Pitagoras para calcular a medida do
terceiro lado do triangulo, considerando erroneamente que os pontos do paralelogramo
formavam um triangulo retangulo. Essa medida foi considerada como sendo a resposta

da questao que pedia a area do quadrilatero.

Na questao 2, A-2 fez alguns calculos aleatérios utilizando a férmula da
distancia entre dois pontos e a férmula resolutiva de uma equagao quadratica (conhe-
cida como Férmula de Bhaskara), mas nao chegou a nenhuma conclusao. Um fato que
chamou a atencao, é que, no item c, A-2 escreveu a equacao de uma circunferéncia, o que
pode indicar que ele conhecia o formato da mesma, mas nao soube crid-la corretamente

seguindo os dados do exercicio.

Nas resolugoes da questao 1 enviadas pelo Aluno 3 (A-3) para responder o item
a, A-3 fez um desenho, provavelmente utilizando uma régua graduada, e marcou o ponto

de encontro das diagonais, mas nao especificou as coordenadas do mesmo. Percebeu-se
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que A-3 entendeu a pergunta e conseguiu criar uma estratégia de resolugao, mas nao a

utilizou de forma eficiente para chegar a resposta correta.

O mesmo nao pode ser observado na resolucao do item b, pois o aluno somou a
abscissa e a ordenada dos pontos dados e considerou essas somas como sendo as medidas

dos lados do paralelogramo.

No item ¢, como sugerido, o A-3 dividiu a figura em dois triangulos. Para

calcular suas areas, utilizou a férmula

b-h
A=—
2
em que b é a medida da base e h é a medida da altura relativa a essa base. Porém,
considerou que as medidas da base e da altura eram as medidas obtidas no item anterior,
0 que nao esta correto pois os triangulos nao sao retangulos. A-3 nao apresentou resolucao

do item d.

Com relagao a segunda questao, A-3 interpretou corretamente o enunciado,

conseguindo responder o item a, mas nao soube responder os itens b e c.

O Aluno 4 (A-4) foi o unico que respondeu todos os itens das duas questoes
propostas. Na questao 1, registrou o ponto (0,8; 0,5) como sendo o ponto de encontro das
diagonais, mas nao justificou esses valores, por isso nao foi possivel identificar o porque
de o valor da abscissa desse ponto estar incorreto. Calculou corretamente o perimetro e
a area do paralelogramo, mas fez uma interpretacao incorreta do ponto apresentado no

item d.

Na segunda questao, o A-4 interpretou corretamente o enunciado, soube cons-

truir a equacao da circunferéncia, mas nao justificou as respostas apresentadas.

O Aluno 5 (A-5) nao apresentou as resolugoes, mas respondeu alguns itens
corretamente. A-5 citou que utilizou o software GeoGebra como auxilio para realizar a

avaliacao.

4.2.2 Segunda avaliagao
Apoés a aplicagao das atividades, foi aplicada uma segunda avaliagao para que
fosse analisada a evolugao dos alunos.

Nessa avaliacdo, o A-1 respondeu corretamente todos os itens da primeira
questao. Curiosamente, os itens a e b foram resolvidos manualmente e os itens ¢ e d

foram resolvidos com o auxilio de alguns dos algoritmos criados durante as aulas (Figura
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55 e Figura 56).

Figura 55: Figura enviada por A-1 na segunda avaliacao (questao 1, item c).

-1 4 1 =
4 5 1
1 1 1 5

4

|Determingnte area do triangulo

17 8,5 2
1
0
4 5 1
6 2 1 —
1 1 1
X y
determinante AREA DO TRIANGULO
17 85

Fonte: Imagem enviada pelo A-1.

Figura 56: Figura enviada por A-1 na segunda avaliagao (questao 1, item d).
. >

6 A
k] *
4 *
3
2 # Seriel
1 *
L1}
1] 1 2 3 4 5
4 5 1 |E-am o resultado da drea 0, conclui-se que os pontos s3o colineares, ou seja, estio na mesma reta)
3 3,66 1
1 1 1
x ¥
determinante AREA DO TRIANGULO
-0,02 0,01

Fonte: Imagem enviada pelo A-1.

Com relacao a segunda questao, foi percebido que o aluno A-1 lembrou da
forma da equacao da circunferéncia, mas nao soube desenvolver um raciocinio que o

levasse a resolucao da questao.

O A-2 cometeu erros parecidos aos observados na primeira avaliacao di-
agnostica e nao conseguiu responder os itens a, ¢ e d da primeira questao. No item
b, calculou corretamente a distancia entre os pontos, mas, para obter o perimetro, somou

os valores de forma incorreta.

O aluno 2 enviou alguns calculos como resolucao da questao 2, mas todos

inconclusivos.

Na primeira questao da segunda avaliagao, A-3 novamente apresentou um de-

senho manual com alguns dados do problema e indicou o ponto de encontro das diagonais,

87



mas o desenho foi inconclusivo e ele acabou errando o item a. No item b, nao foi possivel
identificar o raciocinio utilizado para obter alguns dos valores apresentados. No item ¢, o
aluno utilizou uma férmula da geometria euclidiana plana para calcular a area do parale-
logramo, mas aplicou valores incorretos, nao conseguindo encontrar a resposta correta do

problema. O item d e a segunda questao nao foram respondidos.

O A-4 respondeu corretamente todos os itens da segunda questao e trés itens
da primeira questao, mas nao enviou nenhuma resolucao, entao nao foi possivel identificar

qual foi o erro cometido.

O Aluno 5 visualizou as questoes da segunda avaliagdo, mas nao enviou ne-

nhuma resposta.

4.2.3 Resultado das avaliagoes diagndsticas

Em um comparativo entre as duas avaliacoes, nao observou-se relevante me-
lhora no desempenho dos estudantes. Na segunda avaliacao, A-1 resolveu de forma
analitica todos os itens da primeira questao, diferente da primeira avaliagao em que ele
resolveu um dos itens com base na observagao da figura. Outro avango obtido por A-1, na
segunda avaliacao, foi observado na segunda questao, em que ele identificou a forma da

equagao da circunferéncia, enquanto, na primeira avaliagao, nao havia registrado resposta.

A-2 utilizou um raciocinio correto de resolucao em um item da primeira questao
na segunda avaliacao, diferente da primeira avaliacao, em que ele apresentou apenas
calculos desconexos e inconclusivos. Porém, em ambas as avaliagoes, ele nao acertou

nenhuma questao.

Assim como A-2, A-3 nao apresentou nenhuma resposta correta. Um fato
curioso é que ele interpretou corretamente a segunda questao da primeira avaliagao, mas
nao apresentou resolugao para essa mesma questao na segunda avaliacao. Esse fato o levou

a ter um desempenho melhor na avaliagao que antecedeu a aplicagao das atividades.

Ao contrario dos colegas, A-4 obteve um resultado satisfatério nas duas ava-
liacoes. Porém, na segunda, ele nao justificou as respostas apresentadas, o que dificultou

uma avaliagao do seu desempenho.

Lamentavelmente, A-5 nao apresentou solugoes na segunda avaliagdao, entao

nao foi possivel avaliar se, no caso dele, houve algum avanco.

Apesar de os avancos nao serem tao expressivos ao ser feito o comparativo
entre as duas avaliagoes, no dia a dia, em sala de aula, foi possivel perceber que a maioria

dos alunos entenderam os conceitos trabalhados. Com excecao do aluno 3, os demais
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obtiveram notas acima da média na avaliacao feita em sala de aula, de forma presencial,

envolvendo topicos de Geometria Analitica.

Por isso, o que pode-se questionar é se eles nao deram a devida atencao ao
responderem as avaliagoes diagnodstica ou se a construgao do conhecimento ocorreu poste-
riormente, ao estudarem para a avaliacao presencial. Isto se deve a uma certa imaturidade
por parte de alguns alunos que os leva a se preocupar com a nota obtida e nao necessari-

amente com o conhecimento adquirido.

4.3 Avaliacao da proposta na visao dos alunos

Foi disponibilizado um questionario (Apéndice C) para os 10 alunos que par-
ticiparam de duas ou mais aulas, mas apenas seis deles responderam. O questiondrio foi

feito no Google Formularios e as respostas foram obtidas de forma anonima.

O gréfico da Figura 57 indica que os alunos (em maioria) conheciam pouco
ou nada do Excel antes da aplicacao da metodologia. Foi possivel perceber, ao fazer um
comparativo entre os graficos da Figura 57 e da Figura 58, que a maioria deles relataram

que seus conhecimentos aumentaram apos as aulas.

Figura 57: Resultado da primeira pergunta do questionario.

1. O quanto vocé conhecia do Microsoft Excel antes das aulas?

6 respostas

@ Muito
® Medio

Pouco
@ Mada

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.
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Figura 58: Resultado da segunda pergunta do questionéario.

2. Apos as aulas, o quanto seu conhecimento sobre o Microsoft Excel aumentou?

& respostas

@ Wuito
@ Wédio
& Pouco
@ Mada

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

Os alunos puderam identificar que possuiam uma certa dificuldade ao traba-
lharem com o Excel, mas classificaram essa dificuldade como pequena ou média (Figura
59).

Figura 59: Resultado da terceira pergunta do questionario.

3. Depois das aulas, como vocé classifica sua dificuldade ao usar o Microsoft Excel?

6 respostas

& Imensa
@ Grande
& Meadia

@ FPequena
@ Nenhuma

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

As questoes quatro, cinco e seis abordavam especificamente a contribuicao de
estudar tépicos de Geometria Analitica com o auxilio do Excel. A maioria dos alunos
afirmaram que o desempenho do Excel foi muito bom (Figura 60), ajudou muito na
construgao dos conceitos matematicos (Figura 61) e, em nivel médio, apresenta clareza e

praticidade no estudo dos topicos trabalhados (Figura 62).

Porém, essa construcao de conhecimentos nao foi observada nas avaliagoes
diagnésticas. Assim, questionou-se se isso poderia indicar que a dificuldade na resolugao

de problemas estd mais relacionada a interpretacao e a “matematica béasica”, por exemplo.
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Figura 60: Resultado da quarta pergunta do questionario.
4. Em relagao a resolugao de problemas envolvendo topicos de Geometria Analitica. como
vocé avalia o desempenho do Microsoft Excel?

& respostas

@ Muito bom
@ Bom

® Mediano
@ Ruim

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

Figura 61: Resultado da quinta pergunta do questionério.

5. O quanto o uso do Microsoft Excel ajudou na construgao de conceitos matematicos sobre
topicos de Geometria Analitica?

6 respostas

& Muito
& Médo
@ Pouco
& Nada

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

Figura 62: Resultado da sexta pergunta do questionario.
6. O guanto o uso do Microsoft Excel proporcional clareza e praticidade no estudo de
topicos de Geometria Analitica?

b respostas

@ Muito
@ Médio
@ Fouco
@ Nada

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

As respostas obtidas na sétima e oitava questoes refletem o que foi exposto

no relato de experiéncia (Segdo 4.1). A maioria dos alunos nao tiveram problemas ao
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desenvolver as atividades propostas (Figura 63). Um deles afirmou que teve dificuldade
em implementar as férmulas (Figura 64). Porém os problemas relatados durante as aulas

foram resolvidos.

Figura 63: Resultado da sétima pergunta do questionéario.
7. Durante o estudo de topicos de Geometria Analitica, houve problemas técnicos em
relagao ao Microsoft Excel?

b respostas

@ Nio
@ Sim

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

Figura 64: Resultado da oitava pergunta do questionario.

8. Se sua resposta na questao anterior foi sim, qual foi o problema enfrentado?

1 resposta

As formulas ndo davam certo e os resultados ndo batiam.

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

A maioria dos alunos avaliaram como “grande” as instrugoes apresentadas
sobre o Excel (Figura 65). Os elogios, reclamagoes e sugestoes apresentados pelos mesmos

podem ser observados na Figura 66.
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Figura 65: Resultado da nona pergunta do questionéario.
9. Como vocé avalia as instrugdes apresentadas sobre o Microsoft Excel no estudo de
topicos de Geometria Analitica?

6 respostas

@ Imensa
@ Grande
@ Média

@ Pequena
@ Nenhuma

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.

Figura 66: Resultado da décima pergunta do questionario.

10. Agradecemos imensamente sua participagao neste projeto. Utilize este espago para
acrescentar informagdes que julgar necessarias (elogios, reclamagdes, sugestdes, etc).

& respostas

Parabenizar pelas aulas, pessoas que ndo tinham nenhum conhecimento agora conseguem dar conta do
Excel.

Por meio do projeto, pude compreender melhor os conteddos.

Ao meu ver, @ turma obteve um bom entendimento sobre as fungdes basicas do Excel, as aulas obtiveram
otimo redimento pessoal e ndo ha do que reclamar.

Achei muito interessante as aulas, pois ndo sabia de muito dos usos do Excel que foram apresentados.

Kelly vc & uma &tima prof! Sempre dedicada em suprir 8s necessidades dos alunos e melhorar o
conhecimento dos mesmos... continue sempre assim @& &

Fonte: Imagem obtida através das respostas dos alunos.
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Consideracoes finais

As tecnologias estao sendo inseridas nos mais diversos ramos da sociedade, e,
por vivermos na era digital, o sistema de ensino é diretamente afetado. Um real desafio
encontrado nessa era € incentivar e atrair a atencao dos alunos que estao acostumados a
ter amplo e rapido acesso a informacoes através da internet e de ferramentas digitais, que

muitas vezes sao utilizadas de forma inconsciente ou inapropriada.

Imediatistas, impacientes e acriticos, os alunos da Geragao Z encontram difi-
culdades em se adaptar aos moldes “tradicionais” de ensino, ou seja, aulas expositivas em
que o protagonista ¢ o professor e os alunos nao participam do processo de construcao
do conhecimento. Por isso, as metodologias ativas, aquelas que estimulam a autonomia
do estudante e fazem com que ele participe do processo de ensino-aprendizagem, sao

indispensaveis.

As TIC podem ser um instrumento eficaz para tornar as aulas mais significati-
vas ao passo que atendem as exigéncias da BNCC de utilizar as tecnologias digitais para

se comunicar e produzir conhecimento em ambiente escolar e em outras préticas sociais.

Almejando desenvolver as competéncias propostas pela BNCC e entendendo
a importancia de proporcionar uma educagao digital para que os alunos (ao passo que
adquiram conhecimentos cientificos e se desenvolvam socialmente) foi desenvolvida uma
sequéncia de atividades para trabalhar topicos de Geometria Analitica com o auxilio do
Excel. Tais atividades foram aplicadas a estudantes da 32 série do Ensino Médio do

Colégio Interativa da rede privada de Foz do Iguacu.

Por meio da proposta, os alunos puderam participar do processo de construgao
do conhecimento ao passo que desenvolviam novas habilidades. Uma das formas de ava-
liar o progresso dos alunos foi através de avaliacoes diagnosticas. Nessas, os alunos nao
obtiveram resultados satisfatorios, mas apresentaram pequenos avancos em relacao aos

topicos estudados.

Também foi aplicado um questionario para avaliarmos se, na visao dos partici-
pantes, a metodologia utilizada auxiliou no aprendizado. Nesse, feito de forma andnima, os

alunos afirmaram que aumentaram seus conhecimentos acerca do Excel e que entenderam
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os conceitos trabalhados, o que nos levou a questionar se o resultado obtido nas avaliagoes
diagnéstica se deve ao fato de eles possuirem dificuldades em interpretar questoes e em

trabalhar com a matematica basica, por exemplo.

Infelizmente, sabe-se que nao sao todos os colégios que possuem uma infra-
estrutura adequada para que atividades, como as desenvolvidas nesse trabalho, sejam
aplicadas. Além disso, a falta de formagcao dos professores inibi o uso das TIC e dificulta
a criagao de metodologias ativas. Por isso, ha de se pensar em politicas publicas que

fornecam o necessario para garantir, sob todas as suas formas, um ensino de qualidade.
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APENDICE A - Primeira avaliacao

Atencgao: A avaliagao abaixo é parte da pesquisa “Ensino de Tépicos de Geometria
Analitica com auxilio de planilhas eletronicas”. Convidamos vocé a participar desta pes-
quisa. Caso aceite e seja maior de 18 anos (inclusive), solicitamos o preenchimento do
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO — TCLE (anexo a esta ava-
liacao). Caso aceite mas seja menor de 18 anos, solicitamos o preenchimento do TERMO
DE ASSENTIMENTO — TA bem como o preenchimento (por seu responséavel) do TERMO
DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO — TCLE (anexos a esta avaliagao).
Eu, Kelly Kananda Teixeira Antunez, bem como minha orientadora, Rosangela Villwock,

agradecemos sua participagao.
Avaliagao diagnéstica

1. Na figura a seguir, A, B C e D sao os quatro vértices de um paralelogramo (quadrilétero

com lados opostos paralelos). Determine o que se pede em cada item.

Figura 67: Imagem da primeira questao - Primeira avaliacao.
Y

Fonte: a prépria autora.

a) Sabe-se que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. Determine o ponto

M de intersecao das diagonais, ou seja, o ponto em que as diagonais se encontram.

b) Qual o perimetro do paralelogramo ABCD?
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¢) Qual a area do paralelogramo ABCD? Dica: divida a figura em dois triangulos.

d) o ponto E(0,6;0) pertence a diagonal BD? Justifique sua resposta.

2. Na figura, o ponto P(12,6) é a representagao, no plano cartesiano, da localizacao de
uma antena de telefonia celular. A unidade de medida é o quilometro. Os sinais dessa
antena podem ser captados até uma distancia maxima de 10 km. Assim sendo, a regiao

que recebe seus sinais esta sombreada na figura.

Figura 68: Imagem da segunda questao - Primeira avaliacao.
v

~___— °

Fonte: a prépria autora.

a) Se o ponto D(z,y) estd sobre a circunferéncia que delimita a regiao que recebe os sinais

dessa antena, qual a distancia entre D e P?

b) Trés residéncias estao localizadas, nesse plano, nos pontos A(6,22), B(3,10) e C(5, 22).
Com base na relagao obtida no item a, verifique se essas residéncias recebem os sinais da

antena.

c¢) Escreva uma equagao capaz de identificar se um ponto qualquer de coordenadas (z,y)

pertence a circunferéncia que delimita a regiao que recebe os sinais dessa antena.
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w unioeste

Universidade Estadval do Oeste do Parana provado na

Pro-Reitoria de Pesquisa e P6s-Graduagao
Comité de Etica em Pesquisa — CEP CONEP em 04/08/2000

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TCLE

Titulo do Projeto: Ensino de Topicos de Geometria Analitica com auxilio de planilhas
eletronicas

Certificado de Apresentacéo para Apreciacéo Etica — “CAAE” N°
Pesquisador para contato: Kelly Kananda Teixeira Antunez
Telefone: (45) 999354515

Endereco de contato (Institucional): UNIOESTE — Universidade Estadual do Oeste do
Parand, R. Universitaria, 1619 — Universitario, Cascavel - PR — Brasil, CEP 85819-110,
fone +55 (45) 3220-3000.

Convidamos vocé a participar de uma pesquisa “Ensino de Tépicos de Geometria Analitica
com auxilio de planilhas eletrénicas”. Os objetivos sdo analisar os beneficios da insercao
de tecnologias (planilha eletrénica) no desenvolvimento de conteudos de Geometria
Analitica no Ensino Médio, bem como incentivar a participagdo dos alunos no processo de
construgdo do conhecimento e contribuir para o desenvolvimento social dos educandos,
por proporcionar a familiarizacdo de uma tecnologia utilizada no mercado de trabalho.
Para que isso ocorra, vocé tera que realizar, utilizando a planilha eletrénica, uma
sequéncia de atividades sobre contetdos de Geometria Analitica como Distancia entre
dois pontos; Equagdo da Circunferéncia; Colinearidade e Area de Tridangulos. Sera
aplicado um questionario para analisar se, na sua visdo, a metodologia utilizada auxiliou
no aprendizado. A avaliacdo dos beneficios da insercao da tecnologia no desenvolvimento
do conteudo de Geometria Analitica serd realizada por meio de comparativo entre
avaliacdo diagnodstica e avaliacdo pos aplicacdo da metodologia proposta. Devido as



restricdes causadas pela covid19, o desenvolvimento da atividade sera por meio de aula
remota, em horario contraturno e vocé tera que utilizar seus computadores pessoais.
Vocé podera a qualquer momento desistir de participar da pesquisa sem qualquer
prejuizo. Para que isso ocorra, basta informar, por qualquer modo que |lhe seja possivel,
que deseja deixar de participar da pesquisa e qualquer informacéo que tenha prestado
sera retirada do conjunto dos dados que serao utilizados na avaliagdo dos resultados.

Vocé nao recebera e ndo pagara nenhum valor para participar deste estudo.

Noés pesquisadores garantimos a privacidade e o sigilo da sua participacdo em todas
as etapas da pesquisa e de futura publicacdo dos resultados. O seu home, endereco, voz
e imagem nunca serdo associados aos resultados desta pesquisa.

As informacdes que vocé fornecer serdo utilizadas exclusivamente nesta pesquisa.
Caso as informacdes fornecidas e obtidas com este consentimento sejam consideradas
Uteis para outros estudos, vocé sera procurado para autorizar novamente 0 uso.

Este documento que vocé vai assinar contém trés paginas. Vocé deve vistar
(rubricar) todas as paginas, exceto a ultima, onde vocé assinara com a mesma assinatura
registrada no cartorio (caso tenha). Este documento esta sendo apresentado a vocé em

duas vias, sendo que uma via é sua. Sugerimos que guarde a sua via de modo seguro.

Caso vocé precise informar algum fato ou decorrente da sua participacdo na
pesquisa e se sentir desconfortavel em procurar o pesquisador, vocé poderad procurar
pessoalmente o Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos da UNIOESTE (CEP),
de segunda a sexta-feira, no horario de 08h00 as 15h30min, na Reitoria da UNIOESTE,
sala do Comité de Etica, PRPPG, situado na rua Universitaria, 1619 — Bairro Universitario,
Cascavel — PR. Caso prefira, vocé pode entrar em contato via Internet pelo e-mail:
cep.prppg@unioeste.br ou pelo telefone do CEP que é (45) 3220-3092.

Declaro estar ciente e suficientemente esclarecido sobre os fatos informados neste

documento.

Nome do sujeito de pesquisa:
Nome do responsavel:

Assinatura do responsavel:



Eu, Kelly Kananda Teixeira Antunez, declaro que forneci todas as informacgdes sobre este

projeto de pesquisa ao participante.

=1

Assinatura do pesquisador: Y\, e Ao bit

Cascavel, 01 de abril de 2021.



U unioeste

Universidade Estadual do Oeste do Parana

Pro-Reitoria de Pesquisa e Pds-Graduacéo Aprovado na
Comité de Etica em Pesquisa — CEP CONEP em 04/08/2000

TERMO DE ASSENTIMENTO - TA (Criangas 2 07 anos de idade)

Titulo do Projeto: Ensino de Toépicos de Geometria Analitica com auxilio de planilhas
eletronicas

Pesquisador responsavel e colaboradores com telefones de contato: Rosangela Villwock
(45999381342); Kelly Kananda Teixeira Antunez (45999354515)

Convidamos vocé a participar de nossa pesquisa que tem o objetivo de analisar os
beneficios da insercdo de tecnologias (planilha eletrénica) no desenvolvimento de
conteudos de Geometria Analitica no Ensino Médio e contribuir para o desenvolvimento
social dos educandos, por proporcionar a familiarizagcdo de uma tecnologia utilizada no

mercado de trabalho.

Para isso vocé tera que desenvolver algumas atividades, sobre conteldos de Geometria
Analitica, com o auxilio de planilhas eletrbnicas. Sera aplicado um questionario para
analisar se, na sua visédo, a metodologia utilizada auxiliou no aprendizado. A avaliacao dos
beneficios da insercdo da tecnologia no desenvolvimento do conteudo de Geometria
Analitica sera realizada por meio de comparativo entre avaliacdo diagndstica e avaliacéo
pos aplicacdo da metodologia proposta. Devido as restricdes causadas pela covidl9, a
aplicacdo da atividade serd por meio de aula remota e vocé tera que utilizar seu

computador pessoal.

Para participar deste estudo, o seu responsavel legal devera autorizar a sua participacao
mediante a assinatura de um Termo de Consentimento. A ndo autorizacdo do seu
responsavel legal invalidara este Termo de Assentimento e vocé nao podera participar do

estudo.



Classificamos como MINIMO o risco deste estudo, pois se trata de metodologia aplicada
em sala de aula (mesmo que remota). Ndo sera realizada nenhuma intervengcdo ou
modificacdo intencional nas variaveis fisioldégicas ou psicolégicas e sociais dos individuos

que participardo do estudo.

Para questionamentos, duvidas ou relatos de acontecimentos os pesquisadores poderéo

ser contatados a qualquer momento pelo telefone.

Declaro estar ciente do exposto e desejo participar do projeto Ensino de Tépicos de

Geometria Analitica com auxilio de planilhas eletrénicas.

Nome do participante:

Assinatura:

Eu, Kelly Kananda Teixeira Antunez, declaro que forneci todas as informacdes sobre este

projeto de pesquisa ao participante.

Assinatura do pesquisador: W e W U’&
MDA N NGNS ) 'Y\m)

Cascavel, 01 de abril de 2021.
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APENDICE B - Segunda avaliacao

Avaliagao pés aplicagao da metodologia

1. Na figura a seguir, A, B C e D sdo os quatro vértices de um paralelogramo (quadrildtero

com lados opostos paralelos). Determine o que se pede em cada item.

Figura 69: Imagem da primeira questao - Segunda avaliacao.
5 Y

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 i}

Fonte: a prépria autora.

a) Sabe-se que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. Determine o ponto

M de intersecao das diagonais, ou seja, o ponto em que as diagonais se encontram.
b) Qual o perimetro do paralelogramo ABCD?

¢) Qual a drea do paralelogramo ABCD? Dica: divida a figura em dois triangulos.

33
d) o ponto E(3, 5) pertence a diagonal BD? Justifique sua resposta.

2. Na figura, o ponto P(8,4) é a representagao, no plano cartesiano, da localizagao de
uma antena de telefonia celular. A unidade de medida é o quilometro. Os sinais dessa
antena podem ser captados até uma distancia maxima de 5 km. Assim sendo, a regiao

que recebe seus sinais esta sombreada na figura.
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Figura 70: Imagem da segunda questao - Segunda avaliacao.
¥y

~___— °

Fonte: a prépria autora.

a) Se o ponto D(x,y) estd sobre a circunferéncia que delimita a regido que recebe os sinais

dessa antena, qual a distancia entre D e P?

b) Trés residéncias estao localizadas, nesse plano, nos pontos A(5,1), B(4,7) e C(12,8).
Com base na relacao obtida no item a, verifique se essas residéncias recebem os sinais da

antena.

c¢) Escreva uma equagao capaz de identificar se um ponto qualquer de coordenadas (z,y)

pertence a circunferéncia que delimita a regiao que recebe os sinais dessa antena.
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APENDICE C - Questionario

Questionario sobre o estudo de topicos de Geometria Analitica com o auxilio
do Microsoft Excel

1. O quanto voceé conhecia do Microsoft Excel antes das aulas?

() Muito () Médio () Pouco () Nada

2. Apods as aulas, o quanto seu conhecimento sobre o Microsoft Excel aumentou?

() Muito () Médio () Pouco () Nada

3. Depois das aulas, como vocé classifica sua dificuldade ao usar o Microsoft Excel?

() Imensa () Grande () Média () Pequena () Nenhuma

4. Em relacao a resolucao de problemas envolvendo tépicos de Geometria Analitica, como

voce avalia o desempenho do Microsoft Excel?

() Muito bom () Bom () Mediano () Ruim

5. O quanto o uso do Microsoft Excel ajudou na construcao de conceitos matematicos

sobre tépicos de Geometria Analitica?

() Muito () Médio () Pouco () Nada

6. O quanto o uso do Microsoft Excel proporciona clareza e praticidade no estudo de

topicos de Geometria Analitica?

() Muito () Médio () Pouco () Nada
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7. Durante o estudo de tépicos de Geometria Analitica, houve problemas técnicos em

relacao ao Microsoft Excel?

()Nao ()Sim

8. Se sua resposta na questao anterior foi sim, qual foi o problema enfrentado?

9. Como vocé avalia as instrugoes apresentadas sobre o Microsoft Excel no estudo de

topicos de Geometria Analitica?

() Imensa () Grande () Média () Pequena () Nenhuma

10. Agradecemos imensamente sua participacao neste projeto. Utilize este espaco para

acrescentar informagoes que julgar necessarias (elogios, reclamagoes, sugestoes, etc).
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