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RESUMO

INFERENCIA E DIAGNOSTICO NO MODELO ESPACIAL LINEAR T-STUDENT REPARAMETRIZADO:
APLICACOES A DADOS AGRICOLAS

Este trabalho visou estudar e desenvolver técnicas de inferéncia e diagndsticos para o
modelo espacial linear t-Student reparametrizado sem e com repeticao, aplicado para dados
agricolas. Inicialmente, realizou-se uma reparametrizacao da distribuigédo t-Student supondo a
existéncia do segundo momento finito, sendo apresentadas algumas propriedades recorrentes.
Provaram-se expressdes analiticas para a funcao escore e matriz de Fisher da distribuicao
reparametrizada. Abordou-se um enfoque para a estimacao dos parametros desenvolvendo
um algoritmo lterativo. Apresentaram-se critérios de escolha para o melhor modelo através
do parametro de forma 7. Desenvolveu-se a analise de diagnéstico para detectar a presenca
de observacgdes influentes e possiveis outliers. Estes procedimentos foram desenvolvidos
sem e com repeticdo. Trés artigos foram construidos a partir do desenvolvimento deste
trabalho: diagnéstico de influéncia em um modelo espacial linear t-Student reparamentrizado,
inferéncia estatistica no modelo espacial linear t-Student reparametrizado, modelo espacial
linear t-Student reparametrizado com repeticdo. Conclui-se que a modelagem espacial linear
t-Student reparametrizada permite uma modelagem mais robusta na presenga de observagdes
influentes.

Palavras—chave: Algoritmo iterativo; andlise de influéncia; geoestatistica; modelagem robusta.



ABSTRACT

INFERENCE AND DIAGNOSTICS IN THE REPARAMETERIZED T-STUDENT SPATIAL LINEAR MODEL.:
APPLICATIONS TO AGRICULTURAL DATA

This research aims at studying and developing the inference and diagnostic techniques for
reparametrized t-Student linear spatial model, with and without replication, applied to data
agricultural. Initially, a t-Student distribution reparametrization was carried out, assuming the
existence of the second finite moment, with some recurring properties. Analytical expressions
were tested for the score function and Fisher matrix of reparameterized distribution. The
approach occurred to estimate some parameters, based on the development of an Iterative
algorithm. Some criteria were shown to choose the best model by the shape parameter .
A diagnostic analysis was developed to detect the presence of influential observations and
possible outliers. These procedures were developed without and with replication. Three
papers were written due to the development of this research: diagnosis of influence in a
reparameterized t-Student spatial linear model, statistical inference in reparameterized t-Student
spatial linear model, reparameterized t-Student spatial linear model with replication. Finally, it
can be concluded that reparametrized t-Student linear spatial modeling allows a more robust
modeling in the presence of influential observations.

Keywords: lterative algorithm; influence analysis; geostatistics; robust modeling.
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1 INTRODUCAO

A Geoestatistica tem um papel fundamental na Agricultura de Precisédo, pois suas
técnicas possibilitam a constru¢cdo de mapas tematicos que determinam a estrutura da
dependéncia espacial dos atributos fisicos e quimicos do solo associados a produtividade
da cultura. Assim, é possivel detalhar os fatores de producado e definir tanto a aplicacao
localizada de insumos como o manejo diferenciado das culturas. O conhecimento da estrutura
de dependéncia espacial da produtividade da soja e sua relagdo com os atributos quimicos
e fisicos do solo sdo essenciais para 0 manejo adequado da cultura. Nora et al. (2017)
constatam que um sistema de manejo dos cultivares de milho, trigo e soja requer informagdes
precisas sobre a dependéncia espacial, e a interacdo entre alta qualidade quimica € uma
estratégia eficiente para o potencial de rendimento dos cultivares. Porém, observagdes atipicas
podem afetar a variabilidade espacial, pois levam a resultados menos préximos da realidade,
especialmente quando a distribuicdo normal de probabilidade esta sob suposicao. Assumpgao
et al. (2014) e Schemmer et al. (2017) relatam sobre a sensibilidade da distribuicdo normal
para valores atipicos. Os autores ainda destacam que tal modelagem com distribuicado normal
na presenca de valores atipicos pode gerar mapas imprecisos.

Uma solugao para este problema é a utilizagdo de modelos robustos. Segundo Cysneiros
et al. (2005), os modelos da classe das distribuigcbes simétricas permitem reduzir a influéncia
dos valores atipicos, incorporando parametros adicionais que ajustam a curtose da distribuicao
dos dados. A distribuicdo t-Student pertence a classe das distribuicdes simétricas, apresentam
propriedades de maior flexibilidade quanto ao grau de curtose, tem como parametro adicional
o grau de liberdade e apresentam caudas mais pesadas que a distribuicdo normal. Sob
estas consideragdes, varios trabalhos foram realizados. Kotz e Nadarajah (2004) apresentam
quase todos os resultados disponiveis na literatura sobre distribuicées multivariadas t-Student
publicados nos ultimos 50 anos. Kibria e Joarder (2006) descrevem uma breve revisdo sobre a
distribuicao t-Student multivariada. Nadarajah e Kotz (2008) mostram métodos de estimagao
para a distribuicdo t-Student multivariada e Grigelionis (2013) apresenta como construir a
distribuicao t-Student multivariada a partir de uma mistura da distribuicdo normal e a distribuicao
gaussiana inversa.

Lange et al. (1989) propuseram duas reparametrizacées no parametro de forma para
a distribuicao t-Student, em que permite a existéncia do segundo momento finito e uma
comparacao direta entre a matriz de covariancia das distribuigdes t-Student e normal. Sutradhar
(1993) desenvolveu uma versao reparametrizada da distribuigao t-Student e teste de escore
para a matriz de covariancia. Fiorentini et al. (2003) apresentam estimativas e inferéncias
de maxima verossimilnanca com base em uma distribuicdo t-Student reparametrizada. A
reparametrizag@o auxilia o estimador de maxima verossimilhanga e na construgéo do algoritmo



EM (DEMPSTER et al., 1977). Galea e Castro (2017) apresentam a inferéncia robusta em um
modelo funcional linear com replicagées usando a distribuigao t-Student.

Na Geoestatistica, muitos trabalhos foram desenvolvidos considerando a matriz de
covariancia a partir da distribuigdo normal. Logo, é importante que, quando outros modelos
sejam considerados, uma reparametrizacao na matriz de covariancia seja feita para torna-la
comparavel. E, além de poucos trabalhos ja terem sido apresentados considerando uma
distribuicao t-Student reparemeterizada, nenhum deles considera a forma paramétrica da
matriz de covariancia para estudar a dependéncia espacial entre observagdes. Portanto, a
proposta desta tese é a extensao do trabalho apresentado por Assumpgéo et al. (2014), a qual
trabalharam com modelos espaciais t-Student e De Bastiani et al. (2017), a qual trabalharam
com modelos lineares gaussianos com repeticoes e, para este estudo, apresentam-se os
modelos lineares t-Student reparemeterizada sem e com repeticoes.

1.1 Motivacao

O Brasil € o quarto maior consumidor de fertilizante do mundo. Nas ultimas décadas,
0 consumo tem crescido em média 6% ao ano (ANDA, 2014). As culturas da soja e do milho
sao responsaveis pelo consumo de 50% dos fertilizantes no Brasil (CUNHA et al., 2010). A
Agricultura de precisao (AP) surge como uma importante ferramenta para evitar a utilizagao
desnecessaria de fertilizantes. Segundo Richart et al. (2016), a AP é capaz de maximizar a
producgéo de forma racional e evitar a superdosagem ou subdosagem de insumos. Magalhées
et al. (2012) ressaltam que a AP busca aplicar os insumos de forma localizada, geralmente em
taxas variaveis, levando em consideracao a variabilidade das areas produtivas. Molin (2001)
relata que a partir da variabilidade espacial, por meio da amostragem de solo georreferenciadas,
tomam-se as decisGes necessdrias para que se possam prescrever operagdes e aplicacoes
dos insumos em dosagem prescritas e de forma localizadas. Isto se torna possivel, pois na
AP, sdo aplicados os principios da geoestatistica para caracterizar a variabilidade espacial
dos atributos que fazem parte dos fatores de producao agricola (AMADO et al., 2007). Com
isso, essa ferramenta permite identificar zonas com restricbes quimicas que possam limitar
o rendimento e, posteriormente, realizar a corregdao de maneira adequada (SANCHEZ et al.,
2009).

A utilizacdo da geoestatistica na Agricultura de Precisao possibilita a construcéo de
mapas que determinam a variabilidade espacial dos atributos fisicos-quimicos do solo, bem
como a aplicagao de insumos agricolas em locais corretos e quantidades adequadas para
a obtencao de areas homogéneas. Como exemplo, verifica-se na Figura 1 que a area em
estudo apresenta regides de menor produtividade da soja (¢t ha™!). As duas menores classes
S80 2,29 — 2,33 e 2,33 — 2,36 (t ha~') e em sua maior totalidade estdo localizadas na regido
central do mapa. A partir desta analise, define-se um plano estrategico para o melhoramento
na fertilidade do solo desta regiao.
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Figura 1 Area georreferenciada e Mapa da produtividade de soja em fungéo das covariaveis
quimicas

Além disso, a partir do modelo espacial linear, podem-se obter informacdes valiosas
de cada localizacdo, assim como o valor especifico de cada atributo para determinar a dose
adequada para a corregao do solo.
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Figura 2 Gréficos referentes a produtividade de soja

A Figura 2 (a) apresenta um exemplo da presenca de pontos discrepantes, os quais estao
identificados espacialmente na Figura 2 (b). Estes, por sua vez podem alterar consideravelmente
os resultados das andlises de dependéncia espacial e consequentemente influénciar na
construgdo dos mapas tematicos (RICHETTI et al., 2016). Em grande parte dos estudos,
a modelagem estatistica € baseada na distribuicdo normal, sendo essa sensivel a valores
atipicos. Assim, a distribuicao t-Student multivariada torna-se particularmente atrativa, pois
possui caudas mais pesadas que a normal, por isso, torna-se essencial quando se analisam e
inferem resultados de dados provenientes de estudos agricolas. Os mapas devem representar
uma estimativa eficiente das condi¢oes reais do campo, ja que sao importantes informacdes

utilizadas para a manutengao de um sistema agricola de manejo localizado, visando a maior



produtividade e otimizacdo da aplicagéo de insumos agricolas.



2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Desenvolver inferéncia estatistica e estudar a andlise de diagnéstico de pontos influentes
no modelo espacial linear t-Student reparametrizado com e sem repeticoes.

2.2 Objetivos especificos

(i) Desenvolver diagnéstico de influéncia em um modelo espacial linear t-Student

reparametrizado;
(i) Aplicar inferéncia estatistica no modelos espaciais lineares t-Student reparametrizado;

(iiiy Propor um modelo espacial linear t-Student reparametrizado com repeti¢oes.



3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Distribuicao t-Student multivariada reparametrizada

A necessidade de analisar observacdes continuas multivariadas surge com frequéncia
em diversas areas do conhecimento. Em particular, a maioria das inferéncias estatisticas
associadas as estimativas e dos testes de hipéteses, neste contexto, baseia-se no pressuposto
da normalidade (MARDIA et al., 1992; ANDERSON, 2003; HARDLE; SIMAR, 2012). Embora a
maioria destes estudos esteja relacionada a simplicidade e a utilidade da distribuicdo normal,
sabe-se que a inferéncia estatistica baseada nessa distribuicao € suscetivel a presencga de
dados atipicos, pois 0s momentos de quarta ordem da distribuicao normal sdo determinados
pelo primeiro e segundo momento da distribuicdo, impossibilitando o ajuste da curtose das
observagoes.

Especificamente, é necessério considerar distribuicbes alternativas que nos permitam
contornar essa limitacao da distribuicao normal multivariada. Nessa diregcao, varios autores
apresentam o uso da distribuigao t-Student multivariada como alternativa a distribuicdo normal.
Esta distribuicdo tem sido amplamente utilizada no estudo de dados reais por possuir caudas
mais pesadas e permitir que os pontos discrepantes, presentes no conjuto de dados, sejam
englobados (LANGE et al., 1989; OSORIO et al., 2007). Além disso, € uma distribuicao simétrica
com parametro de forma extra, denominado grau de liberdade, representado por v (v > 0), que
permite modelar a curtose dos dados.

Existem casos especiais da distribuicao t-Student, tais como a distribuicdo denominada
Centralse u = 0. Notequesen =1, u = 0 e X = 1, entdo a funcéo densidade de probabilidade
(fdp) reduz para a distribuigdo t-Student univariada. Se n = 2, entdo, a equagéao fdp € uma
ligeira modificagao de superficie bivariada de Pearson. Se o grau de liberdade v =1, afdp é a
distribuigao n-variada de Cauchy. Se (v + n)/2 = m, sendo m um inteiro, a fdp é a distribuigao
n-variada de Pearson tipo VII. A forma limitante quando v — oo é a funcdo de densidade
de probabilidade conjunta da distribuicido normal n-variada com vetor de média p e matriz de
covariancia X (NADARAJAH; KOTZ, 2008).

Dentre os diversos trabalhos com a distribuigcdo t-Student multivariada, tem-se: a
estimacao de maxima verossimilhanca para a distribuicao t-Student multivariada usando
o algoritmo EM e certas variagdes, discutidos por (LITTLE, 1988; LIU; RUBIN, 1995; LIU,
1997). Lange et al. (1989) e Lange e Sinsheimer (1993) demonstraram o uso da distribui¢cao
t-Student em regressédo e analise multivariada. Sutradhar (1993) prop6s um teste C(«) para
provar a hipétese que afirma que a matriz de covariancia é igual a uma determinada matriz
considerando a distribuicao t-Student. Por outro lado, Bolferine e Arellano-Valle (1994) e
Bolfarine e Rojas (1996) aplicaram a distribuicdo t-Student em modelos de erro de medicéo e
calibragdo comparativa estrutural, respectivamente. Xie et al. (2007) apresentaram medidas de



diagndstico para avaliar as observagoes influentes. Enquanto Finegold e Drton (2011) usaram
duas abordagens para a modelagem robusta de dados de expressao génica considerando a
distribuicao t-Student multivariada.

Porém, para obter uma comparagéo direta entre a matriz de covariancia da distribui¢cao
t-Student n-variada e a normal n-variada, Lange et al. (1989) sugerem a reparametrizagao do
grau de liberdade da distribuicao, que permite a existéncia do segundo momento finito. Além
disso, citam que ha melhora da inferéncia quando o grau de liberdade apresenta uma das
seguintes transformagdes: v = 1/n ou v = log(n). Sutradhar (1993) desenvolveu uma versao
reparametrizada da distribuigao t-Student e do teste de escore para a matriz de covariancia.
Bolfarine e Rojas (1996) relatam a substituicao da distribuicdo normal pela distribuigao t-Student.
Fiorentini et al. (2003) apresentam uma das primeiras aplicacdes da reparameterizacdo do grau
de liberdade sugerido por Lange et al. (1989), assim como a estimativa e a inferéncia da maxima
verossimilhanga com base na distribuicao t-Student reparametrizada. Esta reparametrizacao
auxiliou no procedimento de estimativa da maxima verossimilhanga e na construgao do algoritmo
EM (DEMPSTER et al., 1977). Schemmer et al. (2017) apresentam a distribuicao t-Student
reparametrizada referente a transformagéo v = 1/n, ao aplicarem este estudo a dados de
produtividade da soja. Galea et al. (2020) estenderam os trabalhos de Lange et al. (1989)
e Sutradhar (1993), apresentando a estimacao de parametros, utilizando o algoritmo EM e
discutiram os testes assintéticos sendo: a razdo de verossimilhanga, Wald, escore e estatistica
de gradiente.

Para maior clareza, apresentam-se algumas propriedades basicas da distribuicao
t-Student multivariada baseada na reparametrizagéo introduzida por Sutradhar (1993) e Osorio
e Galea (2015) . O resultado a seguir apresenta um resumo das propriedades da distribuicdo
Tn (1, 2, 1).

Definicao 3.1. Seja Y um vetor aleatdrio n-dimensional com fungdo de densidade definida
por:
Fr(y) = Ka(n) B2 [L+ c(n)s] 2 3.1)

em que:

n o (14nn

2 1
Kn(n)i <C(77)> ( 2 >>0<77<>

()
y

comc(n) = n/(1—2n),0 = (Y —p)' S (Y —u) e T(.) é a fungdo gama. Como'Y tem
fungdo densidade de probabilidade dada por (3.1), denota-se porY ~ ,,(pn, ¥,n), portanto, o
vetor'Y tem distribuicdo t-Student n-variada reparametrizada com vetor de média p, matriz de
covaridncia 3 e pardmetro de forma .

Logo, o vetor aleatério Y apresenta as seguintes propriedades:

Proposicao 3.1. O vetor aleatério Y pode ser escrito usando a seguinte representacao:

11
Y|u~ Ny(p, Su™) eun~G —,—,
e Ml B ) o Gama <2n 2c(n)>



com c(n) =n/(1—2n).

Proposicao 3.2. Segundo Pinheiro et al. (2001), tem-se que Gama(a, ) € a distribuicdo
Gama com pardmetros « e 3, definidos pela funcdo de densidade de probabilidade dada por:

Bu" ! exp(—up)
I'(«a) ’

h(u) =

emqueu>0,a>0ep>0. Ha também as seguintes definicoes:

BT (o — a)
I'(a) n

Var(u) =

E (log(u)) = ¢(a) —log(p),

comy(a) = dlog(I'(u))/0u é denominada a funcdo Digama. Em nosso estudo, os pardmetros

E(u) =

5
) -

«a e 8 sdo definidos, sendo u ~ Gama (2177, 5e( )> logo:

E(w) - 2,
(1 VT (59
E(u )_<20(77)) F(ﬁ) ;
Var(u) = 2627](77) )

Proposicao 3.3. O vetor de médias e a matriz de covaridncia de' Y sdo dados por E(Y) =
p e Cov(Y) = X, respectivamente. Alem disso, considerando-se a esperanga condicional,
obtém-se:

E(Y) = E(E(Y|u) = p,

Cov(Y) = E(Cov(Y|u)) + Cov(E(Y |u)) = X.

Proposicdo 3.4. Sejad = (Y —p)' 7' (Y — p) a distdncia de Mahalanobis. Entdo, a
(=) ()
1-29 n

Proposicao 3.5. O coeficiente de curtose multivariado (MARDIA, 1970). Definido por:

variavel aleatdria :

Note que E(0) =

Bo =E{(Y =)' =Y )] =n(n+2) (ke + 1),



em que k., = 2n/(1 — 4n), representando o excesso de curtose.
Especificamente para nosso caso, tem-see =Y — u Ly 2y, comY ~ N,(0,X). Entéo, o
coeficiente de curtose € definido por:

o = E (sTEfl(ssT)s>2

(u_lYTEfl(u_lYYT)Y)Z

_ E;Z:)) E (YTE—l(YYT)Y)2

- G:ig) n(n+2),

sendo quen < 1/4. Além disso, por conta de (1—2n)/(1—4n) > 1 para0 <n < 1/4, tem-se que

a curtose da distribuicdo t-Student multivariada é sempre maior do que a distribuicdo normal
(YAMAGUCHI, 2003).

Proposicao 3.6. Utilizando os resultados de Abramowitz e Stegun (1970), segue-se que

lim K,(n)=1/2m)"? e lim (14 ¢(n)d)~Y?" = eap(—§/2),

n—0+ n—0t+

portanto, quando n — 0%, obtém-se a distribuicdo normal multivariada, cuja a fungdo
densidade ¢é dada por:

In(y) = 2r) 2|27 exp(—6/2), emque y € R™

3.2 A distribuicao t-Student multivariada e a Geoestatistica
3.2.1 Geoestatistica

A geoestatistica difere da estatistica classica, pois 0s modelos da estatistica classica
estdo geralmente voltados para a verificagao da distribuicao de frequéncia dos dados, enquanto
a geoestatistica incorpora a interpretacao da correlagédo espacial das amostras. Este aspecto da
geoestatistica esta intimamente associado com a distribuicao estatistica dos dados no espaco.
Os primeiros trabalhos foram publicados por Matheron (1962, 1963). O autor formalizou a
metodologia aplicada por Krige, o qual trabalhou com dados de concentragao de ouro na Africa
do Sul (KRIGE, 1951). E denominou seu estudo de “Teoria das variaveis regionalizadas”, a qual
define uma variavel regionalizada com uma fungao espacial numérica, que varia de um local
para outro, com uma continuidade. Sao variaveis cujos valores estado relacionados de algum
modo com a posicao espacial que ocupam. Segundo Landim (2006), a geoestatistica assume
que a diferenca entre dois pontos amostrados depende da distancia entre eles e da orientacéo
dos pontos, ou seja, pares de observagdes mais proximas sdo mais semelhantes do que pares
de observagbes mais distantes.

Desde as publicacoes de Matheron, a geoestatistica passou a ter ampla aplicacao na
agricultura e, entre os diversos trabalhos desenvolvidos, podem-se citar Mercante et al. (2003),
que estudaram a variabilidade espacial de atributos do solo utilizando métodos estatisticos
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com semivariogramas escalonados. Assumpcéo et al. (2007) fizeram uso da krigagem
indicatriz para avaliacdo da probabilidade da produtividade de soja usando como fatores
de comparacao os padrdes regional, estadual e nacional. Guedes et al. (2008) realizaram a
andlise da anisotropia no estudo da variabilidade espacial de alguns atributos quimicos do solo
espacialmente referenciados. Dalposso et al. (2012) utilizam diversas medidas derivadas da
matriz dos erros para comparar mapas tematicos gerados a partir de métodos geoestatisticos.
Uribe-Opazo et al. (2012) desenvolveram métodos de diagnosticos de influéncia local no caso
do estudo de modelos espaciais lineares com distribuicdo gaussiana. De Bastiani et al. (2012)
compararam mapas de variabilidade espacial da resisténcia do solo a penetracao, construidos
com e sem covariaveis a partir do modelo espacial linear. Assumpgao et al. (2014) realizaram
a analise de influéncia local em geoestatistica utilizando a distribuicao t-Student para dados
da produtividade da soja. De Bastiani et al. (2015) realizaram a analise da influéncia para
a distribuicao eliptica. Garcia-Papani et al. (2017) realizaram estudos com modelo espacial
Birnbaum-Saunders e diagnésticos aplicados a dados agricolas, especificamente para a variavel
fosforo, a qual apresenta efeito positivo ao crescimento e nutricdo da soja, além do fato que a
variabilidade espacial deste macronutriente ser de extrema importancia para a gestao agricola.
Schemmer et al. (2017) analisaram a variabilidade espacial da produtividade de soja aplicado
ao modelo espacial linear com distribuicao t-Student reparametrizada. Fagundes et al. (2018)
investigaram a variabilidade da produtividade da soja em funcdo das propriedades quimicas do
solo aplicado ao modelo espacial linear slash.

Assim, a geoestatistica é utilizada quando se verifica a existéncia de dependéncia
espacial entre os elementos amostrais, de forma a descrever a existéncia a partir da funcao de
correlacdo espacial, a qual representa o comportamento da dependéncia espacial dos dados a
partir de um modelo.

3.2.2 Modelagem Geoestatistica

Para o estudo da dependéncia espacial, considera-se um processo estocastico’
{Y (s;), s; € S}, estacionario de segunda ordem em que S C R? e R? é um espago euclidiano
bi-dimensional, as localiza¢cbes espaciais podem ser alinhadas em uma grade regular ou
distribuida irregularmente no dominio (YAMAMOTO; LANDIM, 2015). Admitem-se as seguintes
caractéristicas estocasticas do processo aleatério:

Defini¢ao 3.2. Um processo estocastico Y (s) em um espago bi-dimensional S é estacionario
se E[Y(s)] = u(s) e ndo depende de s.

Definicao 3.3. Um processo estocastico Y (s) em um espacgo bi-dimensional S é estacionario
de segunda ordem se Var [Y (s)] existe para todo s € S, tais que:

(i) Y(s) é estacionario;

(i) C(si,s5) = Cov[Y(s;),Y(s;)] depende de s; e s; somente pela diferenca dada por h =

'Em aplicacdes geoestatisticas, os dados sdo considerados uma realizagéo parcial de um processo aleatério,
assim denominamos de processo estocastico ou campo aleatorio.
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Sj — Sj.

Aplicacdes para espaco bi-dimensional sao apresentadas em Piegorsch e Bailer (2005),
Waller e Gotway (2004), que investigam solos contaminados com Dioxina e estudam a saude
do ecossistema através da biomassa de camarao capim, respectivamente.

A partir das definicées 3.2 e 3.3, tem-se Y = (Y (s;),...,Y(s,))” um vetor n x 1 da
variavel resposta que corresponde as localizacdes espaciais conhecidas em s; comi =1,...,n,

sendo Y ~ 7,(u, 3, n). Pode-se escrever Y (s;) como:
Y(si) = p(si) + e(si), (3.2)

sendo pu(s;) o termo deterministico de locagao e e(s;) o termo estocastico, ambos dependentes
da localizagédo em que Y (s;) atua. Admite-se que o erro estocastico e tem média zero, ou seja,
Ele(s;)] = 0. E a variaga@o entre os pontos no espaco é determinada por alguma fung¢éo de
covariancia C(s;, s;) = Covle(s;), e(s;)]. A média do processo estocastico é definida pelo termo
deterministico u(s;) dado por:

pisi) =Y B;X(si),
j=1

em que X(s;)=1, paratodo s; = 1,...,n, (Xo,...,X,) S0 as covariaveis fixas tomadas na
posicéo (s;) e (B1,...,3,)" sdo parametros desconhecidos a serem estimados. A Equagéo
(3.2) pode ser reescrita na forma matricial:

Y = XB+e,

em que, E(e) = 0 e a matriz de covariancia 3 = [(0;;)] sendo (o;;) = C(s;,s;). Assume-se
entdo que X é ndo singular, simétrica e definida positiva, enquanto Y segue uma distribuicao
t-Student reparametrizada com vetor de médias X 3 e matriz de covariancia 3 definida na
forma paramétrica por:

¥ = [(0ij)] = ¢1In + 62R, (3.3)

sendo :

¢1 0 parametro que define o efeito pepita;

¢2 0 parametro que define a contribuigéo;

I,, a matriz identidade n x n;

R = R(¢3) € uma matriz simétrica n x n, em que o alcance (a) € uma funcao de ¢3, ou seja,
a=g(¢3).

Os elementos o;; da matriz 3 sdo C(s;, sj) = C(hij) = ¢ori; emque h;j = ||s; — s;|| é a
distancia euclidiana entre os pontos s; e s;, parai # j = 1,...,n, sendo os elementos r;; de R
definido por:

l,sei=j
A iC(hij),sez’;«réj '
®2

Os parametros que determinam a estrutura de dependéncia espacial apresentada

na Equacao (3.3) sao efeito pepita (¢1), contribuicdo (¢2), alcance (a = g(¢3)) e patamar
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(C = ¢1 + ¢2).

Estes parametros, por sua vez, sao utilizados na fungdo semivariancia para
medir a dependéncia espacial. Na Figura 3, apresenta-se o semivariograma tipico com
caracteristicas préoximas a ideal, as quais sao discutidas a seguir. Seu comportamento
representa o que, intuitivamente, se deve esperar de dados no campo. Espera-se que as
diferencas [Y'(s;) — Y (s; + h)] decresgam assim que h, a distancia que os separa, diminua.
Consequentemente, as medicdes localizadas préximas tornem-se mais parecidas entre si do
que aquelas separadas por grandes distancias. Dessa maneira, € de se esperar que v(h)
aumente com a distancia h. Por definicao, +(0) = 0, como pode ser visto pela equagéo (3.6),
quando h = 0. Entretanto, na pratica, a medida que h tende para 0, v(h) aproxima-se de um
valor positivo denominado de efeito pepita e que recebe o simbolo (¢1). Resultados com valores
de efeito pepita maiores que zero séo frequentemente encontrados em trabalhos com dados
agricolas (GARCIA-PAPANI et al., 2018; FAGUNDES et al., 2018; DE BASTIANI et al., 2017).

O efeito pepita representa o erro ou a variabilidade em pequena escala, isto é, revela a
descontinuidade do semivariograma para distancias menores do que a menor distancia entre
os pontos amostrados. Segundo Isaaks e Srivastava (1989), a descontinuidade deve-se a
variabilidade de pequena escala ndo captada pela malha de amostragem ou possivel erro
de medigdo. A Contribuicdo (¢2) € denominada pela variancia de dispersao e representa
as diferencas espaciais entre os valores de uma variavel tomada em dois pontos separados
por distancias cada vez maiores, definida pela diferenca entre o patamar (C' = ¢1 + ¢2) € 0
efeito pepita (¢1). O Patamar (C') € o valor no qual o semivariogama se estabiliza, ou seja, a
medida que h aumenta, v(h) também aumenta até um valor maximo no qual se permanece.
Este por sua vez correspondente & soma do efeito pepita (¢1) e a contribuigéo (¢2), sendo
aproximadamente igual a variancia dos dados Var(Y'). A distancia na qual (k) atinge o patamar
€ chamada de alcance, sendo denominado por «a, representada pela fungao de parametro ¢3
(a = g(¢3)). Medigdes localizadas a distancias maiores que a tém distribuigcao espacial aleatéria
e por isto sdo independentes entre si. Para estas amostras, a Estatistica Classica pode ser
aplicada sem restrigoes. Por outro lado, amostras separadas por distancias menores que a sao
correlacionadas umas as outras, o que permite que se fagam interpolagbes para espagamentos
menores do que 0s amostrados. Dessa maneira, o alcance a € a linha divisoria para a aplicagao
da geoestatistica ou Estatistica Classica.

Segundo Vieira et al. (2000), os dados que apresentam semivariogramas semelhantes
ao da Figura 3, provavelmente, serdao estacionarios de segunda ordem, pois apresentam o
patamar claro, definido e, certamente, estardo sob a hipoétese intrinseca. Se o semivariograma,
ao invés de ser crescente e dependente de h como o mostrado na Figura 3, for constante e
igual ao patamar para qualquer valor de h entao, tem-se um efeito pepita puro ou auséncia total
de dependéncia espacial. Isto significa que o alcance a, para os dados em questéo, é menor do
gue 0 menor espagamento entre amostras. Para esses dados, a Unica estatistica aplicavel é
a Estatistica Classica, pois apresenta-se uma distribuicao espacial completamente aleatéria
(EGUCHI et al., 2002).
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Figura 3 Funcao semivariancia e seus respectivos parametros

Outro tipo de semivariograma que pode ocorrer € aquele que cresce, sem limites, para
todos os valores de h calculados. Esse semivariograma indica a presenga de fenémeno com
capacidade infinita de dispersao, o qual ndo tem variancia finita e para o qual a covariancia nao
pode ser definida. Ele indica, também, que o tamanho do campo amostrado néo foi suficiente
para exibir toda a variancia e é provavel que exista uma grande tendéncia nos dados em
determinada direcao. A seguir, definimos a fungao semivariancia e covariancia.

Formalmente, uma variavel regionalizada € estacionaria se os momentos estatisticos da
variavel aleatoria Y (s; + h) s@o os mesmos para qualquer vetor k. De acordo com o numero k,,
de momentos estatisticos que séo constantes, a varidvel é chamada de estacionaria de ordem
k. Segundo Olea (1975), na geoestatistica é requerida a estacionariedade de ordem k,,, = 2,
ou seja, estacionaria de segunda ordem.

Por consequéncia das definicdes 3.2 e 3.3, supde-se que 0 processo estocastico Y'(s;)
tem valor esperado:

E[Y (5:)] = p(s:) @ B[Y (si + h)] = u(si + h),

e variancias
Var[Y (s;)] e Var[Y(s; + h)],

correspondentes as localizagdes s;, s; + h e qualquer vetor de distancia h. Entdo, a funcao de
covariancia espacial € apresentada em (3.4):

C(siysi+h)=C(h) = E[Y(s)Y(si + h)] = E[Y (si)] E[Y (si + h)], (3.4)
e a fungéo de semivariancia é definida por

v(h) =7 (si,si +h) = %E (Y(s;) = Y(si + h))2 , (3.5)
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o estimador classico da fungdo de semivariancia, proposto por Matheron (1963), baseado no
método dos momentos (Cressie, 1993), é dado em (3.6):

=2

(h)
() = Ass:58) = g7 2 (V(50) = ¥V (s)* 356)
=1

2

em que, N(h) € o numero de pares com distancia h de {(s;, sk) : ||si — sk|| = h, Vs; # sk}

Com um unico elemento amostral em cada ponto, 0 que se sabe de um processo
estocastico Y (s;) € uma Unica realizagao. Entao, quando se deseja estimar valores para locais
nao amostrados, é necessdria a suposi¢ao de que a variavel regionalizada seja estacionaria
de segunda ordem. Sob a hip6tese de estacionariedade, Isaaks e Srivastava (1989) e
Wackernagel (2003) demonstraram, a partir das equagdes apresentadas em (3.4) e (3.5),
a fungé@o semivariancia dada por

v (h) = C(0) = C(h). (3.7)
A partir da equagéao (3.7), tem-se a relagdo C(h) = C(0) — v(h), denominada fung¢édo de

covariancia. E ao se dividir esta relagao por C(0), em que C(0) # 0, tem-se:

C(h) _ CO0) (k)

(
c(0) — C(0) (o)

ch) 2

c(0) C(0)’
obtém-se assim a fungao de correlacao espacial dada por
)

Na Figura 4, apresenta-se a relacdo da fungdo de covariancia espacial C(h) e a
fung@o semivariancia (h) com seus respectivos parametros ¢, ¢2 € ¢3, pelos quais se busca
quantificar a dependéncia espacial das variaveis regionalizadas em estudo. Observa-se que a
forma do gréafico é a mesma, porém, para a funcéo covariancia é invertida. Enquanto o gréfico
da funcéo de covariancia inicia a partir de um valor de maximo C' = ¢; + ¢2 em h = 0 e decresce
para zero, 0 semivariograma inicia em zero e cresce até um maximo C' = ¢1 + ¢»
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Figura 4 Relacao entre a fungéo de covariancia C'(h) e fungcao semivariancia ~v(h)

Vale destacar ainda que uma analise detalhada do semivariograma fornece informacdes
importantes, pois, quando o0 semivariograma € aproximadamente idéntico para todas as diregdes
convencionais: 0°, 45°, 90° e 135°, sugerindo o0 mesmo padréo de continuidade espacial, o
estudo da dependéncia espacial pode ser feito através de um Unico semivariograma, chamado
de semivariograma omnidirecional. Obtendo-se assim um comportamento isotrépico, sendo
de suma importancia para a estimacao de locais ndo amostrados. Caso sejam detectados
diferentes padrdes de dependéncia espacial, isto €, apresenta uma variabilidade que nao é a
mesma em todas as diregdes, o fendmeno em estudo é chamado de anisotropico. Portanto,
uma correcao deve ser aplicada, obtendo-se assim um comportamento isotrépico. Tem-se a
seguinte definicdo de isotropia, dada por Piegorsch e Bailer (2005):

Definicao 3.4. Um processo estocastico Y (s) em um espago bi-dimensional S é isotrdpico se
Var[Y (s)] existe para todo s € S, tais que:

(i) Y(s) € estacionario;

(i) Para h = ||s; — s, C(si, sk) = Cov[Y (s;), Y (si)] depende somente s; e s;, através de h.
Um processo anisotrépico é um processo Y (s) que ndo satisfaz os critérios (i) e (ii).

Para mais detalhes, veja (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989; DIGGLE, 2007; GUEDES et al.,
2008).

3.2.3 Modelo da familia Matérn

A partir do estudo da depedéncia espacial, definindo-se ¢ = (¢1, g2, ¢3) ', é possivel
modelar essa estrutura com o auxilio dos modelos tedricos. Segundo DIGGLE (2007), esses
modelos sdo divididos em nao transitivos, 0s quais ndo possuem patamar, enquanto os modelos
transitivos possuem patamar. Dentre os modelos transitivos destaca-se o modelo da familia
Matérn, cuja a expressao € definida em funcéo dos termos do modelo tedrico do semivariograma
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dado por:

o1, se h=0,

k) = é1+ ¢ |1 — (26710(k)) <h>ﬁKﬁ <h)] , se h>0,
¢s3 ¢3
1,(2241

sendo K. (u) = 3 [° 1:’“—162“( @ >dz, em que K,.(.) é a fungéo de Bessel de terceiro tipo
de ordem k e « é o parametro forma (x € R,x > 0) (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014). A
funcao covariancia da familia Matérn é particularmente atraente porque seu comportamento
pode mudar dependendo do valor de x, ou seja, quando x = 0,5, corresponde a estrutura de
covariancia do modelo Exponencial, para x = 1 refere-se ao modelo Whittle e quando x — o,
a estrutura de covarancia se aproxima do modelo Gaussiano, suas equagdes estao descritas
na Tabela 1. Neste modelo, a relagdo entre o alcance (a) e o parametro ¢3 depende do valor
do parametro de forma «, ou seja, quanto maior o valor de , maior o valor do alcance. Assim,
define-se a fungéo de covariancia por:

) ¢1+ P2, se h=0,
Clh) = ey (2 k(2
b2 [(2 L'(k)) (¢3> K, <¢3>} , se h>0.

Na Tabela 1, apresentam-se os casos especiais da fungao de covariancia da familia Matérn:

Tabela 1 Funcéo de covariancia da fanilia Matérn

Parametros Covariancia Modelos

k=1/2 C (h) = paexp (—h/e3) Exponencial
k=1 C (h) = @2 (h/p3) Ky (h/ps3) Whittle
K — 00 C (h) = pgexp (— (h/g03)2) Gaussiano
K,(.): é afuncdo de modificagao Bessel de ordem &
Fonte: De Bastiani et al. (2016)

A funcéo de correlacao espacial é expressa como:

1, se h=0,

rij(h) = (2517 () ! (;;)HKK ((;;) , se h>0.

Na Figura 5, verifica-se 0 comportamento da funcdo de correlacéo para a familia Matérn
considerando diferentes valores do parametro de forma . Observa-se que, ao se fixar o valor
de ¢3 e se aumentar o valor de x, sabe-se que o valor de a/¢3 também aumenta. Comforme a
distdncia aumenta, a fungao de correlagao se aproxima para os diferentes valores «.
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Figura 5 Funcao de correlagao da familia Matérn para diferentes valores de x em que (a) e (b)
apresentam distdnciade 0 a 1,5 e 0 a 3, 5, respectivamente

Matheron (1963) mostrou mais precisamente que se um campo aleatério permite um
variograma que esta em toda parte continua, exceto na origem, entao este campo aleatério é a
soma de dois campos aleatérios nao correlacionados, um associado ao efeito pepita puro e outro
com um variograma continuo em toda parte. Os resultados de Zhang (2004) demonstraram
que no modelo da familia Matérn com os parametros ¢ € ¢3, sendo « = 0,5, a razao ¢, /¢s3 €
muito mais estimada de forma estavel que ¢, e ¢3. Stein (1999) recomendou fortemente utilizar
o modelo da familia Matérn para calcular e representar graficamente a fungéo verossimilhanga
para os parametros desconhecidos do modelos com estruturas de covariancia.

Para o caso da funcao de covariancia da familia Matérn (ou outra com mais de trés
parametros), sugerimos utilizar a ideia apresentada em Minasny e McBratney (2005) para uma
Unica realizacao, que assume « como fixo para descobrir qual x fornece o valor maximo para o
perfil de log-verossimilhanga e, em seguida, usa-lo como um valor inicial e estima-lo.

3.2.4 Krigagem

Apb6s obter o modelo com os parametros estimados, por meio da modelagem do
semivariograma e critérios de validacao, aplica-se a Krigagem, que consiste em um método
de interpolacdo, o qual utiliza a estrutura de dependéncia espacial para a estimagao do valor
de um atributo em locais ndo amostrados com base em pontos amostrados na mesma area.
Baseia-se no principio da Primeira Lei da Geografia definida por Waldo Tobler, o qual afirma
que “todas as coisas estao relacionadas, mas coisas mais préximas sdo mais parecidas do
gue coisas mais distantes” (TOBLER, 1970). Por sua vez, a krigagem utiliza-se de fung¢des
matematicas para acresentar pesos maiores nas posigdes mais préximas aos pontos amostrais
e pesos menores nas posicdes mais distantes, a fim de obter novos pontos interpolados com
base nessas combinacgdes lineares de dados.
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Este procedimento é semelhante ao de interpolagao por médias moveis ponderadas,
exceto porque, aqui, 0s pesos sao determinados a partir de uma analise espacial baseada
na estimacao de parametros obtidos pela modelagem da dependéncia espacial. Segundo
Assumpgao et al. (2011), os estimadores fornecidos pela Krigagem néo sdo tendensiosos, pois,
em média, a diferenca entre o valor predito e o valor amostrado na mesma localiza¢ao deve
ser nula, e possuir variancia minima, chamados de BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) ou
BLUP(Best Linear Unbiased Predictor), considerados por LANDIM (2000) como os melhores
estimadores lineares nao viesados.

Portanto, a krigagem é uma técnica especificamente desenvolvida para a geoestatistica,
pois leva em consideragao os parametros obtidos pela modelagem da dependéncia espacial. E
também possibilita a construgcao de mapas tematicos com alta precisao, que apresentam a real
variabilidade local.

3.2.5 Krigagem com drift externo

Na krigagem ordinaria assume-se a existéncia de variancia finita e a hip6tese de
estacionariedade em relagdo a média, isto é, E(Z(s)) = u, com p constante para todo s
do espaco amostral. No entanto, se uma informagao auxiliar, correlacionada com a variavel
resposta, esta disponivel em todos os pontos da grade, distintos espacialmente, regressao
krigagem ou krigagem com um modelo de tendéncia, também conhecida como krigagem
com drift externo, deve ser usada. Os trés termos descrevem praticamente 0 mesmo método,
fornecem as mesmas predicoes e diferem apenas em passos metodolégicos (HENGL et al.,
2003; HENGL, 2009).

. O objetivo da krigagem com drift externo € encontrar \;, ¢=1,...,n,tal que }7(50) =
Z AiY (s;), com erro de predi¢do ndo enviesado e variancia minima, em que sp € S C R", é
fJ:rrl1 ponto ndo amostrado.

Para assegurar a condigdo de nao enviesamento, é necessario e suficiente supor que

em que

E (?(80) — Y(S())) = ( )\1E > —E (Y(S())) = Z )\1 Z ﬁinj - Z ﬂjXQj
j=0 J=0

i=1 =1

P n
= > B (Z)\ Xij — XOJ> :
j=0 i=1

Para o estabelecimento das condigdes que minimizem a variancia dos erros, é
conveniente definir que Y(s) = u(s) + €(s), sendo E(e(s)) = 0, a covariancia entre Y (s;)
e Y (s;), depende apenas da disténcia entre s; e s;, isto &, Cov(s;, sj) = C(h;;), em que h;; €
a distancia euclidiana entre s; e s; ( DAVIS, 2002; GARCIA-PAPANI et al., 2018). Desta forma,
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a variancia da estimagao pode ser escrita em fungéo dos residuos ¢(s), em que:

Y(so) — Y(so) = <Z )\iY(si)> — Y (s0)
=1

Portanto, a variancia estimada é dada por:

Var(?(so)—Y(so)) - E((e(so)—e(so>)2) (3.9)

= C(0)+ ZZ )\i)\jC(Si, Sj) — 2ZC(30, 8i)-

i=1 j=1 i=1

O problema de minimizacao € idéntico a krigagem ordinaria. Portanto, deriva-se a
equacao 3.9 em relacdo a \;, i = 1,...,n e igualar as derivadas obtidas a zero. Contudo,
pretende-se ainda que sejam cumpridas as condicoes estabelecidas pelas p + 1 equacgdes
definidas em (3.8). Assim, acrescentam-se p+ 1 termos nulos na equacao 3.9, correspondentes
a estas condigdes. Entéo, tem-se que

n n n P n
Var (?(80) - Y(So)) = C(O) + Z Z )\i)\jC(Si, Sj) —2 Z C(So, Si) +2 Z nj Z )\1le - XOj’
=1 j=1 i=1 =0 =1

pois 7n; sdo parametros de Lagrange. Igualando a zero as n + p + 1 derivadas em relagéo a
Xi;i=1,...,nen;,j=0,...,p, obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares:

n p
Z)\kC(Si,Sk)—I—ZT]kXik =C(s4,8), i=1,...,n.
S = k=1 n k=0
Z)\kaj:Xoj, j:O7...,p.
k=1

que, em forma matricial, pode ser escrito como S : CA = A, em que C é a matriz, (n+p+1) x
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(n+p+ 1), dada por,

C(s1,81) -+ C(s1,8n) 1 Xu -+ Xy
C(s2,81) -+ C(s2,8n) 1 Xo1 -+ Xy
C— C (3n7 31) C (Sna Sn) 1 X an
1 1 0 0 0o |
X1 X1 0 0 0
Xp1 . Xpp 0O 0 --- 0

A éovetor, (n+p+1)x1,dadopor A = (A1,..., A\, 70, - - ,np)T e A éovetor, (n+p+1)x1, dado
por A = (C(s1,s0),...,C(s1,50),1, Xo1,...,Xop) . Desta forma, os pesos \;,i =1,...,n s80
obtidos por A = C~ ' A.

A krigagem universal é um caso particular de krigagem com drift externo, em que a
média é uma fungéo das coordenadas da grade amostral (HENGL et al., 2003). Um exemplo de
krigagem universal é apresentado em (ASSUMPGCAO et al., 2014; SCHEMMER et al., 2017;
GARCIA-PAPANI et al., 2018).

3.3 Caracterizacao das variaveis

O objetivo desta secao é apresentar uma breve revisdo sobre as variaveis que serao
utilizadas neste trabalho. O modelo proposto considera como variavel resposta a produtividade
da soja e com variaveis explicativas os atributos fisicos e quimicos do solo.

3.3.1 Produtividade da soja

A soja (Glycine max) é um dos principais produtos de exportagdo e uma das principais
commodities do Planeta. E cultivada praticamente em todo o territério nacional, sendo o
principal produto agricola do Pais. Com o desenvolvimento de cultivares adaptadas as
diferentes regides agroclimaticas, o Brasil tornou-se o0 segundo maior produtor mundial de
soja, predominantemente utilizada para o processamento do grdao em 6leo e proteina. A
proteina processada denominada de torta ou farelo é utilizada como suplemento protéico na
racao animal. Na safra 2016/2017, a cultura ocupou uma area de 33, 89 milhdes de hectares, o
que totalizou uma producao de 113,92 milhdes de toneladas e, a produtividade média da soja
brasileira foi de 3,362 kg ha~' (EMBRAPA, 2018b). De modo geral, as cultivares brasileiras de
soja sao classificadas em grupos de maturacao (GM), diferentes em cada regiao, no estado
do Parana sao definidas como: precoce (até 115 dias); semiprecoce (116 — 125 dias); médio
(126 — 137 dias) e semitardio (138 — 145 dias) (EMBRAPA, 2018a).

Séao expressivos os estudos no melhoramento genético da soja, apresentando cultivares
com alto potencial produtivo, com boa sanidade e precocidade, os quais estdo associados
ao equilibrio nutricional da planta (EMBRAPA, 2018b). A alta produtividade da lavoura, esta
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relacionada com a andlise de solo, o histérico da area, o manejo do solo, entre outras tecnologias
para melhorar as recomendacoes e aplicacdes de adubacao. O custo crescente dos insumos
agricolas exige, cada vez mais, a adoc¢ao de técnicas de cultivos adequadas na producao
das culturas anuais. Segundo Dalchiavon et al. (2011), a integracio de diversas fontes de
dados, dentre elas os dados fisicos e quimicos do solo, proporciona o melhor gerenciamento
da producéao agricola, de maneira a reconhecer que as culturas e os solos ndao devem ser
manejados individualmente e de forma homogénea. Montanari et al, (2010) ressaltam que
a variabilidade espacial dos atributos do solo deve ser bem conhecida, visando minimizar
os erros de amostragem e de manejo, pois 0 solo apresenta heterogeneidade, tanto vertical
quanto horizontalmente. Neste sentido, Basso et al. (2011) afirmaram que os mapeamentos
destes atributos em areas agricolas sdao fundamentais para as recomendactes de praticas
de manejo. Portanto, a aplicacdo de tecnologia associada a variabilidade espacial se faz
necessaria, sobretudo na pesquisa agricola, que estuda o solo e sua capacidade produtiva
(GREGO;VIEIRA, 2005).

3.3.2 Dados quimicos

Os dados quimicos do solo influenciam diretamente o crescimento e o desenvolvimento
da cultura da soja. Conhecer a disponibilidade de macro, micronutrientes, a relacao entre
0s nurientes e as condi¢des de acidez do solo é necessario para determinar a fertilidade do
solo (LOPES, 1998). Dezesseis elementos quimicos sdo essenciais para o crescimento e
desenvolvimento das plantas, os ndao minerais: carbono, hidrogénio e oxigénio, os quais sao
encontrados na atmosfera e na agua e participam da fotossintese, e os minerais fornecidos
pelo solo e complementados pelo uso de calcario e adubacgéo.

Os nutrientes minerais, por sua vez, sdo divididos em trés grupos: macronutrientes
primarios sao nitrogénio, fésforo e potassio, os quais geralmente tornam-se deficientes no
solo antes dos demais, pois as plantas utilizam em quantidades relativamente grandes; os
macronutrientes secundarios sao calcio, magnésio e enxofre, essenciais para o crescimento
das plantas (ABREU et al., 2007); e os micronutrientes definidos por boro, cloro, cobre, ferro,
manganés, molibdénio e zinco, responsaveis pelo mentabolismo vegetal, seja como constituintes
de compostos ou como reguladores do funcionamento enzimatico (FERREIRA et al., 2001). Os
macronutrientes secundarios e os micronutrientes sdo geralmente menos deficientes e usados
pelas plantas em quantidades menores, mas sao tdo importantes quanto os macronutrientes
primarios.

O objetivo desta Secao é apresentar um breve relato sobre os atributos quimicos do solo,
em especial sobre os nutrientes minerais que serdo utilizados no estudo: fésforo (P), potassio
(K), magnésio (Mg) e célcio (Ca).

O potassio (K) é absorvido pelas plantas na forma de ion K+. Na solu¢ao do solo,
o potassio é mével e, também, sujeito as perdas por lixiviagdo, ocorrendo, principalmente,
em solos acidos e com baixa CTC, erosdo e remogéo por colheitas. Um dos principais
problemas causados pela deficiéncia de K nos solos é a ocorréncia de acamamento das
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plantas, enfraquecimento de caules e atrasos na floragdo, consequentemente prejudicando a
produtividade da cultura.

O fosforo (P) é essencial para o crescimento das plantas. A deficiéncia de fésforo pode
ser mais limitante para a produgao das culturas do que qualquer outra deficiéncia, toxicidade
ou doencgas. A planta precisa de fésforo para completar seu ciclo normal de produgdo. O
fésforo atua na fotossintese, na respiracdo, no armazenamento e na transferéncia de energia,
na divisao celular e no crescimento das células. Segundo Malavolta (1997), a maior parte do
P absorvida pela planta é transferida e armazenada para o fruto ou grao e concentra-se nas
areas mais ativas de crescimento. As formas mais soluveis do P no solo ocorrem na amplitude
depHentre 5,5a7,0.

O calcio (Ca) promove a reducao da acidez do solo, melhora o crescimento das raizes,
0 aumento da atividade microbiana, o aumento da disponibilidade de molibdénio e de outros
nutrientes (LOPES, 1998). O célcio reduz a acidez do solo e diminui a toxidez do aluminio (Al),
cobre (Cu) e manganés (Mn). Plantas que apresentam altos teores de calcio resistem melhor
a toxidez destes elementos. As vagens chochas na soja e as folhas enroladas no milho séao
sintomas de deficiéncia de célcio.

O magnésio (Mg) tem como fungéo predominante na planta a atuagdo na molécula da
clorofila e esta envolvido na fixagdo de CO,. Assim, em casos de baixa disponibilidade de
magnésio nas folhas, a fixagdo de C'O, fica comprometida. Durante a assimilagao do CO,
as moléculas de agucar sao formadas a partir da agua e do diéxido de carbono, utilizando a
energia solar. Esta € uma reacao basica para a sintese de outros constituintes das plantas,
tais como amido, proteina, gorduras e vitaminas (OLIVEIRA et al., 1991). A deficiéncia de
magnésio resulta em dificuldade na translocagéo de carboidratos para a raiz e interfere no
desenvolvimento do sistema radicular que, por sua vez, reduzira a absorg¢ao de outros nutrientes.
Assim como a presenca do magnésio, em dose inadequada no sistema solo-planta prejudica o
crescimento e a vitalidade da planta (LOPES, 1998).

3.3.3 Matéria organica

Segundo Conceigao et al. (2005), a matéria organica (MO) é considerada indicadora
de qualidade do solo, por sua influéncia nos demais atributos essenciais para que o solo
desempenhe suas fungdes. Lal (2004) afirma a importancia da MO, que serve de base para a
produtividade agricola sustentavel, pois através dos seus efeitos diretos, € capaz de modular as
condigbes quimicas, fisicas e biolégicas do solo.

Unger et al. (1991) relatam que a cobertura do solo, a partir da palhada das lavouras,
auxilia no controle da erosao hidrica, e que os residuos da superficie do solo o protegem
do impacto direto da chuva, pois eles dissipam os pingos de chuva, bem como minimizam o
desprendimento das particulas de solo, posto que auxilia na infiltragdo de agua e reduzem o
transporte das particulas superficiais. Boulal et al. (2011) e Conceicao et al. (2005) confirmam
os beneficios da MO para o solo no sistema agricola, com destacaque para o controle térmico,
a melhor retencao de agua, estimulagdao da microbiota do solo, condicionamento fisico do
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solo, efeito tampéao biolégico e quimico, fonte de nutrientes as plantas e a ciclagem de
nutrientes. Segundo Blanco-Canqui e Lal (2009) quanto maior a quantidade de residuos
organicos retornados para o solo, maior a cobertura da superficie do solo e maior a proteg¢ao
da estrutura do solo contra perturbagdes naturais e antropogénicas.

3.34 pH

Segundo Malavolta (1997), entre os atributos do solo, o pH, indice que indica o grau
de acidez ativa do solo, talvez seja, isoladamente, o mais relevante, no que se refere a
utilizacado de fertilizantes. Pois, este atributo auxilia na disponibilidade de nutrientes contidos
no solo, ou adicionada por meio de adubacéo para a planta, ou seja, a interagdo entre a
planta e o solo. Segundo Da Silva et al. (2011), niveis de pH muito baixos podem interferir
negativamente na sobrevivéncia de bactérias fixadoras de nitrogénio. A acidez do solo traz
inUmeros prejuizos a producdo das culturas anuais, dentre eles destaca-se a presenca do Al
trocavel. A presenca deste elemento ocasiona o engrossamento das raizes, desorganizando a
estrutura das membranas e compromete a absor¢édo de nutrientes (TAIZ et al., 2017). Assim,
a calagem prévia dos solos acidos, além de proporcionar aumento do pH e da saturagao
por base, promove a neutralizacdo do aluminio e de grande parte do ferro e do manganés;
aumenta a atividade bioldgica e a eficiéncia dos fertilizantes, resultando ainda em diminuigéo na
capacidade de fixagao via precipitacdo do P, favorece consequentemente, o desenvolvimento
vegetal (ERNANI et al., 1996). Segundo Rutkowska et al. (2015), a utilizagdo da calagem as
plantas enaltece a importancia na correcao da acidez do solo, ou seja, de um pH adequado
para o cultivar, para que a cultura possa expressar seu maximo potencial produtivo.
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4 ARTIGOS

4.1 ARTIGO 1: Diagnodstico de influéncia em um modelo espacial linear t-Student
reparametrizado

Resumo:

Neste artigo ', considera-se o modelo espacial linear sob a distribuicao t-Student
multivariada com o segundo momento finito. Esta distribuicdo, que contém a distribuicdo
normal, oferece um estrutura mais flexivel para a modelagem de dados espaciais. Utiliza-se a
versao reparametrizada da distribuicao t-Student multivariada, de forma que a matriz escala
corresponda a matriz de covariancia dos dados espaciais. O objetivo principal deste trabalho foi
desenvolver medidas de influéncia para detectar a presenca de observacoes influentes e de
possiveis outliers, com base no deslocamento da verossimilhanga e na estatistica escore. Um
modelo heteroscedastico foi considerado como um esquema de perturbagao para a matriz de
covariancia do modelo espacial linear t-Student. Problemas de identificabilidade e aspectos de
robustez dos estimadores de maxima verossimilhanga também foram discutidos. Os resultados
sao ilustrados a partir de dados reais de producéo de soja e de um estudo de simulacéao.
Palavras-chave: Estatistica escore para outlier; Geoestatistica; Identificabilidade.

4.2 Introducao

Este artigo foca nos modelos espaciais lineares no campo da geoestatistica. Esses
modelos s&o utilizados em uma gama de disciplinas, tais como agricultura, geologia, ciéncia
do solo, hidrologia, climatologia, epidemiologia e planejamento espacial, entre muitas
outras. Na literatura, os modelos espaciais lineares baseados na distribuicdo normal sédo
extensos, como podem ser vistos nos livros por (CRESSIE, 1993; WALLER; GOTWAY, 2004;
SCHABENBERGER; GOTWAY, 2017). No entanto, esta bem sabido que a distribuicado normal
sofre de falta de robustez e as inferéncias sdo bastante sensiveis a outliers. Alternativas
robustas para a distribuicdo normal foram consideradas na literatura. Por exemplo, inferéncia
estatistica e diagnésticos de influéncia para o modelo espacial linear, sob distribui¢cdes elipticas,
foram discutidos por Assumpgao et al. (2014), De Bastiani et al. (2015) e Fagundes et al. (2018).
Desde o trabalho pioneiro de Lange et al. (1989), a distribuicao t-Student tem provado ser muito
util para a modelagem robusta em muitos modelos de regressao.

A inferéncia estatistica baseada na distribuigdo t-Student combina a simplicidade
metodolédgica e computacional. A distribuicdo t-Student incorpora um parametro adicional,
que permite modelar dados espaciais com alta curtose. Consideramos a reparametrizacao
da distribuigédo t-Student com o segundo momento finito. Isso permite uma compara¢ao mais

'Este artigo ja foi publicado na revista Spatial Statistics, cuja referéncia é Uribe-Opazo et al. (2021).
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direta com a distribuicao normal. Baseado em Fiorentini et al. (2003) e Galea et al. (2020), os
quais utilizaram a reparametrizacdo dos graus de liberdade sugeridos por Lange et al. (1989)
para os dados do modelo financeiro, essa versao da distribuicdo t-Student é adotada aqui para
modelagem de dados espaciais além de Schemmer et al (2017). Veja também (SCHEMMER et
al., 2017). A também alguns dos trabalhos como os de Assumpgao et al. (2014), De Bastiani et
al. (2015) e nesse artigo serao discutimos o problema de identificabilidade do modelo espacial
linear sob a distribuicao t-Student, a robustez dos estimadores de maxima verossimilhanca
(EMV) e as medidas de influéncia.

Portanto, as contribuigdes principais deste artigo correspondem a especificagdo do
modelo espacial linear t-Student utilizando uma reparametrizagdo na distribui¢cao t-Student
multivariada, permitindo que a matriz escala corresponda efetivamente a matriz de covariancia.
Uma discussao sobre o modelo de identificabilidade através da fungéo de influéncia mostra que
os estimadores de maxima verossimilhanca sdo estimadores robustos. Assim, foi proposto um
modelo heteroscedéastico como esquema de perturbagao e discutiu-se a estatistica escore e a
estatistica do gradiente para deteccao de outlier no modelo espacial linear t-Student.

O artigo é estruturado como segue. Secao 4.3 apresenta a distribuicao t-Student
reparametrizada multivariada, o modelo espacial linear t-Student, alguns problemas de
identificabilidade e mostramos que os estimadores de méaxima verossimilhanga sao estimadores
robustos. A se¢ao 4.4 apresenta diagndsticos de influéncia baseados no método de influéncia
local e a estatistica escore para outlier. Um conjunto de dados reais da produtividade da soja
coletados na safra 2016/2017 € analisado na Se¢édo 4.5. Na Secao 4.6 é apresentado um
estudo de simulagcdo. Algumas conclusdes observadas estdo na secao 4.7. Mais detalhes dos
resultados séo apresentados no Apéndice 4.8.

4.3 Modelo espacial linear t-Student
4.3.1 Distribuicao t-Student multivariada reparametrizada

Um vetor aleatério Y = (Y1,...,Y,,) " que segue uma distribuigdo t-Student multivariada
reparametrizada com parametro de forma fixo n, em que 0 < n < % com matriz de covariancia
¥ de ordem n x n, o vetor de média E(Y) = p de ordem n x 1, o qual é denotado como
Y ~ T,(u, X,n), tem fungdo densidade de probabilidade dada por

1
,1 — (14nn)

f(y,0) = Ku(m)[S] 2(1+c(ms) 20 (4.1)

em que K,(n) = (C(ﬂ—")) 5 [P(ﬁ?)/l‘(%)], com§ = (Y — pu) "27HY — p) sendo a distancia

de Mahalanobis, ¢(n) = n/(1 — 2n) e 0 < n < 1/2. Para algumas propriedades dessa versao de
distribuigédo t-Student, veja Galea et al. (2020).
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4.3.2 Modelo espacial linear t-Student

Para estudar a dependéncia espacial, considere um processo estocastico isotropico
de segunda ordem {Y (s;),s; € S}, sendo S ¢ R* e R? um espaco Euclidiano bidimensional.
SejaY = (Y(s1),...,Y(s,)) " um vetor de resposta correspondente as localizagdes s; com i =
1,...,n,comordem n x 1, seguindo uma distribuicao t-Student n-multivariada reparametrizada,
cada elemento Y (s;) pode ser escrito como Y (s;) = u(s;) + €(s;), i = 1,...,n. Ambos os
termos deterministico u(s;) e estocastico ¢(s;) dependem da localizagao espacial em que Y (s;)
€ observado. Assumi-se que 0s erros aleatorios €(s;) tém esperanga igual a zero, ou seja,
Ele(si)] = 0, e a variagéo entre os pontos é determinada por alguma fun¢do de covariancia
Covle(s;), e(s;j)] = Cov[Y (s;), Y (sj)] = C(si,sj) = 045, parai,j = 1,...,n. Suponha que, para
alguma funcdo conhecida de s;, z1(s;), ..., zp(s;) @ média do processo estocastico &

pisi) = > xi(si)B;,
j=1

e fi,. .., Bp sdo parametros desconhecidos a serem estimados. Na notag&o de matriz, o modelo
espacial linear t-Student € dado por
Y =XB+e¢, (4.2)

comY ~ T,(X83,3,n), X € uma matriz de posto completo de ordem n x p, com a i-ésima linha
um vetor n x p, definido por =; " = (41, ... , Tjp) COM as variaveis explicativas na localizagao s;,
B=(B1,...,B,)" éo vetor de pardmetros desconhecidos a serem estimados de ordem p x 1 e
€ = (¢(s1),...,€(s,)) " sdo componentes correlacionados da variancia, € ~ T,,(0, X, 7).

Para modelagem espacial da familia Matérn, Matheron (1963), Stein (1999), Minasny e
McBratney (2005) apresentam opgdes das fungdes de covariancia disponivel na literatura. Para
esta familia, os elementos da matriz de covariancia, 3 = [(o;;)], sdo dados por

Ta(hij/T3)"

oy = Clhig) = 1 + 500

Ky (hij/13), hij >0, (4.3)

emque &, 4,5 =1,...,n, é o delta de Kronecker, 7, > 0, 3 > 0, e k > 0 s&o parametros e
K, é a fungao de Bessel modificada de terceiro tipo de ordem k.

4.3.3 Identificabilidade do modelo

A identificabilidade de um modelo estatistico € essencial, pois se 0 modelo nao
for identificavel, ndo existem estimadores consistentes para o vetor de pardmetros. A
identificabilidade garante a unicidade da distribuicao em fungao do parametro. De acordo com
Demidenko (2013), na regressao do modelo uma condi¢do necessaria para a identificabilidade
€ a unicidade dos primeiros dois momentos como funcdes dos parametros do modelo.
Nesta secdo, alguns detalhes sobre a identificabilidade do modelo espacial linear t-Student
sao fornecidos, considerando as questdes relacionadas aos vetores 3 e 7. A distribuicao
multivariada t-Student, definida na Equagéo (4.1), tem momentos finitos de primeira e segunda
ordem, que nao dependem do parametro de forma, », e para qualquer valor de n € (0,1/2),
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a distribuicao € definida por e 3. Assim, levando-se em consideragdo que a distribuicao
t-Student multivariada é totalmente especificada pelo vetor de média e da matriz de covariancia,
as condicoes de identificabilidade para o modelo espacial linear t-Student, é dada na Equacao
(4.2), sendo uma extensao natural do modelo espacial linear gaussiano, quando n é conhecido.
Entdo, seguindo os resultados apresentados em Demidenko (2013), na Sec¢ao 3.2, sobre
identificabilidade no modelo de regressdo normal, segue-se a identificabilidade do modelo
espacial linear t-Student, o qual pode ser apresentado.

Seja o modelo de regressao definido por Y ~ N,(X3,¥), com 3 um vetor de
parametros de ordem p x 1 e ¥ = X(7) uma matriz de covariancia de ordem n x n, dependendo
do parametro vetorial = com ordem ¢ x 1. Demidenko (2013) mostrou que 0 modelo de regressao
€ identificavel se e somente se X3, = X3, e X(7,) = X(7) implica que B8, = By, T4 = Ty.
Em outras palavras, 0 modelo de regressao é identificavel se e somente se a matriz X tem
posto completo e se X é especificado exclusivamente por 7. Assim, com essas restricoes nos
parametros, 0 modelo espacial linear t-Student dado na Equagéao (4.2) é identificavel.

Sabe-se que nem todos os parametros da fungao de covariancia, dados na Equacao
(4.3), sdo consistentemente estimaveis sob a estrutura assintética de dominio fixo. Na verdade,
0s parametros e 73 ndo podem ser estimados de forma consistente quando o processo
subjacente é observado em uma regido limitada de R? por d < 3 (ZHANG, 2004; GENTON;
ZHANG, 2012; KAUFMAN; SHABY, 2013). Contudo, Zhang (2004) também mostrou que se 73
é fixado em um valor arbitrario, entdo o estimador de maximo verossimilnanga para 7* = 75 /72"
é consistente. O parametro 7* é chamado de parametro microergddico (STEIN, 1999).

Kaufman e Shaby (2013) estenderam os resultados de Zhang (2004) e mostraram que
o estimador de maximo verossimilhanca para 7* também é consistente quando os parametros
To € 73 sd0 estimados em conjunto. Genton e Zhang (2012) mostraram que esses mesmos
problemas de estimativa permanecem para campos aleatérios com contornos elipticos.

Para remover os problemas de identificabilidade, assume-se que o parametro 73 é
fixado a priori Zhang (2004), Zhang e Zimmerman (2007), Zhang e El-Shaarawi (2010), e uma
reparameterizacao alternativa da fun¢ao de covariancia Matérn sugerida por (STEIN, 1999) é

usada,
C(hij) = ¢1&ij + %_?f‘(lf)(hijTB)nKﬁ(hij/T?;)y hij >0,
i,7=1,...,n,C0M ¢1 = 71 € o = 2/72". Se 73 é fixo a priori, a matriz de covariancia tem uma

estrutura linear, Anderson (1973), X = ¢11,, + ¢2R, em que agora a matriz R com ordem n x n

tem elementos r;; dados por:

—————(hijm3) " K (hij/3), hij >0,

parai,j=1,...,n, e para estimar ¢; e ¢, 0 algoritmo proposto por Anderson (1973) pode ser
usado. O vetor de parametro (p + 2)-dimensional agoraé 8 = (8",¢")", com ¢' = (¢1, ¢2).
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4.3.4 Estimativa de maxima verossimilhanca

Para estimar os par@metros do modelo, adaptamos um algoritmo proposto por Anderson
(1973). A log-verossimilhanga para o modelo espacial linear t-Student € dado por

£(8) = 108 (IK,(n)) = 5 10| = 5-(1 + ) log(1 +<(n)9). (4.4)

com log (K,(n)) = %log <C(T:’)) +1logT (1;;"7) —logT (;ﬁ) 5= (Y -XB8)T =YY -
XB)echn) =n/(1-2n),0<n< % Conforme observado por Zellner (1976), a funcéo
log-verossimilhanga (4.4) € uma funcao decrescente de 7, e entdo ndo pode ser estimado por
maximo verossimilhanga. Veja também De Bastiani et al. (2015).

As fungdes escores para o modelo espacial linear t-Student sdo fornecidas por Uy(0) =
(Ug,U5)7, em que

Us = 0L(0)/08 = w(6)X 27 e and U, = dL(0)/0¢,

5t (37 (0%/00,)) +

B B ) 1+4+nn c(n)
Ty—1 , 1 _ _

w(d)e' X7 (03/0¢;)X "€, para j = 1,2, w(d) = ( ; )(1 o) :
Digama. Nesse artigo, ¥ = ¢11,, + @R, entdo 03 /0¢; =1, e 03 /092 = R. Dado X, a fungao

log-verossimilhancga (4.4) € maximizada em

com o j-ésimo elemento de Uy, dado por Uy, = 0L(0)/0¢;

5) e Y(z) é a fungéo

B=X"2 X)X =1y, (4.5)
e de U, = 0 tem-se que,
i) o1tr(TTIETH 4 o tr(ZTIRE T = w(d)e' ZTIE e,
i) $1tr(ETIRET) 4+ g tr(ZTIRETIR) = w(d)e' TTIRE e

As equagbes i) e ii) podem ser escritas como A¢ = b, veja Anderson (1973), sendo

A [ @ o2 b= by e &= 1 7 (4.6)
a2 a9 b2 ¢2

com ay; = tr(Z71ETY), a1 = tr(ZTIRETY), age = tr(TTTRETIR), by = w(d)e' T le e
by = w(d)e' TIRE"le. Isso sugere o seguinte processo iterativo para estimar os vetores de
parametros 3 e ¢.

Etapa 1: Dado um estimador na k-iteracdo o — (B(k), qAb(k)), calcule w(6().

Etapa 2: Usando as equacdes (4.5) e (4.6), atualizar as estimativas para obter

5(k+1) = (B(kﬂ), $(k+1)) parak=0,1,....
se |8 8" || < < parar e definir 8 = 3" e ¢ = 3. Caso contrério, k = k + 1

e volte para a Etapa 1. O valor de ¢ é escolhido para alcangar a convergéncia.

O erro padrao assintético pode ser calculado invertendo a matriz de informacgao
esperada, Fy = diag(Fjp, Fs). As expressbes explicitas para essas matrizes podem ser
encontradas em De Bastiani et al. (2015).
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4.3.5 Funcao de influéncia

Na estatistica robusta, a funcédo de influéncia mede a sensibilidade de um estimador 0a
pequenas quantidades de contaminagao na distribuicdo. A funcao de influéncia de 5(F), sendo
que F' é uma fungao de distribuicao, definida por Hampel et al. (1986) com

5y O(Fe) —O(F) _ 00(Fy)
|F(z,9)_§13% : =9 oo

emaque Fr = (1 - &) F +&(, e (gtemsuavariaggoemze 0 < ¢ < 1. Emque IF(z,@) reflete a
influéncia em @ por adicionar uma observacdo em z. Em outras palavras, € uma medida de
influéncia de uma contaminacao infinitesimal no ponto z no estimador 6, é uma ferramenta (til
para avaliar as propriedades de robustez de um estimador 0. Se a funcao de influéncia for
limitada, 6 ¢ dito B-robusto. Para mais detalhes veja Hampel et al.(1986).

A funcgao de influéncia do estimador maximo verossimilhanca Hampel et al. (1986) é
dado por,

IF(Y,0) = F, ' (0)Uy(0),

com Uy(6) = (Ug,U])T, com

Us = w(6)X = e,
19vec' (%)

Uy = 2T{w(é)VeC(E_leeTE_l)—veC(E_l)},

e e =Y — X03. Este € um resultado importante, portanto, basta que a funcao escore Uy seja
limitada para que 0 seja um estimador robusto. Pode-se observar que, quando § — oo, a fungcéo
escore para 3 tende a zero € a fungao escore para ¢ torna-se limitada. A Figura 6 mostra o
comportamento das fungdes escores para uma variavel aleatoria 7'(0; 1; 0, 25). Neste caso, a
estimativa de maximo verossimilhanca dos parametros do modelo espacial linear t-Student,
dado na Equacao (4.2) tém fungao de influéncia limitada, logo, os estimadores sao robustos.
Como é bem sabido, a funcao de influéncia do estimador de maximo verossimilhanga no modelo
espacial normal é ilimitada e, portanto, os estimadores de maximo verossimilhang¢a ndo sao
robustos.

Dois critérios foram aplicados para determinar o valor de 7: validagao cruzada (VC)
e o tragco da covariancia assintética da média Tr = T,(n), e um QQ-plot das distancias
transformadas pode ser usado para avaliar o ajuste do modelo espacial linear t-Student. Para
mais detalhes veja De Bastiani et al.(2015).

4.4 Diagnéstico e analise de influéncia

Existem varias técnicas para avaliar a influéncia das perturbagdes em um conjunto de
dados e no modelo dos parametros estimados. O estudo de outliers e deteccao de observacoes
influentes é uma etapa importante na analise de dados espaciais.

Para a obtencao de referéncias sobre os artigos na literatura no que tange ao diagnéstico
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Score function
0

Ug
™ -=- Uy

Figura 6 Funcdes escores para uma variavel aleatéria 7'(0; 1; 0, 25) versus e
Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

de influéncia em modelos espaciais lineares, consulte De Bastiani et al. (2018).

4.4.1 Estatistica escore para outlier

Esta secao apresenta a estatistica escore e a estatistica de gradiente para detectar
outlier sob o modelo espacial linear t-Student. Considera-se o modelo de desvio médio dado
por

Y=da+XB8+e=Wry+eg, (4.7)

com W = (d, X),~v = (a, 87)7, d um vetor unitario tendo 1 (um) na i-ésima posicéo e zero
nas demais posicées e Y ~ T, (W3, X, n). Nesse caso, o interesse é testar a hipotese

Hy:a=0versus Hy : a # 0.

Se H, for rejeitado, o i-ésimo caso pode ser um outlier. A respectiva log-verossimilhanca
é dada por,
1
L(0) = log Ky (n) — %(1 + nn) log(1 + ¢(n)d),

comd = (Y —W~) 2" {(Y -~W~)eagorad = (a,3",¢")". Afunclo escore para a e 3 s&o
fornecidas por,

Uy = w)d'Zle=w(®)d"'=" (Y —ad - XB) e
Us = w@W'E"HY —ad - Xg),

eq=1+c(n)d.

1+m7) (c(n)) 1+ np

respectivamente, sendo w(é :( —
P w(®) n q 1—2n+né
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Os estimadores de maximo verossimilhanga de a e 3 sdo dados por

d's I, -G)Y/d"'=7}I, - G)de
X' I X)X Ty - ad),

Q)
Il

@)
I

respectivamente, em que G = X(X 27 1X)"I1XTx L,
A matriz de informacéao de Fisher para o modelo de desvio médio (4.7) é dada por

F, 0
0 F,

Fy =

sendo
d™>'d d"2'X

E,=ci(n)(1—2n)~"
K X'y ld XTs !X

Seja 6 e 6 o estimador de maximo verossimilhanca de 8 no modelo de desvio médio (4.7) e
no modelo espacial linear t-Student, (4.2), respectivamente. De acordo com Boos e Stefanski
(2013), a estatistica escore para a hipdtese H, é dada por

)

w?(0)
—2n)"' g’

cr(n)(1
i=1,...,nsendoQ=X"HI,-G),e=Y-XBeb=X"le,comf3 = (X'Z7'X)"'X Y,
com ¢;; 0 elemento (i, j) da matriz Q e b; elemento i-ésimo de b, parai,j =1,...,n.

Sc; = Uy (0)F,}Us(6) =

De acordo com Terrell (2002) e Lemonte (2016), a estatistica do gradiente para a
hipétese H, é dado por

PO 2
Gry = UJ (8)(6 — ) = (o)~

i = 1,...,n. Observa-se que Sc¢; = (w(d)(1 — 2n)/c1(n))Griy, i = 1,...,n. Para o caso

normal (ci(n) = w(§) = 1), S¢; = Gr; parai = 1,...,n. Além disso, se ¥ = oI, entdo

G =P =X(X"X)"'XT, a bem conhecida matriz de Hat, e

e?

T 3 0_2(1 _ p“) )
com r; 0s residuos t-Student, para: = 1,...,n. Assim, os graficos de indice de Sc¢; ou Gry,
i=1,...,n podem revelar possiveis outliers nas observagoes.

4.4.2 Influéncia local

O método de influéncia local sugerido por Cook (1986) avalia o efeito simultaneo das
observacdes no estimador de maximo verossimilhanca sem remové-las do conjunto de dados.
Seja w um vetor de perturbacdo r x 1 € © subconjunto de R", e o proximo modelo estatistico
perturbado M = {f(y,0,w) : w € 0}, sendo f(y,0,w) a funcdo de densidade de Y, (4.1),
perturbado por w e £(0,w) = log f(y, 8, w) sua funcdo de log-verossimilhanca correspondente.
Denota-se o vetor ndo perturbado, o vetor nulo, por wg, suponha que £(6,w,) = £(0) dado
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em (4.4). A influéncia da perturbagdo w no estimador de maximo verossimilhanca pode ser
avaliada pelo deslocamento da verossimilhanga dado por LD(w) = 2{5(5) — L‘(@w)}, em
que 6 é o estimador de maximo verossimilhanca de 6 = (B",¢") " no modelo postulado, com
B=(6,... ,5p)T, o= (¢1,02)" € 5w € o estimador de maximo verossimilhanca de 8 no modelo
perturbado por w. Cook (1986) propds estudar o comportamento local de LD(w) em torno de
wo € mostrou que a curvatura normal C; de LD(w) em w na diregao de algum vetor unitario
I, é dado por C; = Cy(8) = 2|I" ATL~'Al|, com ||I|| = 1, sendo L a matriz de informagao
observada (dada no Apéndice 4.8), avaliadaem 6 = 6 e A é uma matriz (p + 2) x r dada por
A= (A A])T, emque A = *L(0,w)/0B0wT € Ay = 0*L(0,w)/d¢0w", avaliada em
0=0eemuw = wy.

O gréfico dos elementos |l,,,..| versus i (ordem dos dados) pode revelar que tipo
de perturbagcédo tem mais influéncia sobre LD(w), na vizinhanga de w,, (COOK, 1986).
Considerando-se C; = 2|f;;|, em que f;; forma a diagonal principal da matriz B = ATL A,
pode ser usado o grafico do indice de C; para avaliar a presenga de observagoes influentes.

Uma vez que C; ndo é invariante sob mudanca uniforme de escala, Poon e Poon (1999)
propuseram a curvatura normal conformal B; = C;/tr(2B), veja (ZHU; LEE, 2001). Uma
propriedade interessante da curvatura conformal € que para qualquer direcao unitaria I, segue
que 0 < B; < 1. Isso permite, por exemplo, a comparag¢ao de curvaturas entre diferentes
modelos elipticos. Denotado por B; = 2|f;;|/tr(2B) a curvatura conformal na dire¢éo da unitéria
com a i-ésima entrada 1 e todas as outras entradas 0. De acordo com Zhu e Lee (2001), a
i-ésima observagao é potencialmente influente se B; > B + 2sd(B), emque B=3_|_, B;/re
sd(B) é o desvio padréao de By,..., B,.

Neste artigo, um modelo heteroscedastico é considerado como um esquema de
perturbacdo, ou seja, X, = X © J,, em que ® denota o produto Hadamard de duas matrizes,
e J, € uma matriz n x n com elementos diagonais, definido pelo vetor de perturbacao
w = (wy,wo,...w,)" € um caso contrario. Nesse caso wy = 1. No Apéndice 4.10, usando
a proposta de Zhu et al. (2007), é proposto um esquema de perturbag¢ao apropriado. Este
resultado € novo para o modelo considerado neste artigo. As matrizes Az e Ay para este
esquema de perturbacao sao apresentadas no Apéndice 4.9.

4.5 Aplicacao

A aplicagdo em estudo refere-se a produtividade da soja associada as caracteristicas
do solo, importantes para a alimentagao mundial. Os resultados apresentados neste trabalho
podem ajudar a aumentar a produtividade da soja e reduzir os impactos ambientais por meio
da correcao do solo com a quantidade certa de insumos quimicos. O conjunto de dados
de produtividade da soja foi coletado em uma area agricola de 127,16 ha, na cidade de
Cascavel no estado do Parana, Brasil, com solo classificado como Latossolo. Foram coletados
a produtividade de soja (Prod) em ¢ ha~' e quatro teores quimicos do solo durante a safra
2016/2017 com 74 observagOes cada. As variaveis explicativas foram: fésforo (P) medido em
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mg dm =3, potassio (K), célcio (Ca) e magnésio (Mg) medido em cmolcdm=3. Uma breve anélise
descritiva é apresentada na Tabela 2. O valor maximo da produtividade é 4,03 ¢t ha~! que
corresponde a observagao #46 e é detectada como potencialmente influente pela estatistica de
escore (Figura 9). Observa-se que as informagdes fornecidas na Tabela 2 sdo uma primeira
analise para compreender o conjunto dos dados, no entanto, este artigo considera um modelo
linear t-Student com tendéncia espacial subjacente.

Tabela 2 Anélise descritiva para o conjunto de dados reais

Min @1 Mediana Média Q3 Max
Prod 1,518 2,80 3,15 3,06 3,44 4,03
P 4620 12,74 19,88 20,57 26,01 56,48
K 0,100 0,20 0,250 0,27 0,33 0,58
Ca 7,330 28,27 32,31 31,61 35,95 45,91
Mg 0,600 1,10 1,50 1,69 2,17 4,20
Prod: produtividade da soja, P: fésforo, K: potassio, Ca: calcio,
Mg: magnésio, Min: minimo, Q1 : primeiro quartil, Qs: terceiro quartil,
Max: maximo

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

A Figura 7 (a esquerda) mostra como os dados sao distribuidos e a Figura 7 (a direita)
mostra o boxplot da variavel produtividade de soja e identifica os outliers. Os outliers da
produtividade de soja correspondem as observagbes #68, #67, #65 e #69 (do menor para o
maior), com valores 1,518, 1,661, 1,677 e 1,797 t ha™', respectivamente. A observagdo #34
com valor 2,05 é destacada na Figura 7 (a esquerda) porque aparece mais tarde na Figura 9

como potencialmente influente.
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Figura 7 (a esquerda) Postplot dos dados coletados na safra 2016/2017 e (a direita) boxplot da
produtividade da soja
Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

As estimativas dos parametros para o modelo escolhido, com funcéo de covariancia
Matérn com « = 0, 5, para a produtividade de soja considerando a fungéo de covariancia Matérn,
e o respectivo erro padrao, entre parénteses, é apresentado na Tabela 3. O parametro 73 foi
fixado em 0, 4, obtido em analises anteriores e considerando o método dos minimos quadrados,
bem conhecido em Geoestatistica. Os parametros n = 0,05 e x = 0,5 foram selecionados de
acordo com os critérios de validagdo cruzada e trago da matriz de covariancia assintética.

A Figura 8 mostra o modelo de covariancia ajustado com estimativas de parametros
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Tabela 3 Estimativa dos parametros do modelo escolhido para a produtividade da soja
considerando a fungé@o de covariancia Matérn com x = 0,5 e 0s respectivos erros
padrdo estao entre parénteses

Intercepto P K Ca Mg efeito pepita  f(contribui¢éo)
b1 B2 B3 Ba Bs $1 P2

2.8295 0.0039 0.2969 -0.0021  0.1017 0.0184 0.5016
(0.4673) (0.0073) (0.6988) (0.0122) (0.1235) (0.2516) (0.3709)

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

fornecidas na Tabela 3, em que podemos ver como a fungao de covariancia diminui a medida
que a distancia entre as observagdes aumenta.

covariance
1 1 1 I

00 01 02 03 04 05

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

distance

Figura 8 Modelo de covariancia Matérn com ajuste de parametros « = 0.5, ¢; = 0.0184,

¢2 =0.5016 € ¢3 = 0.4
Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

A Figura 9 (a esquerda) apresenta os graficos do indice da estatistica escore Sc¢; para
a hipétese nula. Os resultados para as estatisticas de gradiente sdo omitidos aqui, pois
sdo semelhantes a estatistica escore. Como esperado, as duas parcelas apresentaram o
mesmo comportamento. As observacdes #34, #46, e #65 sao destacadas como outliers,
que correspondem aos valores de 2,05, 4,03 e 1,667 ¢t ha~' de produtividade da soja,
respectivamente. A partir do postplot dado na Figura 9, pode-se ver que a observacao #34
tem um valor muito pequeno quando comparado aos valores de seus vizinhos. A Figura 9 (a
direita) mostra o grafico da influéncia local para a matriz de covariancia perturbada com uma
linha de corte, para a fungao de covariancia Matérn com « = 0, 5 e considerando-se 0s graus
de liberdade, para a distribuicao t-Student, igual a n = 0,05. Os mesmos pontos destacados na
Figura 9 (a esquerda) séo indicados neste grafico como observagdes potencialmente influentes.

A Tabela 4 mostra as estimativas de parametros para o0 modelo escolhido para dados de
produtividade de soja, definidos sem as observagdes potencialmente influentes, #34, e sem #34,
#46, e #65, considerando-se a funcao de covariancia Matérn com « = 1,5. Comparando-se
as Tabelas 3 e 4, pode-se notar que as estimativas dos parametros para os 5 sao muito
semelhantes, e mantém o mesmo sinal, o que significa a influéncia de cada variavel explicativa
na variavel resposta ainda esta na mesma diregdo. Porém, é evidente que os valores dos erros
padrao assintoticos aumentam. Por outro lado, os valores dos parametros relacionados a fungéao
de covariancia aumentam quando as observacdes sao retiradas (e o respectivo erro padrao),
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Figura 9 Gréfico do indice da estatistica escore para a hipétese nula (a esquerda) e o grafico
de influéncia local para a matriz de covariancia perturbada, com x = 0,5 e n = 0,05(a
direita).

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

€ isso mostra uma mudanga na estrutura de dependéncia espacial entre as observacoes.
Comparando-se as estimativas dos parametros entre as Tabelas 3 e 4, o valor do efeito pepita
estimado (51) aumenta em relagdo a (ngbl + 52) qguando a observagao #34 é removida, e também
quando as observacoes #34, #46 e #65 sao removidas, indicando que a dependéncia espacial
entre as observacoes diminui.

Tabela 4 Estimativas dos parametros para o0 modelo escolhido para dados de produtividade da

soja definidas sem as observacdes potencialmente influentes (OPI), considerando a
funcdo de covariancia Matérn com « = 1, 5. Os respectivos erros padrao estao entre

parénteses
Intercepto P K Ca Mg efeito pepita  f(contribuigédo)
OPI B1 B2 B3 Ba Bs ¢1 P2
-#34 2,7881 0,0020 0,3686 -0,0021  0,1293 0,2415 1,0073
(0,7299) (0,0120) (1,1937) (0,0207) (0,1979) (1,6055) (1,6954)
-#(34, 2,8752 0,0018 0,1227 -0,0008  0,0987 0,2293 0,9204
46,65) (0,7110) (0,0116) (1,1589) (0,0199) (0,1920) (1,4933) (1,5751)

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

A Figura 10 apresenta os mapas da variavel resposta produtividade de soja com todas
as observacoes, sem a observagao #34, e sem as observagdes #34, #46 e #65. Em todos
0S casos, as mesmas variaveis explicativas foram consideradas, ou seja, P, K, Ca € My,
mas a funcdo de covariancia mudou de fungdo Matérn com x = 0,5 para a fungdo Matérn
k= 1,5, quando uma observacao foi removida do conjunto de dados. Para a construcao dos
mapas, 0s valores das variaveis explicativas foram preditos, e entdo esses valores também
foram considerados para a obtencao dos valores preditos para a variavel resposta.

O conjunto de dados sem a observagao #34 e sem as observacgoes #34, #46 e #65
foram analisados. O modelo escolhido para a estrutura de covariancia é a fungao de covariancia
Matérn, mas com « = 1,5 em vez de x = 0,5. Para ambos 0s cenarios, fica evidente a
mudanca nos valores previstos quando o conjunto de dados é analisado sem as observacoes
potencialmente influentes.

A Figura 11 apresenta o desvio normal esperado versus a distancia transformada
considerando (a) todas as observacgoes, (b) sem a observacao #34, e (C) sem as observagdes
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Figura 10 Mapas de produtividade da soja, considerando Matérn x = 0,5 e n = 0,05 com todas
as observacdes(a), Matérn x = 1,5 e n = 0,05 sem a observagao #34 (b), e Matérn
k=1,5en=0,05sem as observagdes #34, #46 e #65 (C)

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

#34, #46 e #65. Pode-se observar que os ajustes do modelo espacial linear t-Student
reparametrizado sao razoaveis, e o ajuste com todas as observagdes apresenta a maioria dos

pontos ao longo da reta.

Transformed distance
Transformed distance

Expected normal deviate Expected normal deviate Expected normal deviate

Figura 11 Desvio normal esperado versus distancia transformada considerando (a) todas as
observagdes, (b) sem observacao #34, e (c) sem observacoes #34, #46 e #65.
Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)
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4.6 Estudo de simulacao

4.6.1 Avaliacao das estimativas dos parametros para o modelo t-Student
reparametrizado

O objetivo principal é avaliar as estimativas dos parametros do modelo t-Student
reparametrizado multivariado. Além disso, esta simulagcdo visa comparar a t-Student
reparametrizada multivariada com a distribuicao normal sob uma especificagao incorreta do
modelo. Os parametros considerados para a simulagao foram baseados no conjunto de dados
reais apresentado na Secao 4.16. Com o total de n = 74 observagdes com a localizagao sendo
a mesma apresentada na Figura 7 (a esquerda). Os paradmetros considerados para o modelo
simulado foram ¢; = 0,1, ¢ = 0,5, ¢3 = 0,4, a fungdo de covariancia Matérn com x = 0, 5,
p=0en=0,45.

De acordo com a Tabela 5, em 91, 3% dos casos, t-Student multivariado reparametrizado
com n = 0, 45 foi selecionado. O caso em que n = 0,01 pode ser visto como aproximadamente
a distribuicdo normal multivariada, como foi selecionado apenas 8,6%. Tanto o critério da
validagao cruzada (VC) quanto do trago da matriz de covariancia assintética (Tr) apresentam a
mesma porcentagem de vezes para cada modelo.

Tabela 5 Porcentagens de vezes que o modelo t-Student reparametrizado com n = 0,45,

n=0,05en = 0,01 foram escolhidos usando os critérios de valida¢do cruzada (VC) e
traco da matriz de covariancia assintética (Tr) em 1000 dados simulados

Modelo ajustado VC Tr
tStudentn = 0,01 8,6 8,6
t-Studentn =0,05 0,1 0,1
tStudentn =0,45 91,3 91,3
Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

4.6.2 Medidas de influéncia

Os parametros considerados para o modelo simulado foram ¢ = 0,1, ¢2 = 0,5, ¢3 = 0,4,
a funcao de covaridncia Matérn com x = 0,5, 4 = 0 € n = 0,45. Em cada um dos 1000 dados
simulados, o valor maximo foi perturbado, passando a ser o valor maximo mais o valor de 5. O
modelo t-Student reparametrizado com n = 0,45, n = 0,05 e n = 0, 01 foi ajustado.

A Tabela 6 mostra as porcentagens de vezes que as medidas de influéncia detectaram
a observacao perturbada em 1000 dados simulados, para cada um dos modelos t-Student
reparameterizado multivariado ajustado, com n = 0,45, n = 0,05 e n = 0,01. Os resultados sao
muito semelhantes, com maior percentual para t-Student reparametrizado multivariado com
n =0,0L.
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Tabela 6 Porcentagem de vezes que as medidas de influéncia detectaram a observagao
perturbada em 1000 dados simulados. O modelo simulado é o t-Student
reparametrizado com n = 0,45 e os modelos ajustados sdo o t-Student
reparametrizado comn = 0,45, n = 0,05 e n = 0,01

Modelos Estatistica escore influéncia local para a matriz de covariancia
t-Studentn = 0,01 87,9 85,5
t-Studentn = 0,05 87,9 84,3
tStudentn = 0,45 87,9 84,0

Fonte: Uribe-Opazo et al. (2021)

4.7 Conclusoes

Este trabalho se propds a modelar a média da produtividade da soja coletada na regiao
sul do Brasil considerando um modelo espacial linear t-Student reparametrizado, e também
para verificar a presenga (ou ndo) de observagdes influentes que podem alterar os resultados.
Um esquema de perturbagao apropriado para a matriz de covariancia de um modelo espacial
linear t-Student reparametrizado foi proposto, baseado no deslocamento de verossimilhanca.

Foram obtidas expressdes explicitas para as matrizes necessérias para implementar
essas técnicas de diagnostico usando a familia Matérn de fungdes de covariancia. Esse tipo de
resultado é raro em estudos anteriores sobre o assunto. Além disso, foi abordado um estudo
sobre problemas de identificabilidade.

A aplicacao ao conjunto de dados reais mostrou que as observacdes detectadas pelo
estudo de influéncia local afetaram a selecédo da funcao de covariancia, para compreender a
variabilidade espacial e obter os valores previstos apresentados no mapa.

4.8 Apéndice: a matriz de informacao observada para o modelo linear espacial
t-Student

A funcéao log-verossimilhanga para o modelo t-Student reparameterizado é dada por:

1 1
L(0) =log K(n) — 5 log 1] - %(1 + nn) log(1 + ¢(n)d),

sendo K, (1)) = (%) : [r(lgigf)/r(%)} ,comé = (Y — ) TS"1(Y — p), e c(n) = /(1 — 21)
para 0 < n < 3. Portanto,

oce) i

o8 - w(6)X o e,

85;? = () — @S e,
9L(6)

_ —%{tr(E_lR) _w(d)e SIRE e,
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_14nn  c(n)

com w(d) = ; 1+c(n)6.Asderivadasdew(é) sao
w(d) _ _ c(n) -
23" =wp(0) = 2w(5)(1+c(n)5)6T2 X,
Ow(d) _ _ c(n) e
Bo = W0 = 2w(5)<m>eTE Iyl
dw(d) _ _ c(n) g
5o, = () = 2w(5)(m>Jz IR: e,

A matriz de informacéo observada é obtida a partir da segunda derivada da funcao
log-verossimilhanca, em relacao a 6, é dada por

L L
L—_ iﬁ g
Ly Lgo

sendo
Lss = w(é)XT{2(1_:(617()77)5>E_166T2_1—E_l}X,
Lgy = (L,3¢1 Lgg, )
li1 lio
Loy = ;
liz lag
em que

Loy, = w(é)XT{2<1f(CZ;)é)(ETE—lz—le)z—l—2—12—1}6,

Los, = w(é)XT{2<CW))&)(GTE_IRE_IG)Z_I—E_IRE_l}e,

1+c(n
= %{tr(ﬁ‘lﬁ‘l) —20(0)(e' ETIETIE ) +wy, (0) (e ETIB )},
Ly = %{tr(Z_lRE_l) —w(d)(e {ZT'RETIZT 4 ZTIETIRE )
+uwg,(8) (e ETIEe)},
lyg = %{tr(Z_lRZ_lR) —2w(8) (e ZTIRETIRE L) + wy, (0) (e ZTIRE )}

4.9 Apéndice: matriz para o esquema de perturbacao A da matriz de covariancia

A funcéo log-verossimilhanca perturbada, considerando-se o esquema de perturbacao
da matriz de covariancia, é dada por

1 1
L(0,w) = log Ky (n) — 5 log 12| — %(1 + nn) log(1 + ¢(n)dw), (4.8)

sendo 6, = €'t =, = X 0J, = #DOpwW) + R, com D(pw)) =

diag(p1(w),p2(w),...,pn(w)) € R, € a matriz R com a diagonal substituida por p(w) =
(P1(@), ... pn(w))T = 1, + Gy *(w — 1,,), em que G¢/? ¢ definido no Apéndice D em (DE



BASTIANI et al., 2015). Os elementos sao dados por

{ pi(w), sei=j
Twij =

Tij, S€1F J,
parai,j=1,...,n.

Lema 1. Noteque X, =X 0 J, = 41 D(p(w)) + ¢2R,,, entdo

(i) 823‘;):&,@': 1,....,n,
OD(p(w))
8wi
OR,,
8(4)2'
0%,

(iv) B (¢1+ ¢2)D(gi), i =1,...,n,

ozt . e
(v) 52 = (61 + )= ' D(g)B i=1,....n,

o)
Op1
o) e
D2

=D(gi),i=1,....n,

=D(gi),i=1,...,m,

— —3;'D(p(w)) ="

w I

(vii)

=-3,R, 2 1,

sendo g; = Gal/Zem, come, =(0,...,1,...,0), vetor unitario de R™, parai=1,...

Da Equacéo (4.8),

9L(6,w)
B

0L(0,w)
1

9L(6,w)
Oa

w(6,)X 2 e,

L/ REU))

46

M.

sendo w(d,) = . Entéo, wy(6,) = &gfiw — ( c(n) )w(éw)(eTCie), com

n 1+4c(n)d
Ci=(¢1+¢2)2,'D(g)x, !, parai =1,...,n.
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As segundas derivadas de (4.9) em relagao a w; sao dadas por:

2 w
a;ﬂ((‘;i) = X {wia(0)25" - w(g)Cife, (4.10)
2 w
T —%{tr(zalmgi))—<¢>1+¢>2>tr(z;lmgi)z;lD(p(w)))
—w(,){e” (55 D(g) T, e — 26T (CD(p(w)) T, e}
~wia(3)e" (35 D(p(w)) 55 e },
0?L(0,w) 1 _ _ _
st = 31 (' D(E) ~ (61 + 62) tr(S; Dlg) L R
—w(0,){eT (25" D(g) 35" e - 26T (CRLTS e} — wia(0.)e" 35 RS e
parai=1,...,n

Avaliando as derivadas, a partir da Equacgéo (4.10),em 6 = 0 e em w = wy, a matriz A

assume a forma:
Ag
A=1 Ay |
A¢2

com AB = (Alg, .. .,Ang), Adn = (Alfi)l? ... ,An¢1) e A¢2 = (A1¢>27 ey An¢2), com

A 0%L( 9|w ‘

G 0B0w; 10= 0 Ww=wy
A B 82£(9|w)‘

@i DpjOw; 0-0, w=w,’

parai=1,....,nej=1,2.

4.10 Apéndice: a matriz de informacao para o esquema de perturbacao da matriz de
covariancia

Zhu et al. (2007) propuseram um método para selecionar os esquemas de perturbagao
em modelos estatisticos baseados na matriz de informagdes de Fisher com relagdo a w, qual é
G(w) = (gu(w)) = E,(U,U,) ), com

OL(O,w) OL(0,w
gkl(w):Ew{ a(wk ) éwl )}, kJl=1,...,r

em que E, denota a esperanga com relacao a densidade do modelo perturbado f(y,0,w), e

U, = 0L£(0,w)/0w. Os elementos da diagonal {gix(w), k =1,...,r} de G(w) sdo as variancias
das fungdes escores em relagdo aos elementos de w, que indica a quantidade de perturbacéo
do k-ésimo componente de w. Os elementos fora da diagonal principal G(w) sao as covariancias
das fungbes escores com respeito aos componentes de w € representa a associacao linear entre
diferentes componentes de w. Observe que se G(w) € uma matriz diagonal, os componentes
de w sao ortogonais (COX; REID, 1987). A perturbacao w é considerada apropriada se satisfaz
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a condigédo de G(wg) = Gg = I, com ¢ > 0.

Se G(wg) # cI,, podemos reparameterizar o modelo perturbado, M, considerando-se
a transformagéo de um para um w = p(w) = wo + Gal/Q(JJ — wp), em que @ também tem
dimensao . Com efeito, a matriz de informagbes de Fisher com relagdo a w, é dada por
G(@) = Gy *G(p(@))G, /*, de onde segue que G(&) avaliado em wy & igual a I, (BOOS;
STEFANSKI, 2013). Sob esta nova parametrizagao, o modelo perturbado pode ser escrito como
M = {f(y,0,p(@)): @ € O}, com Q = {wy + GY/*(w — wp) : w € O}

Para este artigo, inicialmente o seguinte esquema de perturbagao foi considerado
¥, =X 06J,, emque ® denota o produto Hadamard de duas matrizes, e J,, € uma matriz de
ordem n x n, cuja a diagonal é dada pelo vetor de perturbagdo w = (w1, wy, ...,wy) € UM Caso
contrario. Nesse caso, wy = 1.

O seguinte lema, adaptado de Sutradhar (1993) e Bolfarine e Galea (1996).

Lema 2. See ~ 7,(0,%,,7) e se w(d,) = (“j?"") 1+Cc(('r]))§ comd, = €' 3 '€, entdo

(i) E(w(d,)e' Ae) = tr(Z,A),

(i) E(w?(0.)(e" Ae)(€Be)) = i {2tr(T,ASLB) + tr(3uA) tr(ZuB)}.

Considerando-se U;,, = 0£(0,w)/0w;, i = 1,...,n. Para este esquema de perturbacao

inicial,
Ui = _7(¢1 +¢2){ezn w ezn —w(&w)eTAie}, e,
Uil = (01 + 02 (1,55 em)(e], 55 o) — (o], 5 e ()€™ Age
— (e],35 e )w(d.)e Aie+w2((5w)(eTAie)(eTAje)},

comA; =X 'e;e] arai,j=1,...,n. Usando o Lema (2),

m UJ p

1+nn

gij(w) = E(Ui,Uj,) = 1+ (n+2)n

(297 + viiviz) — Vi Vigs

sendo +;; € o elemento i, j da matriz > 14,5 =1,...,n. Paran grande o suficiente, Gy =
G(wo) =22 ' ® XL, Entéo, este esquema de pertubagéo néo é apropriado (ZHU et al., 2007).
No entanto, de acordo com o que foi discutido acima, w = p(w) =1, + G, 1/2(w —1,) éum
esquema de perturbagéo apropriado.
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4.12 ARTIGO 2: |Inferéncia estatistica no modelo espacial linear t-Student
reparametrizado

Resumo: A principal contribuigao neste trabalho é o desenvolvimento dos métodos de influéncia
global, local e alavanca generalizada para estudar dados espaciais correlacionados usando a
distribuicao t-Student reparametrizada. Esta distribuicao tem sido utilizada como alternativa
a distribuicao normal, quando os dados apresentam valores discrepantes e uma distribuicao
com caudas pesadas se ajusta melhor. Além disso, o parametro de forma é limitado, supondo a
existéncia do segundo momento finito, o qual permite a viabilidade da estimacao dos parametros
por maxima verossimilhanga e a implementacao do algoritmo iterativo. Técnicas de diagnostico
de influéncia global e local sao utilizadas para identificar a presenca de observagées influentes
que podem interferir na estimativa de parametros, selecdo de modelos e constru¢do de mapas.
A metodologia é ilustrada com dois conjuntos de dados reais. Os resultados permitiram concluir
que a presenca de observacdes consideradas influentes nos dados exerce uma forte influéncia
alterando a estrutura de dependéncia espacial, o qual também depende da sua localizagéo e
os valores de sua vizinhanga.

Palavras-chave: Dependéncia espacial, modelagem robusta, pontos influentes.

4.13 Introducao

A geoestatistica difere da estatistica classica, pois os modelos da estatistica classica
estao geralmente voltados para verificar a distribuicao de frequéncia dos dados, enquanto a
geoestatistica incorpora a interpretacao da correlacao espacial das amostras. Segundo Landim
(2006), a geoestatistica assume que a diferenca entre dois pontos amostrais depende da
distancia entre eles e da orientagédo dos pontos, ou seja, pares de observagdes mais proximos
sdo mais semelhantes do que pares de observagdes mais distantes. Porém, na préatica existe
a ocorréncia de observagoes atipicas que podem afetar o comportamento da dependéncia
espacial, especialmente quando a distribuicdo normal esta sob suposicao. Varios autores como
Osorio et al. (2007), Prado et al. (2013), Assumpcao et al. (2014), De Bastiani et al. (2015),
Garcia-Papani et al. (2017), Galea e Castro (2017), Schemmer et al. (2017), Garcia-Papani et
al. (2018), Fagundes et al. (2018a), Fagundes et al. (2018b), Martinez et al. (2019), Ordofiez et
al. (2020) e Sanchez et al. (2020) apresentam abordagem com distribuicdes mais robustas,
cujas estimativas dos modelos sejam menos sensiveis a estas observagdes. Uma alternativa
proposta por Lange et al. (1989) e posteriormente estudada por Schemmer et al. (2017) e
Uribe-Opazo et al. (2021) é a utilizagcado da distribuicao t-Student reparametrizada, a qual
pertence a classe das distribuicées simétricas. Ela permite reduzir a influéncia dos outliers,
bem como a existéncia do segundo momento finito, e uma comparacao direta entre a matriz da
distribuigao t-Student e da normal. Segundo Richetti et al. (2016), € possivel que uma Unica
observagao possua grande influéncia nos resultados de uma analise de dados espaciais e
possa alterar consideravelmente tanto os resultados que definem a estrutura de dependéncia
espacial, como a construcdo dos mapas.
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Seguindo este pensamento, € de suma importancia a analise de diagndsticos para a
deteccao destas observagdes. Diversos trabalhos de analise de diagnésticos sao apresentados,
Osorio et al. (2007) avaliaram a influéncia local em modelos lineares elipticos com estrutura
longitudinal, Uribe-Opazo et al. (2012) utilizaram técnicas de diagnéstico para avaliar a
sensibilidade dos estimadores de maxima verossimilhanca, fungdes de covariancia e preditor
linear a pequenas perturbagcées nos dados e nos pressupostos do modelo linear espacial.
Assumpgcao et al. (2014) apresentaram o estudo da influéncia local por meio de dois métodos
conhecidos como deslocamento de verossimilhanga e Q-deslocamento de verossimilhanca
ambos utilizando a distribuicao t-Student. De Bastiani et al. (2017) trabalharam com técnicas
de diagndéstico para modelos espaciais gaussianos com repeticdo. Lachos et al. (2017)
trabalharam com diagnésticos de influéncia em modelos espaciais com respostas censuradas.
Garcia-Papani et al. (2018) apresentaram técnicas de diagnéstico para avaliar a influéncia
de observagdes atipicas nas estimativas de maxima verossimilhanca de seus pardmetros
com modelo de regressao espacial Birnbaum-Saunders. Leiva et al. (2020) trabalharam com
diagndsticos global e local para um modelo geoestatisticos com base em uma nova abordagem
para regressao de quantis.

Assim, a proposta deste artigo € uma extensao dos artigos de Schemmer et al. (2017) e
Uribe-Opazo et al. (2021) para a aplicagéo de analise de diagndsticos na distribuigéo t-Student
reparametrizada com base nas técnicas de influéncia global e local desenvolvidas por maximo
verossimilhanga e a Q-function. O artigo esta organizado da seguinte forma: a Secao 4.14
apresenta o modelo linear espacial t-Student reparametrizado, na Secao 4.14.1 apresenta a
estimagao de maximo verossimilhanca e o desenvolvimento do processo de estimagao dos
parametros, na Segao 4.14.2 a descrigdo do algoritmo iterativo, a estimativa do erro padrao
assintético definido na Secao 4.14.3, na Secao 4.14.4 descreve-se os critérios de selegao do
parametro de forma n, na Secao 4.14.5 descreve-se a metodologia para obter o grafico QQ-plot,
na Secao 4.15, foi desenvolvida a anélise de diagnésticos para detectar pontos influentes com
base nas técnicas de influéncia global, local e alavanca generalizadada. Nas Secbes 4.16 e
4.16.2, aplicou-se a metodologia a dados reais para o modelo t-Student reparamentrizado. E na
Secao 4.17, apresentam-se as conclusdes obtidas a partir da metodologia aplicada.

4.14 Modelo espacial linear t-Student

Uma alternativa para a distribuicdo normal multivariada é a distribuicdo t-Student
multivariada. Esta distribuigdo tem sido amplamente utilizada no estudo de dados reais por
possuir caudas mais pesadas e permitir que os pontos atipicos presentes no conjunto de dados
sejam englobados (LANGE et al., 1989; OSORIO et al., 2007). Além disso, € uma distribuicao
simétrica com parametro de forma extra, denominado grau de liberdade, representado por v
(v > 0), que permite modelar a curtose dos dados.

Seguindo a metodologia de Uribe-Opazo et al. (2021), os quais apresentam a
distribuicdo t-Student multivariada reparametrizada, aplicou-se a transformacédo v = 1/n.
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Considera-se Y = (Y1,...,Y,)" um vetor aleatério segue uma distribuicdo t-Student
reparametrizada com parametro de forma fixo n, em que 0 < n < % com matriz de covariancia
3, n x n, vetor de média E(Y) = p. Sua funcéo de densidade de probabilidade é dada na
Equacéo (4.11) por:

f(y) = Kn(n) [Z]7% [L+ c(n)o] 20, (4.11)

em que
1+nn

Kn(n) = (C(W)f FF<<21:>>

comd = (Y — )" =71 (Y — ) é a distancia de Mahalanobis, ¢() = 1/(1 — 2n) para 0 <

n < i. SejaY ~ T,(u, X,n) denota um vetor aleatério seguindo uma distribuigao t-Student
reparametrizada n-multivariada.

A representacao estocastica de Y é dada por

YLpu+viz,

emaque Z ~ N, (0,%), V ~ Gama (i 1 ) c(n) =n/(1-2n),0<n< 3 VeZsao
independentes.

Para estudar a dependéncia espacial, considere um processo estocastico isotropico de
segunda ordem {Y (s;),s; € S}, em que S C ®? e R* é um espago Euclidiano bidimensional.
Seja Y = (Y(s1),...,Y(s,))" um vetor de resposta com ordem n x 1, correspondente
a localizacdo s; com ¢ = 1,...,n. Segue uma distribuicdo t-Student n-multivariada
reparametrizada, denota por Y ~ T,,(u, ¥,7), em que cada elemento Y (s;) pode ser escrito
como Y (s;) = u(s;) + e(si), ¢ = 1,...,n. Em que ambos o termo deterministico pu(s;)
e estocastico e(s;) podem depender da localizagao espacial em que Y (s;) é observado.
Assume-se que os erros aleatérios e(s;) tém esperanca igual a zero, ou seja, Ele(s;)] =0, e a
variagao entre os pontos € determinada por alguma fungao de covariancia Cov [e(s;), e(sy)] =
Cov[Y(s;),Y (su)] = C(si,84) = oiu, Parai,u = 1,...,n. Suponha que para alguma fungdo
conhecida de s;, z1(s;), . .., xp(s;), @ média do processo estocastico é dada por (4.12)

p

p(si) =Y wi(s:)B;. (4.12)

=1
em que [, ..., 5, sdo parametros desconhecidos a serem estimados.
Na notagao matricial, 0 modelo linear espacial é dado por

Y = XB+e. (4.13)

emqueY ~ T,(X3,X,n), X éuma matriz de posto completo, com ordem n x p, com a i-ésima
linha de um e com o vetor das variaveis explicativas z; " = (zi1, .. .,z;,) referente a localizagao
si, B = (B, .. ,BP)T € um vetor p x 1 de paradmetros desconhecidos a serem estimados e
e = (e(s1),...,e(sy)) sdo componentes correlacionados da variancia com e ~ T,(0, 3, 7).

A modelagem espacial dada na equagao (4.13) depende da estrutura da matriz de
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covariancia ¥ = [(o4,)], em que o, = C(s;.8,) para i,u = 1,...,n do processo estocastico
Y. A funcdo de covariancia C(s;.s,) € usada no estudo da dependéncia espacial do
processo estacionario e é especificada por um vetor tridimensional = = (71, 72, 73) ". Conforme

apresentado por Uribe-Opazo et al. (2021), a forma paramétrica € dada por
X=nl,+nR,

em que 7, € o efeito pepita; 1 > 0, o € conhecido como contribuicédo, 7 > 0; I,, € uma matriz
de ldentidade de ordem n; R é a matriz simétrica de ordem n x n, em que os elementos
estdo em fungéo de 73 > 0, R = R(m3) = [(r;)], sendo r;; = 1, e r;; = 7, 'C(si,s;) para
T #0,er;=0param =0,i# j =1,...,n, em que r;; depende da distancia euclidiana,
hij = ||s; — s;]|, entre pontos s; e s;. Uma reparametriza¢éo alternativa na fun¢éo de covariancia
C (si,sy) = C (h;y) € sugerida por Stein (2012), sendo adaptado por Uribe-Opazo et al. (2021)
auxilia na identificabilidade do modelo. Neste artigo considerou-se os parametros ¢, = 7,
¢2 = T2 /72" € ¢3 = T3 este Ultimo parametro considerado fixo e a reparametrizagédo em C (h;,)
nos mesmos critérios estabelecidos por Uribe-Opazo et al. (2021).

4.14.1 Estimador de maxima verossimilhanca

Supondo que Y ~ T,(X3,%,n), em que n é o parametro de forma considerado
fixo e 6 = (ﬂT,qu)T, com B = (B1,...,5) ed = (¢1,02,¢3)" sendo ¢; e ¢ pardmetros
desconhecidos e ¢3 parametro a ser definido e fixado em fungao do semivariograma, o logaritmo
da funcgao verossimilhanca para a distribuicao t-Student reparametrizada € dada na equagao
(4.14)

£(8) = logKy (n) — %log =/ - 2117 (14 nm) log (1 + ¢(n)5) (4.14)

em que

logK, (1) = Zlog (@) + logD (1;#) —logl" (ﬁ) 5= -XB) S (Y - X8), c(n) =
n/(1—2n),0<n< 3.

A funcao escore pode ser escrita como:

U(B)=2%P =w®)X 5,

U(¢) = %69 = —L[tr(S7'8)) —w(0)e "S85 ],

em que 3; = 9%/d¢; em que j = 1,2, w(d) = (1 +nn)/n)ecm) ¢t ¢ = (1+c(n)d) e
e = (Y — XB3). O parametro 6 = (,BT, d)T)T, pode ser estimado a partir da solucdo das

funcdes escores U (B) =0e U (¢) =0, em que :
Para o parametro 3, a solugdo da fungdo é obtida de forma imediata:

B=xTE®)"x)"(xTEW)Y),

Todavia, para se obter a estimativa do parametro ¢, estimou-se ¢j com j = 1,2 por meio da
resolucao do sistema (4.19). A partir de U (¢) = 0 temos:

tr(B713)) —w(0)e =712 le =0 (4.15)
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A equacéo (4.15) pode ser reescrita como:
tr(Z71) = tr(=713;27LE), (4.16)
com E = w(d)ee ', equivalente a equacgéo (4.16),
(718,27 = (271 BLE). (4.17)

Considerando-se = = 37| #,3;, em que 33, = I, e 3y = R(¢3), aplicando em (4.17)
2
d (BT E TG = (BTS2 E). (4.18)
=1

Note que, em notacdo matricial o sistema (4.18), pode ser escrito como:
A- ¢ = bv

sendo a matriz A de ordem 2 x 2, com elementos a;; = tr(X7!3;5%713}) e b um vetor
(2 x 1) com elementos b; = tr(X7'3; 27! E), sendo correspondentes a a;; = tr(X7'X71),
aiz = az = tr(TT'TTR(¢3)), age = tr(ZTR(93)E T R(¢3)), bt = tr(T'T'E) e by =
tr(Z71R(¢3)X L E). O processo de estimagéo € dado pela resolugéo do sistema (4.19):

d=A""b, (4.19)

Na Secéao 4.14.2, segue a descricao do algoritmo, o qual ird obter a estimativa dos

k)

parametros de @ através de iteragdes, ou seja, ird obter & = 8¥) quando atingir o critério de

convergéncia na k-ésima iteragao.

4.14.2 Algoritmo iterativo

Baseados em Acosta et al. (2016), para se obter a estimagao dos parametros de 9,
devemos utilizar um algoritmo iterativo, que segue os seguintes procedimentos:
19 lteracao: Seja k = 0, em que k representa a fase de iteragéo:
12 passo: Neste passo, define-se um chute inicial para o parametro a ser estimado 6) = 6°,
em que 8° = (B°, ¢°,°) . Neste estudo, optou-se em definir os parametros iniciais 3° e ¢°,
obtendo-os em um modelo de regressdo com distribuicdo normal e 7" foi definido fixo para
todas as iteracdes, o qual foi posteriormente escolhido pelos critérios CV e Tr apresentados
na Secao 4.14.4.
2° passo: Calculam-se a partir dos parametros iniciais obtidos no 12 passo, as seguintes
equacgdes:

20 = 6P 1 1 6P R® (¢3), em que ¢ é fixo no chute inicial.

C(U) = #1
g™ = (1 + ¢(n)s™),
§k) — (E(k)>T(2(k))71€(k)

e®) = (v — x8W),
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em que R ¢ a fungao de covariancia que depende do modelo exponencial, gaussiano ou familia
Matérn, em que R é apresentada por Uribe-Opazo et al. (2012). Verifiqgue que estas equacdes
calculadas no 2° passo sdo consideradas iniciais, ou seja, com k = 0.
32 passo: A partir deste momento, atualizam-se os paradmetros para (k + 1) em que oU+1) —
(BFFD pk+D) 10T Considerando-se os seguintes procedimentos:

3.1 passo: Atualizam-se os parametros lineares ¢; € ¢, de X, através do sistema linear:

AR pht1) — k)

com a matriz A®*) de ordem 2 x 2, com elementos agf) = tr((Z®)~13,(z*))-133)) e b*)
um vetor (2 x 1) com elementos bg.k) = tr((Z®)~133;(=*®)-1E®), em que 4,1 = 1,2 sendo
correspondente a a{¥) = tr((Z®)"1(x®)1), off) = o) = tr((ZW)L=E) LR (¢y)),
al) = tr(Z®)"1RM (¢3)(*))~1RK) (43)), para o vetor b\ = tr((Z*))-1(n®)-1E®) ¢
b = tr((20) LR (9) (2B) 1 BV,

3.2 passo: Obtendo-se ¢*1) dos passos (3.1), atualiza-se X(**1), a qual sera utilizada
para atualizar o parametro 3*+1) pela expresséo dada por:

I@(k+1) _ (XT(E(IH_I))_IX)_I(XT(E(IH_I))_IY),

40 passo: Finaliza-se a iteragao, definindo-se **1) = §1), obtida pelas atualizagdes (3.1) e
(3.2). A partir de 8V, aplica-se o critério de convergéncia, que para este algoritmo & definido:
se ||0%+1) — )| < e; como 15 e ¢3 sdo fixos, somente verifica-se a convergéncia para
18D — B®|| < ey e [|p") — ¢M|| < e em que j = 1,2 ou |£(0%HD) — L(6P)] < e
pare e defina 8 = 8*+1) caso contrario k = k + 1 retorne para a 22 passo. Sendo que ¢; € es
s&o tolerancias constantes. Em geral os valores tipicos para as tolerancias sdo 102 e 1075,

respectivamente.

4.14.3 Estimativa do erro padrao assintético

O erro padrao assintético pode ser calculado ao se inverter a matriz de informacao
esperada, F (6), em que F (8) = E[-L(0)], com L (8) = 9L (0)/0000". A t-Student
reparametrizada F (6) é dada por (WALLER; GOTWAY, 2004),

Fgs O
F=F@)=|""° ,

T = Fol®) = gt g S

sendo
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> leu ) N+

1 (9vec” (%) (1 + nn)
Fpp = Fpp(p) = 4( 96 > {2(14—(71%—2)77)(

com, N,, = 3 (I,: + K,), K, é a matriz de comutagao de ordem n? x n? e I,;- a matriz de
Identidade de ordem n? x n? (MAGNUS; NEUDECKER, 1999).

4.14.4 Critério de selecao do parametro de forma (n)

Segundo Zellner (1976) e De Bastiani et al. (2015), a fungao log-verossimilhanca
dada em (4.14) é decrescente em 7, entao a estimacao deste parametro nao pode ser obtida
através da maximizagao da log-verossimilhanga (£ (6)). Como alternativa, Kano et al. (1993)
propuseram usar o trago da matriz de covariancia assintética de uma média estimada como
critério na selecao de um modelo melhor para a classe das distribui¢coes elipticas. Seguindo
este pensamento, De Bastiani et al. (2015) apresentaram o critério traco e a validagéo cruzada
para selecionar o grau de liberdade v do modelo espacial linear t-Student. A partir destas
propostas, Schemmer et al. (2017) apresentaram o critério trago (7;.) e validagao cruzada (C'V)
para selecionar o parametro de forma 7 para o0 modelo espacial linear t-Student reparametrizado,
sendo este aplicado no presente artigo, e proposto por Uribe-Opazo et al. (2021). Para os dois
métodos, o melhor pardmetro de forma (n) é determinado pelos menores valores da validagao
cruzada e traco. Depois de escolher 7, o parametro do modelo Matérn (x) € selecionado de

acordo com o menor erro padrdo assintético.

4.14.5 Grafico QQ plot

Seguindo a metodologia apresentada por Dalposso et al. (2018), considera-se o conjunto
de dados {Y (s1),...,Y (sn)}, determina-se o vetor de residuo & = (Y — X3), em que 3 =
(XTﬁ]_lX)*l(XTﬁ)_lY), sendo o vetor de parametros 3 e a matriz de covariancia 3, obtidas
através das secdes 4.14.2 e 4.14.4. A partir da estimativa da matriz de covariancia ¥, utiliza-se
a decomposicéo de Cholesky obtida por 3 = L', em que L & matriz triangular inferior de
ordem n. Utilizando a matriz inversa L, determina-se &,. = L ', definido como o vetor de
residuo nao correlacionado. Em seguida, utilizou-se a metodologia de Almeida et al. (2018)
com os pacotes qqgplotr e ggplot2 no programa R para a construgdao dos QQ-plots, considerando
como dados amostrais o vetor de residuo ndo correlacionado &,. e dados tedricos o vetor
aleatério com distribuigao t-Student ambos de ordem n. Para a obteng&o dos intervalos de
confianca, utilizamos o pacote desenvolvido por Wickham (2011) com a aplicagcao do método
de Boot que cria bandas de confianga com base em um Bootstrap paramétrico.
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4.15 Diagnéstico de influéncia

Um estudo de grande importancia na andlise de diagnéstico é a deteccao de
observacgdes influentes, isto é, pontos que exercem um peso desproporcional nas estimacoes
dos parametros do modelo ou até mesmo na significancia dos parametros. A deteccao de pontos
talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma observacao
particular nas estimativas da regressao. Neste artigo, consideram-se dois tipos de diagnéstico
de influéncia: influéncia global e influéncia local.

4.15.1 Influéncia global

A exclusado de caso é uma maneira comum de avaliar o efeito de uma observacao
na estimativa do processo. Esta é uma analise de influéncia global uma vez que o efeito da
observacao é avaliado pela eliminagcao no conjunto de dados.

4.15.1.1 Influéncia global baseada na verossimilhanca

A andlise de influéncia global fundamenta-se na eliminagao de uma ou mais observagoes
consideradas influentes no conjunto de dados e, assim avalia o impacto nas estimativas dos
parametros. Este tipo de técnicas de diagnostico é discutido por Cook; Weisberg (1982),
Chatterjee; Hadi (2009) e Pan et al. (2014). Uma das medidas mais utilizadas para mensurar
as mudancas dos paradmetros estimados, apds excluidas as observacoes, é denominada de
distancia de Cook (COOK, 1977). Esta medida foi proposta inicialmente para modelos normais
e rapidamente expandida para diversas classes de modelos. Seguindo a proposta de Pan et al.
(2014), a distancia de Cook baseada no estimador ML 0,de 6 = (BT, qu)T, € dada por

D}y =Ugy' <0> [F (5)}_1 U (é) parai=1,...,n,
o qual pode ser decomposto em D}, = D;3 + D;4, parai =1,...,n, sendo
Dig = Uiy (B) F33 (8) U (8) e Dis = U™ (&) F) (¢> Ugi (), em que Ug) (B)
e Ug (cZ)) sdo as funcdes escores dos estimadores 8 e ¢, respectivamente, sem a i-ésima
observagao.

4.15.1.2 Influéncia global baseada na Q-function

Segundo Pan et al. (2014), é dificil estender o0 método de exclusao de casos para outros
modelos se a funcao de verossimilhanga nao tiver forma analitica. Assim, Zhu e Lee (2001),
Pan et al. (2014) e De Bastiani et al. (2018) apresentaram a distancia de Cook a partir do
uso da esperancga condicional do logaritmo da fungao verossimilhanca completa, denominada
Q-function. Seguindo este raciocinio, considere a Q-function dada por

o S NS B 1
Q(810") = BlL(6Y.).Y.07 = "log (2r) - Llog|S ng<r(2n))

1 1 n 1 1
+2nlog <26(77)> +gat+ 2 [a* —w(d%)] 2w(5 )", (4.20)
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em que a* = —log (w(6*)) — ¢ (n—i— %) + log (H%), com w(d*) = (#) c(n)g* ™, ¢ =
(14 ¢(n)d*), 6* = (Y — X8 1Y — X3%) ¢ (n + %) é a fungéo Digama, para 0 < 7 < 3,
Zhu e Lee (2001) propuseram uma medida de influéncia global como alternativa para obter 9(1'),
com a seguinte aproximagao
~ A o ~ A\1-1 . A A . . PUN 0Q ., (0]6
0 =0+ [—Q(i) (0\0)} Q) (0|0), parai=1,...,n, emque Q (0|0> = %\929 e
2 AlA 9°Q; (016
G (010) = P9 s
. PN 1 w /A A\T1—1
Zhu e Lee (2001) propuseram substituir [—Q(i) (0[0)} por [—Q (0\0)} , em que
_ 2Q(010)

Q (9|0> = —es0T le—g- ENt0 a distancia aproximada de Cook, com base na Q-function, é

dada por:

QD = Qg (016)] [~ (016)] " [~ (01)]. parai=1....n

Pan et al. (2014) apresentaram um teorema mostrando que é possivel substituir
{—Q (éyé)}_l por E {—Q (éyé)}_l, entdo a nova modificacdo da distancia de Cook com
base na Q-function é dada na equagéo (4.21) por

QD = [ (016)] £[-0(00)] [~ (816)]parai=1.....n. (4.21)

.. L\ 7-1
com E {—Q(i) (0]0)} € uma matriz diagonal em bloco em relacdo a 3 e ¢. Assim, a
estatistica modificada de Cook Q D}, de (4.21) pode ser escrita como :

QDjy = QDj5+ QDjy, parai=1,...,n,

Portanto,

Qs,, (0|é) = wpy () X0 0,

O, (é|é) 1 <avec;§)2<z>)> [w(i)(ﬁ) vec (2:)15‘(1)@(:)2(_1)1) — vec (2;)”
E[-Gas (616)] = £ [ﬁgggg;?)] oy = w()XTE X,

[ (00)] = £ [- 5057 T

4.15.2 Influéncia local

O método de influéncia local, proposto por Cook (1986), consiste em avaliar a robustez
das estimativas obtidas considerando uma medida de influéncia e sob pequenas perturbagdes
aplicadas ao modelo ou aos dados, ou seja, para verificar a presenga de observacdes que
podem causar distorcdes nos resultados, sob pequenas perturbacbes. Este método nao requer
a eliminagao de observacgodes.

Considere o modelo espacial linear dado na equagéao (4.13). Supondo que o vetor de
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erro aleatério e segue uma distribuicao t-Student, com média igual a um vetor de zeros e matriz
de covariancia X, ou seja, & ~ T,,(0, X, 1), é possivel obter o modelo de regressdo ¥ = X 3. A
observagao é chamada de influente se causar altera¢des relevantes nos resultados. O esquema
apropriado da perturbagéo para a varidvel resposta de acordo com De Bastiani et al. (2015) é
dado por

Y, =Y + Aw, (4.22)

em que w € um vetor n x 1, pertencente ao espaco de perturbacgio 2.

4.15.2.1 Infuéncia local baseada no afastamento da verossimilhanca

Seja L£(0|w) definida como a log verossimilhanga perturbada. A influéncia da
perturbacao, causada pelo vetor w, nas estimativas dos parametros ML de 6, pode ser avaliada
pelo afastamento da verossimilhanga, definido como

LD (w) =2 (L(é) - z(éw)) :

em que 6 é o estimador de ML de 8 do modelo postulado e 8, é o estimador de ML de 6 do
modelo perturbado por w € Q2. Cook (1986) propds estudar o comportamento local de LD (w)
sobre wy € (2, de tal modo que L(8|wy) = L(0). Assim, é utilizada a curvatura normal C; de
LD(w) em wy na direcdo de um vetor unitario I:

Cp =2 ‘lTATLAl‘.

em que ||l = 1; L: é a matriz Hessiana avaliada em 6 = §; A: é uma matriz de ordem

~ 2,(0

(p+q) x n, definida por A = (Ag, A;)T, avaliadaem 6 = 0 e em w = wy, emque Ag = gﬁ‘;g’?
A, — 92L(6)
€R¢ = Fp0uT

De Bastiani et al. (2015) consideraram a perturbacao apropriada generalizada de Zhu et
al. (2007), como sendo Y, = Y + Aw, na variavel resposta e utilizando a matriz A, n x n, que
nao depende de 3 e nem de w, de modo que a matriz de informacdes de Fisher para Y, com
relagao ao vetor perturbado w é G(wy) = cATX 1A, em que ¢ é uma constante positiva. Em
geral, ATX"'A +£ I,,, entretanto, se A = £'/2, entdo G(wy) = cI,, em que a perturbacio é
apropriada, considerando uma distribuicao t-Student reparametrizado, Y, = Y + »12y, é
dada na equagéo (4.22). Neste estudo, a matriz A = (A}, A;)T avaliada em 6 = 6 e em
w = wy, é dada por

Ag = w(d) [XTE:*W
e Ay com elementos

—20(n)q ' X T8 eeTET,

“ . al/2 . . T oA o~
Ay, = w(d) [2 PECET e o) 8T e TR T 2 S 1@],3‘_1,2,
com é = é(wy) = <Y—XB), w(d) = (H%)c(n)q—l, i = <1+c(n)$), § =

AT A1 ~
(Y—Xﬁ) > (Y—XB),c(n):77/(1—217)eO<n<%.
Considere a matriz B = A'L™'A e C; = 2|b;|, parai = 1,...,n, em que b;; s&o
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os elementos da diagonal principal da matriz B. A representacao grafica de C; versus i
(ordem dos dados) pode ser usada para detectar possiveis observagoes influentes. Verbeke
e Molenberghs (2009) propuseram considerar como observacao potencialmente influente a
i-ésima observagéo com C; > 2C, em que C = %Z?:l C; . Outra proposta apresentada por
Cook (1986) define L,,,, como o primeiro autovetor normalizado e associado ao maior autovalor
da matriz B = ATL'A. Assim, com os elementos de |L,,..| versus i (ordem dos dados),
obtem-se um gréafico que pode revelar qual tipo de perturbagao tem a maior influéncia em
LD (w) em wy.

4.15.2.2 Influéncia local baseada na Q-function

O objetivo principal é comparar , a estimativa de ML de 6 do modelo postulado, e 8., a
estimativa de ML de 8 do modelo perturbado, quando w € €2. Valores préximos indicam que a
perturbacado tem pequeno efeito no procedimento de estimacdo. Por outro lado, se diferirem
consideravelmente, entdo é possivel que o procedimento de estimacao seja sensivel a presenga
de algumas observacdes. Para medir esta distancia, Zhu e Lee (2001) e Zhu et al. (2007)
propuseram o deslocamento da Q-function, calculando a diferenca entre 6 e 8., definido por:

fa(@)=2(Q(016) —Q (6.219)).

sendo que Q (9\9) —E [zc 0[Y.) ,Y,é} eQ (9,w|é) — B [zc 6, w[Y,) ,Y,é} definida na
equagéo (4.20), com fg (w) > 0, Vw € Q2 e fg (wp) = 0. Similarmente a Cook (1986), Zhu e
Lee (2001) estudaram o comportamento da superficie 7(w) = (w', fo(w)") e calcularam a
curvatura normal para a direcao unitaria [ € ®*7, dada por

Cog=2

)

TALO (é|é) ALl

L Aa 82Q(0|6 . N . , .
emaque, |l =1;Q <0|0> = # yezé,w:wo’ avaliadoem 0 = 0, w = wy; A, é uma matriz

(p+ 3) x n , fornecida por A, = (Ag[,, AZ¢)T, avaliado em 0 = 6, w = w,. Portanto:

P, Q(BB) Q(Be)
90 = w A A o A A ’
2(a9) (Q(¢B) Q(d)d)))

0 N>
—1(vec” (Z7Y) @ I3) %;BTC <V62¢( )>
~ T($ o~ o~ o~ T($
w(é)vec{ (2) (2 1 5 IMTE 1) ovec (E)

N ~— ~— ~— . T(S
rud) (veeT (57 08 e ) o 1) e (2052,
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e a matriz A, tem elementos

02Q(0,w|0 : s—1/2
Aup = ag(f:f') =w(0) XT3,
02 )
ALy = %, com elementos
avean—1/29¢1/2 2 —1/2 .
Aug, =w(@) Y 2% Pe j=1,2.

sendo w(8) = (”%) ¢(n)q ', com G = (1 + c(n)S) ed= (Y - XG)T s (Y — Xﬁ).

4.15.3 Alavanca Generalizada

O conceito da alavanca generalizada € medir a influéncia que o valor observado na
variavel de resposta y; sobre o préprio valor ajustado 3y (HOAGLIN; WELSCH, 1978; LAURENT;
COOK, 1992; WEI et al., 1998).

Seja p = X 3 o valor esperado de Y. Entdo, com base na alavanca generalizada para
Wei et al. (1998), a matriz de alavanca generalizada, GL(8) = 9Y /0Y,emque Y = X3 e 0
estimador ML de 6. A alavanca generalizada é dada por

GL(6) = Do(—L(9)) Loy,

sendo Dg = 9u/90" = (X,0), € Loy = 9°L(0)/000Y" = (L}, L )" com

Loy = 02L£(0)/0B0Y T = w(5) X~ — 2 (1+"nn) w2 XTE eSS,

Loy = 9*L(0)/0¢0Y T com elementos

Lg,y = 02L(0)/0¢,0Y T = w(9)eTn 1 {251 (1 gnn) w(6)2eTE T ZE B ee TR,
para j = 1,2, com w(d) = (12 e(n)a ", e(n) = Z; € 4 = (1 + c(n)?).

Depois de alguma algebra, tem-se LG(0) = GL; + G Ly, em que

GL1 =X (Lpp — LpgpLyyLep) ' (~Lgy) e

GLy = X(Lpgp — LggpLyyLeyp) ' (LpsLygLey),

de tal modo que,

Lpp = 5o = 20(6)? (s ) (X727 e =71 X) — w(@)XTE7X,

Lpg = g;gf}, com elementos
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0%L(0) _ Tys1—1 9% -1 Ty—1 Ty1—1 9% yr—1 _
o = w(0)? (1) (7= B2 e) XTR e —w() XTI 2w e, 1=1,2,

Ly = LEO)  com elementos

8¢8¢7T’
Lo 1 —1( ) o)) 182)}
9p0p;, — 20T [2 9606, 06,2 g,

% [ 5)2< fn ) (r—:TE*la—zZ*ls) (eTﬁfl%Zfl.ﬁ:)]
+lu(5)eTm ! (8228% — 282 5" 13;) »-le, paraj,l=1,2.

Os elementos diagonais GL;; parai = 1,...,n, da matriz LG(@) sao usados como
ferramenta de diagnéstico de influéncia no vetor Y. A i-ésima resposta é potencialmente
influente se GL;; > GL + 2sd(GL), emque GL = 1 3" | GL;; e sd(GL) ¢ o desvio padrao de
GLii,...,GLy, (DE BASTIANI et al., 2015).

Com base na proposta de Wei et al. (1998), bem como em Zhu e Lee (2001), a matriz
de alavanca generalizada para modelos com dados completos € definida pela equagéo (4.23):

LGq(8) = Do(—Q) ' Qpy, (4.23)

sendo,
Q=0Q(0]6)=05°Q(816)/0006",

Qoy = 9°Q(616)/060Y " |,_5 = (Qfy. Qfy)", com

Qpy = *Q(610)/080Y7 |,_, = w(d) XT3 e

Qsy = 0%Q(0|6)/0¢0Y ™, com elementos,
R sre—l o3
Qp,y = 0°Q(010)/06;0Y " |o_y = w(0)e"S %2 :

para j = 1,2, com w(d) = (L22) c(m)q ", eln) = 12 € 4 = (1+ c(n)?).

4.16 Aplicacao ao conjunto de dados reais
4.16.1 Dados experimentais

O conjunto de dados foi coletado no ano-safra de 2014/2015, em uma &rea agricola
comercial de 127,18 ha, situada nas proximidades da cidade de Cascavel, regido oeste do
Parand, Brasil. As coordenadas de latitude e longitude da area sdo aproximadamente 24, 95°
Sul e 53, 57° Oeste, com altitude média de 650 m. O solo da area é classificado como Latossolo
Vermelho Distroférrico, com textura argilosa (EMBRAPA, 2011).

A variavel resposta é a produtividade da soja (Prod) [t ha~—! ] com teores quimicos do
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solo considerados como variaveis explicativas, fosforo [P] (mg dm~—3 ), potassio [K] (cmolc dm—3
), potencial hidrogeniénico [pH] e matéria organica [OM] (g dm—3 ). O modelo espacial linear
para a produtividade da soja na localizagao s; é dado por Prod(s;) = 81 + 52P(s;) + B3K(s;) +
BapH(si) + BsO0M(s;) +e(s;), i =1,...,78.

A Tabela 7 mostra uma andlise descritiva das variaveis em estudo. Pode-se perceber
que a produgdo minima foi 1,874 t ha—!, a maxima 3,176 t ha—! e a produtividade média da
soja foi 2,374 t ha—!, um valor inferior & média da produtividade nacional da soja de 3,03 t ha—!,
para o ano da colheita 2014/2015 (IBGE, 2015). Estas informagdes sé@o as primeiras andlises
preliminares que servem para identificar e compreender o conjunto de dados.

Tabela 7 Estatistica descritiva para as variaveis produtividade (Prod), Fésforo (P), Potassio (K),
Potencial hidrogeniénico (pH) e Matéria organica (OM)

Variaveis Prod P K pH OM

n 78 78 78 78 78
Média 2,374 19,19 0,313 4,819 50,63
Minimo 1,874 3,400 0,100 4,200 38,62
Maximo 3,176 58,60 0,670 6,100 66,37
Mediana 2,326 16,90 0,285 4,750 50,81

n: niumero de observagdes

O boxplot da produtividade da soja (Figura 12(a)) apresenta um outlier, que corresponde
a observagao #33, dado como o valor maximo dos dados com produtividade igual a 3,176 t
ha—! (Tabela 7). De acordo com o postplot da produtividade da soja dado na Figura 12(b), a
observagéo #33 é cercada por observacdes com produtividade de soja inferior a 2,55 t ha™! .

Nos boxplots das variaveis explicativas (ndo mostradas), foram observados trés outliers
para a variavel P, as observacdes #62, #68 e #69 com respectivos valores de 50, 3, 52,5 € 58,6
mg dm~3. Para a variavel pH, o gréafico destaca as observagdes #56, #55, #14 e #4, com 0S
respectivos valores de 5,8, 6,0, 6,0, e 6,1 e para a variavel OM apenas um outlier foi detectado
a observacao #71 com 63,37 g dm~3. Na andlise dos semivariogramas direcionais dados na
Figura 12(c), para diregbes 0°, 45° , 90° e 135°, é indicado que é razoavel assumir isotropia.

A Tabela 8 apresenta as estimativas dos parametros para o modelo linear t-Student
reparametrizado considerando diferentes valores para o parametro n (considerado como fixo) e
diferentes valores de « (considerado como fixo) da familia Matérn dos modelos geoestatisticos
e erros padrao assintéticos (entre parénteses). O parametro ¢3, foi fixado em 0, 3 obtido a partir
da andlise prévia e considerando-se o método dos minimos quadrados ordinarios.

O modelo escolhido é Prod(s;) = 1,9712 + 0,0030P(s;) — 0,0997K(s;) + 0, 0379pH(s;) +
0,00400M(s;), com matriz de covariancia estimada dada por 3= $1I78 + $2R(0, 3), sendo
51 =0,0585 e $2 = 0,0857, em que os elementos da matriz de correlacdo R determinado a
partir da familia de modelos Matérn com x = 0,5 e n = 0, 25 foram selecionados de acordo com
os critérios de Validagao Cruzada e Trago da matriz de covariancia assintética. Fagundes et al.
(2018b) apresentaram estimativas de parametros semelhantes aos valores obtidos e analisaram
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o0 mesmo conjunto de dados considerando um modelo espacial linear com distribuicao Slash
reparametrizada.

A analise de diagnéstico para a variavel resposta, dada nas Figuras 13 e 14, as
observagdes #18, #33 e #76 estdo sempre em destaque para a influéncia global.

As Figuras 15 e 16 mostram os gréficos de influéncia local, as observagdes #33 e #71
foram consideradas pontos influentes. A observacao #33 é a mesma detectada na Figura 12
(a) pelo boxplot.

Alavanca generalizada detectou as observagdes #62, #68 e #69 para P, #4, #14, #55 e
#56 para pH e a observagao #71 para OM. As mesmas dos boxplots das variaveis explicativas.

Os QQ-plots dos residuos estao apresentados na Figura 18. Nota-se que quando a
observagao #33 é retirada, um melhor ajuste foi detectado na parte superior do QQ-plot (Figura
18 (b)), com a maioria dos pontos mais proximos da reta x y. Todos os pontos pertencem ao
intervalo de confianga em ambos os graficos, evidenciando que os dados seguem a distribuicéo
assumida. Segundo Lange et al. (1989), valores que se afastam consideravelmente da reta
indicam casos discrepantes, logo podemos observar que quando retirou-se a observacao #33,
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Tabela 8 Estimativas de parametros usando o algoritmo iterativo e erros padrao assintéticos
entre parénteses

K b1 B2 B3 Ba Bs o1 ®2
0,05 1,9712 0,0030 —0,0997 0,0379 0,0040 0,0330 0,0482

(0,4227)  (0,0028) (0,2269) (0,0752) (0,0055) (0,0428)  (0,0491)
0,10 1,9712  0,0030  —0,0997 0,0379  0,0040  0,0368  0,0540
0,5 (0,4217)  (0,0028) (0,2263) (0,0750) (0,0054) (0,0493)  (0,0576)
0,25 1,9712  0,0030  —0,0997 0,0379  0,0040  0,0585  0,0857
(0,4205)  (0,0028) (0,2257) (0,0748) (0,0054) (0,0849)  (0,1032)
0,45 1,9712  0,0030  —0,0997 0,0379  0,0040  0,2960  0,4336
(0,4231)  (0,0029) (0,2271) (0,0753) (0,0055) (0,4693)  (0,5915)
0,05 2,0125  0,0037 —0,1263 0,0425 0,0025  0,1362  0,0113
(0,5684) (0,0039) (0,3156) (0,1043) (0,0073) (0,0971)  (0,0847)
1,0 0,10 2,0125 0,0037 —0,1263 0,0425  0,0025 0,2102  0,0174
(0,6664) (0,0046) (0,3700) (0,1223) (0,0085) (0,1644)  (0,1309)
0,25 12,0125  0,0037  —0,1263 0,0425  0,0025  0,6101  0,0504
(0,8984) (0,0062) (0,4988) (0,1649) (0,0115) (0,5852) (0, 3813)
0,45 12,0125  0,0037  —0,1263 0,0425  0,0025  4,8771  0,4032
(1,1362) (0,0078) (0,6308) (0,2085) (0,0146) (5,6256)  (3,0600)
0,05 2,0118 0,0037 —0,1258 0,0425  0,0025  0,3658  0,1284
(1,0406) (0,0072) (0,5774) (0,1909) (0,0133) (0,8091)  (0,8023)
1,5 0,10 2,0118  0,0037 —0,1258 0,0425  0,0025 0,6869  0,2411
(1,3459) (0,0093) (0,7468) (0,2469) (0,0173) (1,5368)  (1,5100)
0,25 12,0118  0,0037  —0,1258 0,0425  0,0025  2,4208  0,8496
(1,9992) (0,0137) (1,1093) (0,3667) (0,0256) (5,5842)  (5,3471)
0,45 12,0118  0,0037  —0,1258 0,0425  0,0025 20,9157  7,3408
(2,6287) (0,0181) (1,4586) (0,4822) (0,0337) (50,0842) (46, 4495)

k: valor do parametro de forma do modelo da familia Matérn ; : parametro de forma da
distribuicao t-Student reparametrizada; 3.: parametros estimados, ¢;: estimativas de
parametros da matriz de covariancia, i = 1,2 em que ¢, = 71 ; ¢2 = 72/75" sendo 7 0 efeito
pepita e 7 a contribuicdo (URIBE-OPAZO et al., 2021)

os demais pontos se ajustaram melhor a reta. Assim, ha indicios de que esta observagao é um
ponto influente.

A Figura 19 apresenta os mapas considerando todas as observagdes e excluindo a
observacgao #33, assim, fica evidente a mudancga substancial no mapa em que a observagéo
#33 esta localizada, veja também a Figura 12(b). Esta observacao é um outlier e também uma
observacéao influente para a obtencéo dos valores previstos.

Para mensurar a similaridade entre o mapa de referéncia (todos os pontos) e 0 mapa
modelo (#33), determinou-se a exatidao global sendo EG = 0,73, segundo Anderson (1976),
indicando que os mapas nao sao semelhantes. Segundo a classificacdo de Krippendorff (2018)
os indices Tau (7' = 0,64) e Kapa (K = 0,59) sao considerados com baixa exatiddo. Dessa
forma, é possivel verificar que existe diferenga na classificacdo dos mapas tematicos em estudo,
com e sem o ponto #33 detectado como influente. As férmulas dos indices EG, T e K sao
apresentadas por De Bastiani et al. (2012).
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Figura 17 Gréficos da alavanca generalizada considerando (a) a fungado logaritmica de

verossimilhanga e (b) a Q-function
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Figura 18 QQ-plot dos residuos (a) todos os pontos e (b) sem o ponto #33

¥

72368 7237.0 72372 72374 72376 72378

Theoretical Quantiles

(@)

Sample Quantiles

72368 7237.0 72372 72374 72378 72378

-

]
Theoretical Quantiles

(b)

1

2410

Figura 19 Mapas da produtividade da soja (t ha=!) no ano safra 2014/2015, para o conjunto de

dados (a) com todas as observacdes e (b) exclusdo da observagao #33
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4.16.2 Aplicacao a dados de Aquifero

A segunda aplicagao apresenta os dados de 93 pogos em um Unico aquifero préximo
ao Vale Saratoga, Wyoming, fornecidos em (JONES, 1989). Cada valor observado da variavel
resposta Y (s;) corresponde a altura da agua (em metros) acima do nivel do mar de cada
poco de agua. As coordenadas s; = (Coordz;, Coordy;) também foram consideradas como
variaveis explicativas, veja De Bastiani et al. (2015) para detalhes. O modelo espacial linear
t-Student reparametrizado considerado para a altura do pog¢o de agua é dado por Y (s;) =
Bo + Bixi + Bayi + (si), em que g(s;) ~ 7,(0, X, n). Jones (1989) assume isotropia.

Na Tabela 9, as estimativas dos parametros sdo apresentadas, para diferentes valores
de n e . De acordo com os critérios (7.(n)) e (VC(n)) (Tabela 10), os valores selecionados
foram n = 0,10 e k = 1,5. Assim, o modelo espacial linear reparametrizado t-Student ajustado
para a variavel resposta é dado por Y (s;) = 2274,33 — 0, 723781x; — 3, 372901y;, com matriz de
covariancia 3 = 2379, 264 + 5, 832065R(7,399). O parametro ¢ foi fixado em 7,399, obtido em

analises anteriores e considerando o método dos minimos quadrados.

Tabela 9 Estimativas dos parametros e erros padrao entre parénteses

K1 Bo B1 ) é1 P2
0,10 2274,33429 —0,723781 —3,372901 2379, 264 9, 832065
(52,45971)  (1,722392)  (0,900642)  (1213,042) (2,98202)
1,5 0,25 2274,33429 —0,723781 —3,3729015 3861, 232 9,464674
(52,86439)  (1,735679)  (0,9166591) (2906,017) (7,132724)
0,45 2274,33429 —0,723781 —3,3729015 19600, 64 48,04519
(53,27608)  (1,749196)  (0,9237977) (19354,5)  (47,47856)
0,10 2290,43565 —0,9780093 —3,401286 5061, 917 1,6798836
(75,40705)  (2,3549273) (1,325684)  (2634,368) (0,8757784)
2,0 0,25 2290,43565 —0,9780093 —3,401286 8208, 882 2,724257
(75,96125)  (2,3722348) (1,335427)  (6237,405) (2,071678)
0,45 2290,43565 —0,9780093 —3,401286 41767, 86 13, 86138
(76,64223)  (2,3935014) (1,347399)  (41473,83) (13,77038)
0,10 2307,834 —1,361453 —3,370272 10972,913  0,4933241
(108,329)  (3,237912)  (1,918037)  (5793,428) (0,2607125)
2,5 0,25 2307,8337 —1,361453 —3,370272 17800, 32 0, 800273
(109,1424)  (3,262224)  (1,932438)  (13617,79) (0,6125132)
0,45 2307,8337 —1,361453 —3,370272 90567,91 4,071784
(110,1193)  (3,201424)  (1,949736)  (90291)  (4,060427)

r: valor do parametro de forma do modelo da familia Matérn; n: parametro de forma da
distribuicao t-Student reparametrizada; 5.: parametros estimados, ¢;: estimativas de
paradmetros da matriz de covariancia, i = 1,2 em que ¢; = 7 ; ¢2 = 72/72" sendo 7, 0 efeito
pepita e 75 a contribuicdo (URIBE-OPAZO et al., 2021)

As Figuras 20 e 21 apresentam os graficos de diagnésticos de influéncia global com
base na verossimilhanca (D;s e D;,) € com base na Q-funtion (QD;3 and QD;4), destacando as
observagdes #49, #50, #69, #80 e #81. Por outro lado, os graficos de diagnésticos de influéncia
local, apresentados nas Figuras 22 e 23, sao baseados na verossimilhanga e Q-function,
respectivamente, e as observacdes destacadas sao #1, #13, #15, #38, #40, #48, #61, #92 e
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Tabela 10 Valores do trago da matriz de covariancia assintotica (7,(n)) e validagao cruzada
(VC(n)), para o aquifero Vale de Saratoga

K1 T, (n) VC(n)
0,10 77439,31 2519,313
1,5 0,25 78638,67 2520,751
0,45 79868,26 2522271
0,10 1743456 13917,8
2,0 0,25 176917,8 15987,03
0,45 180104 19899, 28
0,10 387215,9 16435, 64
2,5 0,25 393052,4 1645747
0,45 400120,5 16484, 14

x: valor do parametro de forma do modelo da familia Matérn; n: parametro de forma da
distribuicdo t-Student reparametrizada; destacaram-se os valores mais baixos de T,.(n) e VC(n)
em negrito.
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Figura 20 Graficos de diagnoéstico de influéncia global D;3 e D;4 para os dados do aquifero
Vale de Saratoga

#93. A Figura 24 apresenta o grafico de alavanca generalizada.

Alguns outros autores ja analisaram este conjunto de dados, € a Tabela 11 da um resumo
dos resultados. Observa-se que a analise de influéncia global apresentada por Christensen et
al. (1992) e Fagundes et al. (2018a) também identificou as observagdes #49, #50 e #69 como
potencial influente, enquanto Uribe-Opazo et al. (2012) identificaram a observagao #49 entre
outros. De Bastiani et al. (2015) identificaram a observacédo #1 como potencial influente na
analise de influéncia local, € Fagundes et al. (2018a) também identificaram observagdes #80 e
#81.

Na Figura 25, apresentam-se os graficos QQ-plots, em que a Figura 25 (a) contém todos
0s pontos observados. Verifica-se que, em sua maioria, 0s pontos estao proximos a reta xy, e
que somente na parte superior, os pontos estdo afastados da reta e também fora do intervalo
de confianga, observa-se na Figura 25 (b) e (c), quando retiram-se os pontos considerados
influentes, os pontos superiores nestes graficos, hd uma leve aproximagao do intervalo de



72

o N
S s 49%50
) 80
wn L)
8 2
> 2
s g 69 81
49
= 50% o B
s 2 80 S -
8 |
69e¢ 81 R )
g B - ® . ® e .
o L) L]
- 5 .o“".. oo °%e b o2
. e * o . S %e '0.0.. '.‘..‘.00 K
. Yad .o ® eqe 0 @ =1 o $00°, o e o
§ | T ‘e \\‘".".' ’\‘.’ :,“\'..."...\ ‘...ﬁ T T T T ¢ \.
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Ordem Ordem
(@) @Dig (b) @Dig
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Figura 24 Grafico de alavanca generalizada para os dados do aquifero Vale de Saratoga

Tabela 11 Potenciais observacgdes influentes identificadas por diferentes autores usando
diagnésticos globais e locais influentes sob diferentes abordagens.

Autores Observagoes
Christensen et al. (1992) (Normal) H#1, #2, #49, #50, #69
Fagundes et al. (2018) (Slash) #49, #50, #69

Global Uribe-Opazo et al. (2012) (Normal) #1, #49, #64

Reparameterized t-Student (loglikelihood) — #49, #50, #69, #80, #81
Reparameterized t-Student (Q-function) #49, #50, #69, #80, #81

De Bastiani et al. (2015) (t-Student) H1, #22, #78 #79, #81, #85

Local Fagundes et al. (2018) (Slash) #79, #80, #81
Reparameterized t-Student (loglikelihood)  #1, #15, #38, #48, #61, #93
Reparameterized t-Student (Q-function) #1, #13, #38, #40, #48, #61, #92, #93,

confianga, quando sdo comparados com a Figura 25 (a).

Os dados foram analisados novamente apo6s a remogao das observagdes #49 e #50,
relacionados ao diagnostico de influéncia global. Os parametros fixos escolhidos sdo x = 1,5
e n = 0,10, com estimativas de parametros 5, = 2272,43, 51 = —0,67369, B2 = —3, 35056,
com matriz de covariancia 3 = 2332,23 + 2320,477R(7,399). Além disso, os dados foram
analisados ap6s a remogao das observagdes #01, e #61, relacionados a analise de diagnostico
de influéncia local. O modelo escolhido foi x = 1,5 e n = 0,10, 5y = 2261,853, f; = 0,11794,
By = —3,69652, com matriz de covariancia 3 = 2321,09 + 2304,34R(7,399). Sendo que os
modelos escolhidos, quanto aos valores fixados de « e n foram obtidos através dos critérios
Traco e Validagdo Cruzada. A Figura 27 apresenta os mapas obtidos a partir dos modelos
ajustados.

Verificou-se a similaridade entre o mapa referéncia (a) contendo todos os pontos e os
mapas modelos (b) sem as observacbes #49 e #50 e (c) sem as observagdes #01 e #61.
Calcularam-se os indices de comparag¢ao Exatiddo Global e Kapa, obtendo-se EG = 0,99 e
K = 0,98 para a comparagao entre os mapas (a) e (b). Quando comparados os mapas (a) € (c)
foram obtidos EG = 0,98 e K = 0,97. Dessa forma, verifica-se a alta exatidao em ambas as
comparacoes (ANDERSON, 1976).
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Logo, pode-se notar que ndo houve mudanca relevante nos mapas na retirada dos
pontos considerados influentes. Isto se deve ao fato de que estes pontos estdo localizados
em vizinhangas com valores similares, como se pode notar na Figura 26. Consequentemente,
a retirada destes pontos néo influenciou fortemente na estimag¢ao do modelo, tdo pouco na
construcdo dos mapas da Figura 27.

417 Conclusoes

Foi apresentada a distribuicao t-Student reparametrizada aplicada a geoestatistica. A
reparametrizagdo permite uma comparacao direta entre a matriz de covariancia de distribuigcbes
multivariadas, especialmente para comparar com as distribuicdes normais multivariadas. O
artigo também apresentou o uso em diagndésticos de influéncia global e local para escolher um
modelo mais apropriado para ajustar os dados.

A modelagem espacial linear t-Student reparametrizada permite uma modelagem mais
robusta na presenca de observagdes influentes. E de suma importancia a deteccédo dos pontos
influentes e relacionar a sua localizagao espacial. Assim, pode-se chegar a conclusbes de
grande valia para a retirada ou ndo destes pontos, definidos na andlise de diagnésticos. A
investigacdo destes pontos € imprescindivel na tomada de decisao, garantindo assim que as
informacdes contidas nos mapas gerados tenham maior precisdo com a realidade.
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4.19 ARTIGO 3: Modelo espacial linear t-Student reparametrizado com repeticao

Resumo: Este trabalho tem como objetivo desenvolver técnicas de diagndsticos para dados
espaciais correlacionados usando a distribuicdo multivariada t-student reparametrizada com
repeticdes. Essa distribuicdo tem sido usada como alternativa a distribuigdo normal na presenca
de outliers no conjunto de dados, uma vez que tem cauda mais pesada e geralmente se ajusta
melhor que a distribuicdo normal. A vantagem da distribuigéo t-student reparametrizada € o fato
da forma da matriz de covariancia ser a mesma da distribuicdo normal multivariada, quando o
segundo momento é finito, o que permite uma comparacgao direta entre elas. As estimativas
dos parametros sao obtidas pelo algoritmo iterativo parcial linear. Técnicas de diagnéstico
de influéncia sao utilizadas para identificar a presenca de observacdes influentes que podem
interferir na estimativa dos parametros, sele¢cdo do modelo e valores previstos. Uma aplicagao
para dados agricolas é apresentada. O conjunto de dados da produtividade da soja foi coletado
ao longo de cinco anos com quatro variaveis quimicas explicativas. Cada ano foi considerado
uma realizagdo do processo. Verificou-se a qualidade do ajuste do modelo e realizaram-se as
andlises de diagndstico de influéncia. Os resultados mostraram que os métodos foram eficazes
para detectar observacoes influentes. Extensivos calculos sdo apresentados no Apéndice.
Palavras-chave: Algoritmo iterativo, analise de diagndsticos, razao de verossimilhanca.

4.20 Introducao

Varios autores apresentam estudos com distribuicdo t-Student tais como Lange et al.
(1989), Sutradhar (1993), Fiorentini et al. (2003), Kotz e Nadarajah (2004), Assumpc¢ao et al.
(2014), Schemmer et al. (2017), Galea e Castro (2017) e Uribe-Opazo et al. (2021). Uma razéao
para se utilizar o modelo espacial linear t-Student consiste por se tratar de um modelo robusto,
o qual reduz a influéncia de valores atipicos, também incorpora um parametro adicional em
relacdo a distribuicdo normal, o que permite modelar os dados espaciais com alta curtose. E
considerando-se a reparametrizacdo apresentada por Lange et al. (1989), tem-se o0 segundo
momento finito, 0 qual permite uma comparacao direta com a distribuicdo normal.

A contribuicdo principal deste artigo é apresentar um estudo do modelo espacial linear
t-Student reparametrizado com repeticao, por ser um diferencial aos demais artigos citados e
estar baseado no artigo de De Bastiani et al. (2017), o qual apresentaram o modelo espacial
linear para distribuicdo gaussiana. O artigo esta organizado da seguinte forma: na secao
4.21, apresenta-se o modelo t-Student reparametrizado com repeticdo, descreve-se a matriz
de covariancia, funcao densidade de probabilidade e a representagao estocastica, na secao
4.22 as expressdes da funcao escore definidas para cada parametro em estudo; na secao
4.23, a matriz informagado esperada de Fisher; na secao 4.24, apresenta-se o método de
estimagao de maxima verossimilhanca de forma que se obtém uma equacéao definida para cada
parametro estimado, que auxilia na implementacao do algoritmo parcial linear apresentado
na secao 4.25. Na secdo 4.26 descreve-se o critério de validagao cruzada e o traco para a
escolha do parametro de forma. Na secéo 4.27, apresentam-se os testes de hipdteses, em que
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optou-se por trabalhar com o teste da razao de verossimilhanga, pois é invariante perante a
reparametrizacdo. Na secao 4.28, descreve-se a analise de diagnosticos de influéncia global e
local para a verificagao de pontos influentes. Na secao 4.29, aplicou-se a metodologia para
os dados reais. Na se¢éo 4.30, apresentam-se as conclusdes obtidas a partir da metodologia
aplicada. Mais detalhes dos resultados sdo apresentados no Apéndice 4.31.

4.21 Modelo espacial linear com repeticao

Um estudo de dependéncia espacial considera um processo estocastico
{Yi(s),s € S C R*} em um espago euclidiano bidimensional R* e i = 1 representa uma
Unica repeticao do processo. Denota-se o valor médio na localizagao s por:

p(s) = E[Yi(s)],

Assumindo-se que a variancia de Y';(s) existe para todo s € S. O processo Y € dito t-Student
reparametrizado se, para qualquer n > 1 e localizac¢ées si,. .., sp, 0 vetor (Yi(s1),...,Y1(sn))
segue uma distribuicao t-Student reparametrizada multivariada.

O processo de dependéncia espacial até o momento tem sido baseado no pressuposto
de que a inferéncia deve ser baseada em uma Unica repeticdo no campo aleatério Y, (s) em
que i = 1. Smith (2001) relata que podem-se obter estimativas melhores se houver conjuntos
de varias repeticdes do processo. Smith (2001) e De Bastiani et al. (2017) estudaram os dados
de cada ano como independentes, o que equivale a assumir que existem multiplas repeticoes
independentes.

SejaY = Y(s) = vec(Yi(s),...,Y.(s)) um vetor aleatério nr x 1 de r processos
estocéasticos independente de n elementos cada, que pertencem a familia de distribui¢cdes
t-Student e dependem da posicédo s € S ¢ R>. O operador “vec” transforma uma matriz em
um vetor, empilhando as colunas da matriz uma em abaixo da outra. Assume-se 0 i-ésimo
processo estocastico sendo Y, = Y;(s) = vec (Y ;(s1),...,Yi(sp)) comi=1,... 7, emque
s=(s;,...,s,) representaovetorn x 1 emaque s c S C R% Considera-se a notagéo matricial
wi(s) = X;(s)B, o modelo é expresso por:

YZ(S) = Xl(s),@ + ei(s)7

sendoi = 1,...,r, com 8 = (fu,... ,6p)T € o vetor de pardmetros desconhecidos p x 1,
X;(s) = X, € amatriz n x p com v-ésima linha x|, em que z,,; = z;(s,) comz, = (2,1, ..., Tup)
parav=1,...,nej=1,...,pas variaveis explicativas. A matriz de projecao X é diferente
para todas as r repeticdes em que s € S € R? e ¢; é 0 erro estocastico, caso particular quando
X ; éigual para todas as repeticdes é apresentado por De Bastiani et al. (2017) para o modelo
espacial linear com distribuicao gaussiana.

Seja X; = [C;(sy, sy)] @ matriz de covaridncia n x n de Y;(s) para a i-ésima repeticao,
i =1,...,r. A matriz 3; € ndo-singular, simétrica e positiva definida, associada ao vetor
Y

1,
i(s8), em que, para 0 processo estacionario e isotropico, os elementos C;(s,, s,,) depende da
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distancia euclidiana entre os pontos s, € s,. Se processo estacionario espacial aleatério tem
a propriedade de que a dependéncia entre quaisquer duas observacdes depende apenas da
distancia entre suas localizagdes, h., = ||s. — su||, independentemente da direcdo, entdo o
processo € considerado isotrépico. Caso contrario, é dito anisotropico. Os processos isotropicos
sao convenientes para lidar porque existem formas paramétricas amplamente utilizadas para
Ci(hyy) = Ci(Su, sy). Na mesma abordagem de Smith (2001) e De Bastiani et al. (2017),

assume-se um processo homogéneo. Considera-se Y; um vetor aleatério que tem distribuicao

1
2!

de covariancia ¥;, n x n, vetor de média E(Y;) = u;, n x 1, se sua funcéo densidade de
probabilidade (fdp) é dada em (4.24) por:

t-Student reparametrizada com parametro de forma n fixo, em que 0 < n < 5, com matriz

F(¥,0) =TT £(¥i,0) = [] Knl) |77 [1 + c(m)sz] 2 (4.24)
=1 =1

em que,
r ()
r(2)
sendo, 67 = (Y; — i)' =1 (Y — u;) é a distancia de Mahalanobis, c¢(n) = n/(1 — 21,) e
0<n< % Denota-se por Y ~ Tp (1, @ w;, I ® 3;, 1), que o vetor Y tem distribuicdo t-Student

S
—~
3
N—
I
N
o
—
3
SN—
~_
N3

multivariada reparametrizada. A representacdo estocastica de Y;, uma variavel aleatéria
t-Student reparametrizada, é expressa por:

Y, L+ vz,

1 1 ~
emque Z;, ~ N, (0,3%,;), V ~ Gama (2’2())’ c(n) =n/(1-2n),0<n<3;VeZ séo
n o zcn
independentes. Considera-se a mesma estrutura de covariancia para cada repeticao, ou seja,
a matriz de covariancia ¥; = ¥ = [C;(sy, s,)] tem uma estrutura que depende do vetor de

parametros ¢ = (¢1,...,¢4). A matriz de covariancia é dada por:
i=X=¢p11, + PR, (4.25)

emquei=1,..,r,emque ¢; > 0 € o parametro denominado como efeito de pepita (nugget);
I,, é uma matriz de identidade n x n; ¢o > 0 € parametro contribuigéo (sill); R é uma matriz
simétrica n x n, cujos elementos estdo em fungéo dos parametros ¢3 > 0, R = R(¢3) = [(Tuw)]
com elementos na diagonal sendo ry, = 1, u = 1,...,0 Ty = ¢51C(su,sv) para ¢ # 0 €
rw = 0 para ¢ = 0 quando v # v = 1,...,n, em que r,, depende da distancia euclidiana
huy = ||Su — Su|| €ntre os pontos s, € s,; ¢3 € funcdo do alcance do modelo (a).

Assume-se que p;(s) € constante e a variancia é defina por:

var [Yi(su) — Yi(sy)] = 27 (||su — sull) »

A funcdo ~(.) é denominada de semivariancia e s6 faz sentido se a variancia entre as

observacdes depender de s, e s, somente através da sua diferenga (s, — s,). Se 0 processo &
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estacionario entao:

Métodos estatisticos para processos estacionarios de segunda ordem podem ser considerados
em termos de covariancias ou em termos de variogramas.

4.22 Funcao escore

Sendo Y;(s) = vec(Yi(s1),...,Y (sn)), nr x 1 o vetor aleatério de r vetores
distribuidos independentes e identicamente distribuidos. O logaritmo da fun¢do verossimilhanga
para r repeticbes independentes é definido por:

£O) = Y Li(6), (4.26)
=1
em que L; representa para cada repeticdo i = 1,...,r (4.27):
1 1
L;(0) = logK,(n) — 5 log || — o (1+nn)log (1+c(n) 522) . (4.27)

A fungao escore definida por U () = ;. , U; () em que cada elemento pode ser escrito
como U, (0) = (U] (B),U/ (¢),U; (77))T com:

Ui(B) = wX]S e, (4.28)

Ui(¢p) = %D;vec[(wiz—leiaj 2—1)—2—1}, (4.29)
P B I N R WO

v = g [ (5) ~ 0 () + et (n - wid?) +hoxla)] . (430

emque w; = (1 +nn)/n) g 'c(n), ¢ = (1 +c(n)d?), e = (Y; — X,B), detalhes das derivadas
de D; = (Ovec' (X)/0¢) com respeito a ¢ = (¢1, ¢o, #3) sd0 apresentados no Apéndice 4.33
e ¢Y(z) = (0logI'(z)/0(z)) denominada fungao Digama. As resolugbes das expressdes U; (3),
U, (¢) e U, (n) estdo apresentadas no Apéndice 4.32.

4.23 Matriz de informacao esperada de Fisher

A matriz informacao esperada de Fisher para 8 com base no logaritmo da funcao
verossimilhanca definida em (4.27) é denotada por Z (0) e pode ser escrita como:

z0) - 1y p{ve)07 0),
=1

-
sendo a fungao escore U; (0) = (Ui B .U ()" U (n)) , associada a i-esima componente
da fungao log-verossimilhanga com i = 1,...,r € definida nas equagdes (4.28), (4.29) e (4.30)
e o valor esperado E(.) é obtido em relagéo a fungdo densidade de probabilidade (fdp). Em
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seguida, obtém-se cada elemento da matriz informacgao de Fisher dada por:

Zss(0) 0 0
Z(0)= 0 Zye (9) Ty @) |, (M1)
0 Iyy () Loy ()

com elementos em forma matricial:

Tss(0) = s (1) S x/=x,,

T ;
=1

Ty (0) = i D [2¢4(1) (571 0 271) Ny + (e(n) — 1) veo (571 veeT (271)] Dy,
Zen ® = =[5 F o | P2 ),
Tn® = 5 [ (s o) ~20)

em que, Dy, = 8\’;‘;@, N, = % (I, + K,), K, éamatrizde comutagdo de ordem n? x n?,

I,» a matriz de identidade n* x n? Magnus e Neudecker (1999), c3(n) = cs(n)/ (1 — 2n),
cp(n) = (L+nn)/(1+(n+2)n)e

5= (v (57) v (0}

em que 7’ € denominada a fungéo Trigama. Pode-se observar que a matriz de informacéo de

Fisher (M1) é bloco diagonal, formada pelos blocos Z;; (6) e Z22 (6), com o parametro 8 no
primeiro bloco e os parametros ¢ e n no segundo bloco, respectivamente, dada por:

(M2)

T11(0) = Ipg(0) €Z22(0)= <I¢¢ (0) Zgn(0) ) .

Iy () Ly ()

Os quais colaboram com resultados encontrados para distribuigdes pertencentes a classe
de distribuicées mistura escala normal (GALEA et al., 2020). As resolucdes das expressdes
Zsa(0), Lpg (0), Loy (0), I,y (0) e Ly, (0) estdo apresentadas no Apéndice 4.34.

4.24 Estimador de maxima verossimilhanca

O método de estimacao de maxima verossimilhanca (ML) é considerado um estimador
de parametros assintoticamente normal, ndo viciado e eficiente (MARDIA; MARSHALL, 1984).
Ele consiste em maximizar o logaritmo da fungéo verossimilhanca em relacdo aos efeitos fixos
e aos componentes dos efeitos aleatérios.

A fungao de verossimilhanca pode ser entendida como a intensidade de contribui¢cdes
dos parametros na produgdo de uma amostra, ou seja, o quao fortemente os dados suportam
os parametros desconhecidos. A escolha do melhor modelo para o processo Y;(s) corresponde
ao valor maximo do logaritmo da fungao verossimilhanga completa.

A fung@o de verossimilhanga de um vetor de dados completos Y. = (Y, V)T, tal
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que Y, é o vetor de dados observados e V é uma variavel adicional, definida como a fungéo
densidade conjunta dada por fy, i (v, ) € admite-se o seguinte modelo hierarquico:

Y|V =v~N,(XB8v '),

sendo

1 1
V~Gama| —,——~ |,
(277 26(77))

com ¢(n) = n/(1 —2n). Em que Gama («, ) € a distribuicdo gama de probabilidade
com os parametros « e (3, definidos pela fungdo densidade de probabilidade h(v) =
B texp(—vB)/T(a), v > 0, a > 0, 8 > 0. Pinheiro et al. (2001) apresentaram também
as seguintes definicées: E(V) = /B, Var(V) = a/B? e E(log(v)) = ¥(a) — log(B), em
que ¢ («a) = dlog(I'(v))/dv é denominada a funcao Digama. A distribuicdo condicional V|Y;
definida por

2

2n 7 2¢(n)
A funcao densidade conjunta dos dados completos € da forma
in,V (yi7V) = fY,L-\V (yl’ l/) -h (V) ’
sendo

fY|V (y’L| U) = ;16—%(Yi—Xiﬁ)TVE*I(Yi_XZ_,B)’
Z (2m)% -1z

1\ 1 1 v
h(v) = v2n “e 2,
) <2C(n)> F(in)

Assim, obtém-se a distribui¢cdo t-Student n-variada reparametrizada Y; ~ 7,(u, 2, 7), com
parametros desconhecidos do modelo, 8 = (B8',¢",n)", em que B = (B1,...,Bp)", ¢ =
(é1,02,03)" €0 < n < 1/2 com fungéo densidade conjunta dos dados completos apresentados
em 4.31.

O logaritmo da fungéo verossimilhanga completa é dado por

Le(0,Y,) = Z Lei (0,Y) (4.31)
em que -
Lei (0,Y ) =log (fy,v (yi,v)) =log (fy, v (yilv)) +log (h (),
sendo

n n 1 1
log (fyi‘v (yil 1/)) =3 log(27) + 5 log (v) — 5102; 12| — 51/5?,
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emque 02 = (Y, — X8)" =71 (Y, — X) é a distancia de Mahalanobis e log (h ()) é dado

log (h (1)) = +21n log (%) ~log (r <21n>) 4 26% log (1) — 2;”);/,

como ((1/2n) — 1) = (1/2¢(n)). Assim,

2n 2¢(n)
~log <r <2177)> + Dlog(v) + 2;17) llog(v) — 1]

Um procedimento muito utilizado para a estimacao de parametros é a utilizacao de

n 1 1 1 1
Lei(0,Y:) = —§log(2w)—§log]2\ —251'2V+10g< )

algoritmos iterativos, que consiste em maximizar o logaritmo da fungao de verossimilhanca
completa (4.31), definido como:

L.(0,Y,) =max|L.(0,Y.)]. (4.32)

A maximizacao de (4.32) é obtida utilizando-se um processo iterativo. Neste caso,
desenvolveu-se o algoritmo iterativo parcial linear, baseado em Acosta et al. (2016) que geram
uma aproximacao por ML de forma iterativa. Calcula-se a esperanga condicional do logaritmo
da funcao verossimilhanga completa definida como a Q-fuction:

Q(616®) = iczi (616®)
=1

sendo Q; <0| 0(’“)) =F [Eci (6,Y.)V, 0(’“)}. Célculos sao apresentados no Apéndice 4.36.
Obtém-se:

1 1 1 1 1 1
. ®) = _= —220® 4 S jog [ —— ) —log (T [ — (k)
Q; (0[ 0 ) 5 log | X| 251 w; + 2 og <20<77)> og o + 20(77)01 ,
(4.33)

k (k) (k) k k K (k) K)\_
em que CE ) = ) (1;7(2) ) —log (71;7(17@ ) —|—logw§ ) _ (wl( )>, wl(- ) — <71t7(;7) ) c(n(k))(ng )) le

q§k> = (1+¢(n™)5?). Portanto, a esperanga condicional do logaritmo da fungéo verossimilhanga

completa para cada i, emquei=1,...,r, representada em (4.33), pode ser expressa como

ver:

Q(016™) = Qi (r16W)+ Q2 (nlo®) (4.34)

sendoT = (8",6")T, tem-se que:

@ (716%) = ~Tlog[z| - L3 sl
=1
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Q2 (77|9(k)>

' {211710g <261n)> o (P <2177)> i 20177) !7’0 (1 ;;g“)

L+np®™ ) 1L ® _#)

=1

Para mais detalhes ver Apéndice 4.36.

Maximiza-se a fungao resultante @ (9] 9(’“)) dada em (4.34), emrelagdo a 6 = (r.,n) ',
assim obtém-se a estimativa para 6. Inicialmente, maximiza-se o primeiro termo Q1 (7-\ O(k)>
em relagdo a 3 e ¢, para obter 3 e ¢. Apds, maximiza-se o segundo termo Q- (n\ 0(’“)> em
relacdo a 7, para obter 7. Assim, segue a resolucao das estimativas:

A derivada em relagéo a 3 é dada por:

Q1 (7-\ e(k)> iwgk)XiTZ_l(Yi _x,8),
=1

O (T|0(k)) = 95 =

igualando a zero, tem-se que;

5<Zw§k)sz—1xi> = Y wPxTs 1y,
=1 =1

portanto, obtém-se a estimativa do parametro 3;

r -1 r
B = (ng’“)szlxi> (Zwlﬁ’“szlyi).

=1 =1
Para obter a estimativa do parametro ¢, determinou-se em duas partes, estimou-se ¢;
com j = 1,2 por meio da resolugdo do sistema (4.39) e a estimativa para ¢; em que j = 3, pela
resolucéo da equacéo (4.40). Inicialmente, deriva-se Q1 (7-] 0(’“)) em relagao a ¢;:

a0, (Ty 9<k>)
00,

1 — . .
= ) [tr(E_lzj) —wgk)sg—E_lEjE_lsi}, (4.35)
1=1

Q1 (T\ 9<k)) =

para Z'Jj = 0%/0¢; sendo j = 1, 2. Igualando a equagéao (4.35) a zero, tem-se:
tr(271%;) = tr(EX1E,27Y), (4.36)
sendo E = %Zle wl(k)s,-sj, equivalente a equacéao (4.36),

(718,278 = tr(EXTIY, 2. (4.37)
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Considerando-se = = 37| #,3;, em que 3, = I, e 3y = R(¢3), aplicando-se em (4.37)
2
d (BT ETIE) g = tr(ZT'S; 5 E). (4.38)
=1

Note-se que, em notagdo matricial, o sistema (4.38) pode ser escrito como:
A- ¢ = b7

sendo a matriz A de ordem 2 x 2, com elementos a;; = tr(X7'3;271%)) e b um vetor
(2 x 1) com elementos b; = tr(X7'3,;571E), sendo correspondente & a;; = tr(X 71271,
a1z = ag = tr(ETIETIR(¢3)), az = tr(ET R(63)E 7 R(43)), b1 = tr(Z7ISTIE) e by =
tr(S"R(¢3XZ ' E). O processo de estimagao é dado pela resolugéo do sistema:

¢p=A-b, k=01,2,... (4.39)

Para se obter a estimativa de ¢; em que j = 3, utiliza-se a equagéo (4.37) que pode ser
reescrita da seguinte forma:

h(gs) = tr[E7 '35 /(2 - E)],
sendo X = ¢ I + ¢oR(¢3), X3 = ¢ R(43) € h(¢ps) = 0. Obtém-se
h(gs) = tr[S™ R(¢3)Z 7 (¢1] + 62 R(¢3) — E)].

Utilizando-se o método de Newton-Raphson, estima-se ¢3 dada por:

h(¢3)

¢3_¢ - (¢3)7

(4.40)
em que 7(¢3) = dotr {zflR(gbg)z*lR(gﬁg)}.

Verifica-se que 33, depende de cada modelo: exponencial, gaussiano e familia Matérn.
Porém, pode-se obter 35 utilizando somente o modelo da familia Matérn, pois quando &k = 0,5
este corresponde ao modelo exponencial e quando k& — oo este refere-se ao modelo gaussiano.
Para a estimativa de 7, necessita-se aplicar a transformagcdo em n = 1/v sendo v > 2 em

Q2 (nl H(k)>, obtendo-se
Qs <u|0(k)) > log( ( )) ( ) [1/) (,,(k);r n)
1o y(k) 10 oz k) ]} |
+ 1g< ) 7421(1g ) : (4.41)

k (k) 52\t . < L
sendo “’z(u) = Lttt (1 + —m ) . Estéa transformagéo se faz necessaria para melhorar a
() -2 vif) -2

Il
<
—
[CNIAN
=)
o]
/\\

convergéncia computacional, a qual sera utilizada na secao 4.25. A partir da equacao (4.41),
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maximiza-se g(v) em que g(v) = (an (u\ B(k)> /8u) — 0 dada por:

o) =tog (U572 ) + (25) -~ () +

com ¢l =y (l”/((gjg) —log (”(k;r”) +I5r (log w®) — wf,)) Logo, para se obter a estimativa
de v utilizou-se novamente o0 método de Newton-Raphson, tem-se que:
5y 9/(1/) 7
g'(v)

sendo ¢'(v) = (v — 4)/(v — 2)?) — (1/2)¢/(v/2). Obtendo-se © gera-se ) = 1/7.

Na secao 4.25, segue a descrigdo do algoritmo iterativo parcial linear, descrito nesta
secao. Em qual este algoritmo ira obter a estimativa dos parametros de 6 através de iteracoes,
ou seja, ira obter 8 = 8¥) quando atingir o critério de convergéncia na k-ésima iteraco.

4.25 Algoritmo iterativo parcial linear

Baseados em Acosta et al. (2016), para obter a estimagao dos parametros de 6, deve-se
utilizar um algoritmo iterativo. Assim, seguem os seguintes procedimentos:
19 lteracao: Seja k = 0, em que k representa a fase de iteragao:
19 passo: Neste passo, necessitamos definir um chute inicial para o parametro a ser estimado
0% = 6° em que 8° = (38°, ¢°,1,°). Neste estudo, optou-se em definir os parametros iniciais
B° e ¢°, obtendo um modelo de regressdo com distribuicdo normal e ° definido como 0, 25.
20 passo: Calculam-se a partir dos parametros iniciais obtidos no 1° passo, as seguintes

equacdes:
= Rl
A0 _ OR(@)
Ops

B = oM + o) R(6("),
c(n®) =n® /(1 —2pH)),
¢ = (14 c(n®)52 "),
52(’“) _ (E(-k)) ( (k)) 1€(k)
(k’) _ (Y’ _ Xﬂ )
w@ [u+manmdwmwﬁ>l
mwzQzl B x T (=)1x )2, wP X T (W) 1y,
Ek _12 1w(k k)( k)T7

em que R ¢ a fungao de covariancia que depende do modelo exponencial, gaussiano ou familia
Matérn, com R e R apresentados por Uribe-Opazo et al. (2012). Verifique que as equagdes
calculadas no 2° passo estdao sendo consideradas iniciais ou seja k = 0.

32 passo: A partir deste momento, atualizam-se os parametros para (k + 1) em que o+ —
(B pk+1) p(k+1)y Considerando-se os seguintes procedimentos:
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3.1 passo: Atualizar os parametros lineares ¢, e ¢» de X, pelo sistema linear:

AW b1 k)

Y

sendo a matriz A*) de ordem 2 x 2, com eIementos a(l) tr(ZF)=13;(=0)-133) e b um
vetor (2 x 1) com elementos b§ ) = tr((=W)~13,(2®)1E®), em que j,1 = 1,2 sendo
correspondente a al¥) = t(2®)~1(xz®)-1), B = o = 4((=®)1@E)-1R(H])),
afy = ()R (M) R(6)")), para o vetor b = (W) H(=®)1ED) e
o) = tr((B0) L R(6{) (=®) L EW),

3.2 passo: Para atualizar ¢3 de 3. Resolve-se a equacao nio linear h(qbgk)) = 0, para obter

oY com:

n(eg) = tr {(2O) Rel”) ) [0 1+ o R - BV}

(k+1)

O algoritmo Newton-Raphson fornece uma expressao recursiva para gb ) dada por:

ey

0D — 0 h(g{?)

com 1/ (6§) = 6§ Vir { (20 L R(6{T)(ZW) Ao }.
3.3 passo: Ao se obter ¢**1) dos passos (3.1) e (3.2), atualiza-se =**+1), a que sera utilizada
para atualizar o parametro 3*+1) pela expresséo dada por:

/B(k+1 Zw XT(E(k+1 Zw XT k-‘rl))—lyi)’
=1

3.4 passo: Para atualizar n(*+1), utiliza-se Qs (17| O(k)) apresentada em (4.35), transformada em
Qa2(v|0W)) em que n = 1/v e v > 2. A partir g(v®) = 8Q2(v|0™%))/8v = 0 tem-se v¥). Em
que g(v¥) é dada por:

o) = (757) + (29) 0 (5) o

sendo o) = w(ziiitz) - 10g<m%) + i (10gw§f)—w§f)) e wl) =

k) \ 71
*) 8?2 i ,
(‘;(k>fg> 1+ 45— ) . Para se obter v(*+1) | utilizou-se novamente o algoritmo de

Newton-Raphson dado por:

k
pHD) = (k) _ g(y( ) ,k=0,1,2
g (™)
sendo ¢'(v) = ((v — 4)/(v — 2)?) — (1/2)¢/(v/2). Obtendo-se v*+1) e determina-se n*+1) =
1/V(k+1)_

42 passo: Finaliza-se a iteragéo definindo-se 1) = 91 obtida pelas atualizagdes (3.1),

(3.2), (3.3) e (3.4). A partlr de 6", aplica-se o critério de convergenma que para este algoritmo
é definido: se |[0%*+Y) — 0®)|| < e; ou |L(0%FD) — £.(0W))| < e, pare e defina § = %+,

caso contrario k = k + 1 retorne para a 2° passo. Como e; € ey sao tolerancias constantes, em
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geral, os valores tipicos para as tolerancias sdo 102 e 10~° respectivamente.

4.26 Critério de escolha para o parametro de forma n

A utilizacdo do algoritmo iterativo parcial linear é calculada para diferentes modelos da
familia Matérn e implementa-se o critério validagdo cruzada e trago para escolher o melhor
modelo em fung¢ao do parametro ». Estes métodos foram estudados por: Zellner (1976), o
qual observou que, para o caso do modelo de regressao linear t-Student usual, a funcao
de probabilidade do modelo ¢-Student é uma funcao crescente em v e ndo pode ser usada
para selecionar o grau de liberdade da distribuicdo, propondo trabalhar com a validacao
cruzada. Kano et al. (1993), dentro da classe de distribuigcdes elipticas, propdem como
alternativa um método denominado de trago, que consiste em calcular o tragco da matriz de
covariancia assintética da média estimada. Baseado nestes autores, De Bastiani et al. (2015)
propuseram a utilizacdo da validacao cruzada e o trago para selecionar o grau de liberdade v
do modelo espacial linear t-Student. Schemmer et al. (2017), considerando o modelo t-Student
reparametrizado, também utilizam estes dois critérios para selecionar o parametro de forma
n. Fagundes et al. (2018b) utilizaram estes critérios no modelo espacial linear Slash para
determinar os parametros de ajuste da curtose n e de suavizagdo ~ do modelo da familia
Matérn e justificam a utilizagéo destes critérios para evitar o problema de identificabilidade nas
estimativas de maxima verossimilhanga, quando tem-se uma unica repetigao.

Neste estudo, tem-se varias repeticdes e o problema de identificabilidade dos parametros
nao ocorre. Porém, a validacdo cruzada e o traco também podem ser utilizados, como
apresentado por De Bastiani (2016), a qual utiliza estes critérios para selecionar o parametro ¢4.
Seguindo este raciocinio, os critérios foram utilizados para escolher o melhor n para o modelo
espacial linear t-Student reparametrizado com repeti¢cao a validagdo cruzada dada por (4.42):

. 2
OV = OVl ZZ (y Si - hzf(j)(sj)> 7 (4.42)

i=1 j=1 i(57)

em que G (s;) = =] B;), com x] = (wj1,...,z;,) sendo a j-ésima linha da matriz X, é a
predi¢cdo na localizagdo s; sem considerar esta observacao (yj,:c-T), B( ) € o estimador de
maxima verossimilhanca para 3 sem considerar a j-ésima observacgao e hz(m é 0 j-ésimo
elemento da diagonal da matriz Hat (H;), também chamada de matriz proje¢do, a matriz
projecdo é definida por H; = Xi(XzTﬁ_lXi)‘lXiTi ' em que cada elemento 7., da
diagonal da matriz H; é chamado de alavanca, descreve a influéncia que cada valor da varlavel
resposta tem sobre o valor estimado para a mesma observacdo, sendoj=1,...,nei=1,...,r

Para simplificar os calculos, utiliza-se a aproximagao dada por:

~ ~

B B+IZB\B(0)Ui(j)(IB)7

em que:
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~ ~—1
Ui (B) = wiy XiE €y, (4.43)

em que w;(;) = ¢(n) (M> /(L4 e(m)d7;), 655y = (Yigg) — i(j)é)Tiil(Yi(j) — X,(;»8), com
Xi(j) de ordem (n — 1) x p, @ matriz X; sem a j-ésima linha a: e Y, deordem (n—1) x 1,
denotado pelo o vetor Y; sem a resposta y;(s;), paraj=1,...,nei=1,...,r. Note que na
equagio (4.43), a matriz 33 tem ordem (n— 1) x (n — 1) € e,y = (Y3, — Xy(;8). Parao
critério trago, obtém-se a seguinte equagéo:

Tr(n)=<(1_2n>(1 +(n+2)7 )Zt [XTX (XiTngJ—l}

(1+nn)

Para mais detalhes, De Bastiani (2016) e Schemmer et al. (2017).

4.27 Teste de hipoteses

Na construcao de um modelo espacial, € importante a aplicagao de testes de hip6teses
para verificar a significAncia dos parametros estimados, principalmente quando envolvem
covariaveis. Assumindo-se que os dados vy, ..., ¥y, S80 provenientes de uma amostra aleatéria
com distribui¢do t-Student reparametrizada 7,,(u, 3, 7n), com 6 = (ﬂT, ¢T,n) € ©,sendo ® o
espaco paramétrico, ® C RP, em que p+ 4 representa a quantidade de parametros envolvidos.
Segundo Mardia et al. (1992) e Anderson (2003), em uma analise multivariada classica, isto é,
sob a hip6tese de normalidade, as hipbteses de interesse estdo principalmente relacionadas
com o contrastes sobre o vetor médio u = X 3 e sobre os elementos da matriz de covariancia
3. Neste estudo, especificamente, estamos interessados na hipo6tese linear definida como:

H():H,B:h,

em que H é a matriz de ordem ¢ x p com posto ¢ € h é 0 vetor ¢ x 1 ambos conhecidos. O
modelo reduzido € definido por Y; ~ T.(X yBy, X, 7n), em que X i é a matriz sobre a hipotese
Hy, By € o vetor de parametros sobre a hipotese Hy. Em que o estimador de 6 sobre a hipotese
H, é dado por 6 = (B, ¢, 1), definido como estimador restrito de 6. Ja o modelo completo é
dado por Y; ~ 7,,(X 3, 2,7), em que o estimador irrestrito de 6 é definido por 8 = (3, ¢, 7).
Para se obter 0 sobre a hipétese Hy, dado 6, utilizam-se o mesmo algoritmo definido na
secao 4.25, que obtém a estimativa para 8 no modelo completo. Porém, neste caso, utiliza-se
as restricoes definidas pela hipétese de interesse. Varios métodos assintéticos podem ser
utilizados para testar a hipétese de interesse, neste caso, utilizam-se os testes para amostras
grandes comumente usadas no contexto da andlise de probabilidade. Sendo estes a razédo
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de verossimilhangas (RV), Wald (W), estatistica de Rao escore (S) denominado também de
multiplicador de Lagrange e Gradiente (G), cujas distribuicoes assintéticas foram estudadas em
Wilks (1938), Wald (1943), Rao (1948) e Terrell (2002), respectivamente. Segundo Fagundes
(2017), estes testes exibem 0 mesmo comportamento assintético sobre certas condi¢des gerais
e assumindo que H, é verdadeiro. A estatistica RV mensura o quanto as evidéncias estatisticas
corroboram com valores para o vetor de parametros diferentes daqueles especificados por Hy,
ou seja, altos valores da razao de verossimilhancas nao apoiam a plausibilidade da hipotese
nula (WILKS, 1938).

Por outro lado, Wald (1943) e Rao (1948) apresentaram as estatisticas Wald (W) e
Rao (S), as quais comumente sao utilizadas para medir a distancia entre as hipéteses nula
e alternativa. Pode-se observar em (4.45) que a vantagem da escolha da estatistica W esta
relacionada principalmente a conveniéncia computacional, pois esse requer para seu calculo
somente os estimadores irrestritos do modelo, assim como sua matriz de covariancia estimada.
Todavia, os métodos RV e S definidos em (4.44) e (4.46) exigem a reestimativa do modelo no
ambito de cada restricao testada. Porém, ao contrario do teste RV , o teste W é n&o invariante
perante reparametrizacées ou restricbes equivalentes, e seu desempenho para amostras
pequenas ndo apresenta boa aproximacao assintética quando comparado com outros testes
(TSAI; KOZIOL, 1988; CASTRO et al., 2008). J& a estatistica S requer somente o estimador
sobre o0 espago restrito e este permanece invariante dependendo da forma como a matriz de
informacao de Fisher é estimada Dagenais e Dufour (1991).

Terrell (2002) propde uma estatistica de teste alternativo notavelmente simples,
denominada estatistica gradiente (G). Em contraste com as estatisticas de W e S, o teste de
gradiente ndo necessita obter, estimar ou inverter a matriz de informagéo esperada, portanto, é
uma alternativa bastante interessante devido a sua facilidade de calculo (LEMONTE; FERRARI,
2012).

Para testar a hipétese de interesse, utilizam-se os testes de razdo de verossimilhancas,
Wald, Rao escore e gradiente, definidos, respectivamente, da seguinte forma:

RV =2 {c(é) - c(é)} , (4.44)

W =r(HB—h)" {HI”(?))HT} (HB - h), (4.45)
S = %UT(é)zfl(é)U(é), (4.46)
G=U"(6)6-0), (4.47)

emqued= (3,0 )T ed=(8 .6 ,7)T sdo os estimadores de maximo verossimilhanca
irrestritos e restritos de 8. Sob condi¢cbes de regularidade e sob hipdtese nula Hy, as estatisticas
descritas por (4.44), (4.45), (4.46) e (4.47) tém distribuicdo assintética Qui-quadrado.
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4.27.1 Teste de hipotese para o modelo t-Student reparametrizado com r repeticoes
independentes

Dentre os testes de hipbteses citados na secéo 4.27, optou-se em se trabalhar com
a estatistica de razao de verossimilhangcas. Dagenais e Dufour (1991) citam as vantagens
deste teste como sendo a invariancia perante a reparametrizacdo e seu desempenho para
amostras pequenas apresentando boa aproximacao assintética quando comparados com os
demais testes. Define-se o teste da razdo da verossimilhancas (RV) para o modelo t-Student
reparametrizado com r repeticées independentes como segue:

Seja Y = vec(Yi(s),...,Y,.(s)) o vetor aleatério nr x 1 em que cada Yj(s) =
(Yi(s1),...,Yi(sn))". Suponha-se Y;(s) = X;(s)3 + €(s), em que B = (B1,...,B,)" é um
vetor de ordem p x 1 de pardmetros desconhecidos, X ;(s) = X; é a matriz n x p. De Bastiani
et al. (2017) apresentaram um caso particular X; = X.

Seja L(0) o logaritmo da fungéo verossimilhanca total dado Y que depende do vetor de
parametros, @ = (3", ¢ ") com p+m componentes, emque 8 = (3, ,3, )" pode particionar-se
sendo B, = (B1,...,5,)" de q dimensdes e By = (By+1,.--,53,) ' de dimensio (p — q), em
que B3; é o vetor de parametro de interesse, 3, € o vetor de pardmetros de perturbacao,
consequentemente a matriz X = [X, X 1| é particionada, em que X; € uma matriz n x ¢
formada por ¢ colunas de X e X, € uma matriz n x (p — q), formada por (p — ¢) colunas de X.

Seja 3, o vetor de parametros de interesse similarmente como Zucker et al. (2000),
Melo et al. (2009) e De Bastiani et al. (2017), transformamos o vetor 8 = (3{ ,34,¢')" em
W= (8], ,0") emque €& =06+ (X, X1 X,)" ' X] XX ,8,, usando esta transformacéao
B ev=(£",¢") sdo ortogonais. Isto &

2 2

B[ZE)] g o p[ZE0)]
9,0 9B,0¢

Seja £(0) o logaritmo da fungéo verossimilhanca:

_ (+nn)

L£(0) = log [ [ kn(n) 1277 [L+c(n)o?] ™ 2
=1

e
" _ (4np)
L) = log [T kam) [BI7Y2 [1 + c(m)d7] ™ >,
=1
emque 62 = (Y; — ) "E=71(Y; — p) como p = X3 = |:X1 Xz} Pl _ X108, + X283, tem-se

2
que X8 = XiB; + X2, sendo X = X; — Xo(X5 X1 X,) 1 X, 271X, Assim,

L) = r tog(ka (1) — G1og 5] — T2 S tog(1 + <)),
=1

em que 02 = (Y; — X8, — X26)'S7 1Y, — Xi8, — X2£). Seja a hipdtese de interesse
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definida por:
Hy: b1 =73 emaque B éfixo,com ¢<p
versus
Hy: By # BY.

N AT AT ~T , . . . ~ ~T ~
Sendo ¢ = (B,,€ ,¢ )’ é o estimador ML irrestrito e p = ( ?T,gT,q&T)T
estimador ML restrito sob H,. Assim, a estatistica da razao da verossimilhangas para testar a
hipbtese Hy versus H; define-se por:

RV =2 (L) - L)),

em que L(th) = 7 log(kn(n)) — 5log S| = U520 S0 log(1 + e(n)82), com 62 = (¥ — X1, -

~ ~—1 n % A n -
XS Xy Xafa) e £65) = log(hu(a) — 3109 5| - L 5 log(1+ e(n)3?)
com 37 = (Y; — X18) - X28) TS (v, - X18) — X»€). Logo

RV = 2 —flog‘E‘ 7109’2‘ 1+77177Z:l0g (14 ¢(n)o?) + Wélog(l%—c(n)g?)

L i=1

R L A At
= 2 §l09 % —i-ig:log (( +C(77)812>

Portanto, a razao de verossimlhancga para a distribuicao t-Student reparamentrizada com
repeticao é dada por:

a ENEIPN AT —1 PNETIPN &= < ~T—1
emque6? = (Y;— X8, —X28)"S (Y, —X 8, -X2§),02 = (Y, - X 18] - X26)TS (Y-

= 5 a—1 a—1 = ~—1 ~—1
XB0-X56), X1 =X1-X12(X33 X)XJ3 X1, X, =X1-Xo(X,% X)XJ5 Xy
4.28 Analise de diagndsticos

Um estudo de grande importancia na analise de diagnésticos € a deteccao de
observacgdes influentes, isto é, pontos que exercem um peso desproporcional nas estimacoes
dos parametros do modelo ou até mesmo na significancia dos parametros. A detecgcao de
pontos, talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma
observacao particular nas estimativas da regressao.

Diversos trabalhos vém sendo desenvolvidos utilizando procedimentos que detectam a
presenca de observacoes que exercem grande influéncia nos ajustes do modelos, por meio das
técnicas de diagndsticos. Uribe-Opazo et al. (2012) utilizaram técnicas de diagnésticos para
avaliar a sensibilidade dos estimadores de maxima verossimilhanca, funcbées de covariancia
e preditor linear a pequenas perturbagcées nos dados e nos pressupostos do modelo linear
espacial. Prado et al. (2013) trabalharam com influéncia local na variavel resposta utilizando a
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distribuigao ¢-Student. Assumpgao et al. (2014) apresentaram o estudo da influéncia local por
meio de dois métodos conhecidos como deslocamento de verossimilhanca e Q-deslocamento
de verossimilhanga, ambos utilizando a distribuicdo t-Student. De Bastiani et al. (2015)
estudaram os métodos de influéncia na familia das distribui¢des elipticas. Garcia-Papani et
al. (2018) apresentaram técnicas de diagnésticos para avaliar a influéncia de observagdes
atipicas nas estimativas de maxima verossimilhanga de seus parametros com modelo de
regressao espacial Birnbaum-Saunders. Entre os trabalhos de analise de diagnosticos, ha
0s que apresentam dados com repeticdo. Smith (2001) apresentou o0 modelo de repeticoes
multiplas de um processo espacial e processo de estimacao de parametros, De Bastiani et
al. (2017) e De Bastiani et al. (2018) trabalharam com técnicas de diagndsticos para modelos
espaciais gaussianos com repeticao.

Sao duas as linhas de diagnosticos de influéncia: a influéncia global que consiste em
avaliar o grau de sensibilidade do modelo ou da estimacado dos paradmetros, quando uma
observagao considerada influente é eliminada do conjunto de dados, verifica-se o impacto
dessa retirada; e a influéncia local propde avaliar a influéncia conjunta das observagdes sob
pequenas perturbagdes no modelo ou nos dados, usando uma medida de influéncia apropriada.

4.28.1 Influéncia global

A andlise de influéncia global fundamenta-se na eliminagao de uma ou mais observagoes
consideradas influentes no conjunto de dados e assim, avaliar o impacto nas estimacao dos
parametros. As técnicas de diagndsticos sao discutidas por Cook e Weisberg (1982), Chatterjee
e Hadi (2009) e Pan et al. (2014). Uma das medidas mais utilizadas para mensurar as mudancgas
dos parametros estimados, apds excluidas as observagées, € denominada de distancia de
Cook (COOK, 1977). Proposta inicialmente para modelos normais e rapidamente expandida
para diversas classes de modelos. Denotada por:

sendo 0 e é[i] séo os estimadores do vetor de parametros 6, com e sem a i-ésima observagao
respectivamente, e M é uma matriz definida positiva devidamente escolhida. A escolha esta
baseada diretamente no método de estimacgao, sendo relevante ao calcular D;g.

4.28.2 Influéncia global baseada na verossimilhanca

Seja L£(0) o logaritmo da fungédo verossimilhangca denotado na equacao (4.26).
Denota-se L; (6) como o logaritmo da fungéo verossimilhanga sem a i-ésima observagao.
Admite-se que 8 e ém sao, respectivamente, os estimadores de maxima verossimilhanca de 6
sobre L (0) e L; (6) . E possivel calcular uma aproximagao para é[i] utilizando o método de
Newton-Raphson a um passo, considera-se a seguinte equagao atualizada.

6 =0+ [—ﬁm(é)} L(®), i=1,..., (4.49)
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em que L'm ) e ﬁ[i](é) sdo a primeira e segunda derivada da funcao log verossimilhanga em
relacéo ao parametro 6 sem a i-ésima observagao. Sendo

: 1 1
Ly (8) = ZlogKn (n) — 5 log ‘E[i]’ - % (1 +nn)log (1 +c(n) 5[2i]> ,
=
em que 5[%] € a distancia de Mahalanobis, 3; € a matriz de covariancia ambas sem i-€sima
observagdoei =1,...,r refere-se as repeticées. Ao se substituir a equagéo (4.49), na equacao
(4.48) tem-se

-1

Dly = [£@)] " [£9(8)

A equacéo (4.50) pode ser reescrita da forma:

[L’[Z-](é)} : (4.50)

-1

Djp = [Um (67)}T [—Lm(é)} [U[i](é)] ;

M = {—Lm(é)] € a matriz de covariancia assintética e Um(é) é a fungdo escore, ambas sem a
i-ésima observacao. Pan et al. (2014) mostram que € possivel substituir Lm(é) por L(), e é
uma alternativa viavel para que se reduza significativamente a carga computacional. Pois, a

estimagao da matriz de covariancia assintotica Ly; () torna-se computacionalmente pesada
para amostras suficientemente grandes. Assim, a distancia de Cook é representada por

Dig = [Um(é)}T [—L(é)}_1 [U[i](é)} . (4.51)

Porém, observa-se que esta substituicdo ndo garante que a matriz seja bloco diagonal, o que
pode gerar dificuldades para decompor D, em termos das componentes de interesse. Segundo
Pan et al. (2014), para solucionar este problema, € possivel utilizar a matriz de informagéao
esperada de Fisher, ou seja, substituir —L(6) por Z(8) = E[—L(8)] em (4.51), obtendo-se
assim:
1T . 7-1 .
Diy = [Uy(0)] |Z®)]  |vi(®)].
A funcdo escore sem a i-ésima observagao, avaliada em torno de 8 = 6, pode ser
decomposta por:

. . . T
Uig (0) = (Uig(8), Uy (8), Uy () -

Logo, ao assumir que os dados se ajustavam a distribuicao t-Student reparametrizada

multivariada a estatistica de Cook pode ser escrita decompondo-se D}, como a soma das

medidas de diagndsticos dos efeitos fixos 3, componentes de varidncia ¢ e parametro de forma
n. Dado por

parai=1,...,r, sendo
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com Z11(0) e T () séo apresentados na segéo 4.23. Verifica-se que Z11(8) = Z11(8)|,_s €

~

T25(0) = T55(0)]_p-

4.28.3 Influéncia global baseada na Q-function

Pan et al. (2014) propuseram uma abordagem de delecao de casos para identificar
individuos influentes e observagoes influentes em modelos mistos lineares com base na
Q-function. De Bastiani et al. (2018) também apresentam a Q-function na aplicacao de
diagnésticos de exclusdo de caso para modelos lineares espaciais com repeticdo. Zhu e Lee
(2001) estenderam a distancia de Cook a partir do uso da esperanga condicional do logaritmo
da fungao verossimilhanga completa, denominada Q-function, obtida no passo E do algoritmo

.. A A .. ~ A 2 7
EM, em que definem a matriz M = —Q(6|0) sendo Q(0|0) = 8622(0'0)

o7 avaliado em 0 = 6.

Propuseram a estimativa é[i] de 0, pela seguinte aproximacao

9).

0 =6+ [—Q[i](9|9)} - Qp (0
em que Q;(00) = Q(0]9) |, = 6 é a fungdo Q-function formada sem a i-ésima observagéo,
avaliada sobre o0 estimador de maxima verossimilhanca em relagdo a 6, em que a primeira e
segunda derivada da funcao sao representadas respectivamente por:

3@[1](919)] [32Q[¢](9|é)]
o= o—

Q(010) = [ 90 ) e Q) (0)0) = 50507

6

=6

Semelhante ao caso discutido para verossimilhanca, Zhu e Lee (2001) sugeriram
substituir Q};(0]0) por Q(]6), reduzindo, desta forma, o tempo computacional. Assim, a
estatistica de Cook é expressa por

QDy;(0) = [Qm(t‘jli‘))}T [—Q(é\é)}_l |Q(016)] . (4.52)

O teorema proposto por Pan et al. (2014), demonstra que é possivel substituir —Q(éyé)
por E[-Q(6]6)] em (4.52), que representa a esperanca da derivada de segunda ordem da
Q-function. Esta substituicdo mantém a mesma acuracia para a aproximagao da estimacao de
é[i]. Deste modo, a expressao modificada da estatistica de Cook é dada por

-1

QDy0) = [0(@16)] [£[-G@10)]] " [00@10)]. (4.53)
em que
Qis
Qu(010) = | Qs |-
Qi

em que cada elemento de Q;(8]0) é representado por Q;, Qi € Qi Sendo a primeira derivada
da funcao Q-function em relagao ao parametro 3, ¢ e n, porém, sem a i-ésima observacao.
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Para E[-Q;(0]9)] avaliado em 6 = 8, definido por
E _—Qzﬂﬁ_ E _—Qm¢>_ E __Qiﬁn_

E|-Gu00)] = | B|-Qup| E|-Giss| E[-Gisn

E|=Qug| E|—Qug| E|—Qimn

. ~

Cada elemento da matriz E {—Qm( \é)} é definido por;

E{—Qiﬁg} = WX X,
E [*Qiﬂq&} = F [*Qid)ﬁ} =0,

E [_Qiﬁn} = FE [_Qinﬁ] =0,

o] = L[5 0Bga08 o 93
B -Gie] = —5tr {2 06, 96, > 06,00,
k

wf {2_1 (az 51 ox 0’°% ox ., 0% >] ’

a8 - >
2 06, 0f,  0d0%, Oy 0,

E [_Qiqbn:| = F [_Qinrb} =0,

1 (1 1 e)) L (LN 1 (1
E[—an} = {nslog<zc(n)>+2n4 773w (277> n? <2n>
IR U
TR [

Mais detalhes sdo apresentados no Apéndice (4.37).

Verifica-se que a matriz
E [—Qm(é\é)] € sempre bloco diagonal em relagdo aos parametros 3, ¢ e n. Assim, a

estatistica modificada de Cook, baseada na Q-function apresentada na equagéao (4.53), pode
ser decomposta na soma de trés componentes

QDp;(0) = QD(B) + QDpy (¢) + QDpy(n),

sendo

QD;y(8) = (@] [B[~isn]] " [€ua].
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-1

QD[ (¢) = {Qiqﬁ}—r B |~Qigs] | [Qio]

.17 . “1r.
QDE;}(U) = [an} |:E [_Qinn” [Qm] .

Indicando que a medida de diagnésticos de 0, € dada da forma independente, a partir
da soma das medidas de diagnosticos de cada parametro 3, ¢ e 7.

4.28.4 Influéncia local

Um problema que pode ocorrer com a excluséo individual de pontos € denominado de
masking effect, consiste em deixar de detectar pontos conjuntamente influentes (PAULA, 2010).
Uma alternativa foi apresentada por Cook (1986) quando propds um enfoque geométrico para
verificacdo das suposi¢cdes do modelo assim como a identificacdo de pontos influentes, para
analisar o efeito de introduzir pequenas perturbagdes no modelo ou nos dados, ao invés da
avaliacao da retirada individual ou conjunta de pontos. Este método foi denominado influéncia
local.

A técnica de influéncia local tem se constituido em uma ferramenta util para realizar
andlises de sensibilidades de modelos estatisticos, sendo amplamente utilizada em modelos de
regressao linear e nao linear. Em particular, para os modelos de regressao linear o método de
influéncia local baseia-se no afastamento da verossimilhancga e na fungao Q-afastamento (ZHU
e LEE, 2001).

Galea et al. (1997) apresentaram estudos de influéncia local em modelos de regressao
linear eliptica, baseados no deslocamento da verossimilhanga. Zhu e Lee (2001) propuseram
um método via algoritmo EM para avaliar a influéncia local em dados incompletos e definiram um
ponto de corte para observacoes influentes, ao estudarem o comportamento local da Q-function.
Liu (2002) e Galea et al. (2005) aplicaram a técnica de influéncia em modelos lineares elipticos
multivariados sobre a fungéo de verossimilhanga, Osorio et al. (2007) aplicaram a influéncia
local baseada no deslocamento da fungao verossimilhanga, com perturbagdes na matriz escala
e na variavel resposta em modelos lineares elipticos com estrutura longitudinal. Osorio et al.
(2009) apresentaram a estimacgao e a influéncia local, baseada na funcdo Q-deslocamento para
o0 modelo de Grubbs para distribuicbes com caudas pesadas.

Zeller et al. (2018) afirmam que a metodologia de influéncia local proposta por Cook
(1986), em alguns casos, mostra que as aplicagcdes dessa abordagem envolve extensas
manipulag¢des algébricas e intenso trabalho computacional. Assim, uma alternativa interessante
foi proposta por Zhu e Lee (2001), os quais trabalham com medidas de influéncia baseada
na Q-function. Contudo, pouco tem sido investigado a respeito da obtengdo de medidas de
influéncia local baseada na fungcao Q-afastamento, denominada também como Q-function
aplicada em modelos lineares com distribuigao t-Student reparametrizado. Assim baseado no
trabalho de Zeller et al. (2018) recomendamos o uso da Q-function.
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4.28.5 Influéncia local baseada na Q-function

A abordagem geral desenvolvida em Zhu e Lee (2001) para a anélise de influéncia
local de modelos estatisticos gerais com dados perdidos, sera utilizada para obter as medidas
de diagnésticos para o modelo linear t-Student reparametrizado. Considera-se um vetor de
perturbacdo w, g-dimensional, o qual assume valores em um subconjunto aberto @ C RY
e o0 seguinte modelo estatistico perturbado M = {f(Y.,0,w) : w € Q}, em que f(Y.,0,w)
€ a funcao de densidade de probabilidade para os dados completos, Y., perturbado por w
e L.(0,w|Y,.) = logf(Y.,0,w) correspondente a funcdo de log-verossimilhanga completa.
Assume-se que existe um wy tal que L.(0,wo|Y ) = L.(0|Y .) paratodo 6. Seja é(w) 0 maximo
da fungdo Q(,w|0) = E[L.(8,w|Y.)|Y,8]. Para realizar o estudo de influéncia local, utiliza-se
a fungao deslocamento, denominada Q-displacement. Esté fungao é definida por:

fo(w) =2|Q(616) — Q(8(w)|6) | .

Seguindo a abordagem desenvolvida por Cook (1986) e Zhu e Lee (2001), o gréafico de
influéncia local de fg(w) € definido como a(w) = (w', fo(w))". Neste caso, a curva normal
Cjo.a d& a(w) em w na diregdo de algum vetor unitario d pode ser usada para resumir o
comportamento local de fg(w). A curva normal Cy,, 4 para a(w) e wo é definida como:

CfQ,d = —QdTQde,

com

. o~ 11
_Qwo = Al'—() [_Q(e)} Awoa
sendo Q(A) e A, dado por:

92Q(010)
50007

_ 9°0(6,18)

Qo) = ¢ Ao = 9007

0=0 Gzé,w:wo

Cook (1986) e Zeller et al. (2018) destacam que a matriz simétrica —QQwo é fundamental para
a deteccgao de observacoes influentes, e sua decomposicao espectral € dada por —2@,,0 =
Z?:1 gjejejT, em que {({j,€j),j =1,..., g} sdo pares de autovalores e autovetores da matriz
—2Qw0, com¢ > ... > G+ > G+ = ... = 0 e autovetores ortonormais {e;,j =1,...,9}.
Lesaffre e Verbeke (1998) e Zhu e Lee (2001) propuseram inspecionar todos os autovetores
correspondentes a autovalores ndo nulos para informacdes mais reveladoras. Zhu e Lee (2001)
e Zeller et al. (2018) consideraram o vetor de contribuicao agregado de todos os autovetores
correspondentes a autovalores ndo nulos, sendo {; = /(¢ + ... + (), € = (€4y,...,e3,)"
e M(0) = Z;; Ejef, em que o [-ésimo componente de M (0), definido por M(0);, é igual a
Z;; @-e?,. A avaliagao de casos influente é baseada na inspecao visual do {M (0);,l =1,...,g}
plotado contra o indice I. O caso [-ésimo pode ser considerado como influente se M (0),; for
maior que o referéncia.

Zeller et al. (2018) destaca a inconveniéncia envolvida no uso da curvatura normal
para decidir sobre a influéncia das observagées, em que Cy, 4(6) pode assumir qualquer valor,
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também ndo é invariante sob uma mudanca uniforme de escala. Zhu e Lee (2001)consideraram
a seguinte curvatura normal conformal By, 4(0) = CfQ7d(0)/t7“[—2QwO], que tem uma
propriedade interessante 0 < By, 4(6) < 1, para qualquer dire¢ao unitaria d. Isso permite a
comparagao da curvatura entre diferentes modelos (ASSUMPCAOQ et al., 2014).

Baseados em De Bastiani et al. (2017), denotamos a curvatura normal conformal
B; = 21bj;|, na dire¢éo unitaria com a j-ésima entrada 1 e as demais entradas 0, em que b;;
s&o os elementos da diagonal principal da matriz By, 4(6). De acordo com Zhu e Lee (2001), a
j-ésima observagao ¢ potencialmente influente se B; > B + 2sd(B),emque B= " B;/ne
sd(B) é o desvio padréo de By, ..., By,. Define-se dgq, 0 autovetor, normalizado, associado
ao maior autovalor, em modulo da matriz By, 4(0), sendo esse autovetor utilizado na construgao
do gréafico dos elementos |dgmqz| versus i (ordem dos dados).

A seguir, apresenta-se uma breve discussdo sobre os esquemas de perturbacao
empregados neste estudo.

4.28.6 Selecao de esquemas de perturbacao

Uma questao fundamental ao ser aplicada a andlise de influéncia local é a selecao
do esquema de perturbacao, pois perturbar um modelo de forma arbitraria pode induzir a
inferéncias enganosas. Chen et al. (2009) propuseram um método para selecionar esquemas de
perturbacdo em modelos estatisticos para dados completos, com base na matriz de informagéao
de Fisher para w, que é G(w) = (g;(w)) = Eu(ULU[) = —Ey, {9*L(0,w|Y ) /dwdw T}, com

0 0 .
ng(QJ) = Ew {mﬁc(e,w‘yc)amﬁc(07w|}/c)} s 'l,l = 1, ..., 0,
em que E,, denota a esperanca em relagdo a densidade do modelo perturbado f(Y.,0,w),
e U, = 0L(0,w|Y.) /0w a fungdo escore perturbada. Os elementos diagonais
{9;i(w),i=1,...,9} de G(w) s@o as variancias da funcdo escore em relacdo aos elementos

de w, que indicam a quantidade de perturbacdo do componente i-ésimo de w. Os elementos
fora da diagonal de G(w) sdo as covariancias da fungéo escore em relagdo aos componentes
de w e representam a associagao linear entre os diferentes componentes de w. Note-se que
G(w) é uma matriz diagonal, os componentes de w séo ortogonais, sendo esta definigcao de
ortogonalidade apresentada em (COX; REID, 1987).
A perturbagdo w é considerada apropriada se satisfaz G(wg) = cIg, em que ¢ >
0. Isso garante que os componentes de w sejam assintoticamente independentes e, se w
satisfazem G (wo) = Diag(9;;(wo), - - - ; 9gg(wo)), podemos sempre escolher um novo esquema
de perturbagao @, definido por @ = wq + ¢ /2G(wp)/?(w — wy), tal que G(&) avaliado em
wo € igual a cI4. Se os esquemas de perturbacéo sdo considerados, a densidade perturbada
assume a seguinte forma: .
f¥e,0,0) =[] f(Yie, 0,w:), (4.54)
=1

emque w = (wi,...,wr) € f(Yi,0,w;) parai = 1,...,r, com as mesmas formas funcionais.



102

Entre esses esquemas, pode-se citar ponderagao de casos, perturbacédo na variavel resposta e
perturbacdo na matriz escala.

Lema 1. Se um esquema de perturbacao é tal que a funcdo de densidade perturbada pode
ser escrita como (4.54), entdo
G (WQ) =cl ns

em que ¢ = E,, {01og f(Y i, 0,w;)/0w;}?, avaliado em w = wy.

Prova: Sob o modelo perturbado definido por (4.54), tem-se

G (w) E,{01og f(Yic,0,w;)/O0wi} Ew {01og f(Yic, 0,wi)/Owi}, sei#l,
! E,{0log f(Yic,0,wi)/0wi}?, sei=l.

Como E, {9log f(Yic,0,w;)/0w;} =0,1=1,...,7, entdo g;(w) = c(w;)di € g;;(wo) = cdi;, em
que d; denota o delta de Kronecker, c(w;) = E,, {8log f(Yic, 0, w;)/8w; }?, e ¢ = ¢(w;), avaliado
em w = wy. Assim, para os trés esquemas de perturbagao anteriores, temos que G(wg) = cI .
Para mais detalhes, veja Chen et al. (2009).

4.28.7 Esquemas de perturbacao

Os esquemas de perturbagdo em estudo sao baseados em Zeller et al. (2018).
Consideram-se trés diferentes esquemas de perturbagdo para o modelo linear t-Student
reparametrizado: ponderacao de casos, perturbagcdo na variavel resposta e perturbagcao na

matriz escala.

4.28.8 Ponderacao de casos

Este esquema de perturbacéo permite identificar as observacdes que exercem forte
influéncia no processo de estimacgao e consequentemente nas estimativas dos parametros. A

Q-function perturbada para a ponderacao de casos ¢ definida por:
Q(0,w|6) = Zwlczl 016) = sz {©1i(6116) + ©:4(616) } (4.55)

emque w = (wi,...,w,) " denota o vetor de perturbagdo que pertence ao subconjunto aberto

QCR,com0<w; <lemaquei=1,...,r. Para este caso, wy =1 € o vetor ndo perturbado

tal que Q(0,w|0) = Q(6]0). Para a Q-function perturbada definida em (4.55), considera-se
=(BT,0")" e 0y =1, emque Q1,(0:]0) e Q2:(62]0) s&o dados por:

N 1 /w]C
Q1:(01|0) = —ilog]Z\ — 7%53

Qu(2f8) =+ Tog (2;77)) ~log (r (;)) N thn)cyﬂ
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Alternativamente, podemos pensar em outras duas sub-perturbacoes: i) Q(O,w[é) =
51 {wiQui(0110) + Qui(0:10) | € i)Q(0,w18) = Y1, {Qui(81]8) + wiQi(0:19) }, que sao
avaliadas com base no Cy, 4(61) e Cy, a(02), respectivamente. Sob este esquema de
perturbagdo, as matrizes Ajg, Ay € Ay, sdo dadas por Ajg = (Apg,...,Ag) com
dimens&o p x r, A1y = (A1, .., A14) cOM dimensdo 3 x 7 € Ay, = (Asiy,. .., Aoyy) "
com dimenséo 1 x r, sendo

_PQO.010) , _PQ0,00)  , _ PQ0,w|6)

A= 53007 0 A1 T T huaeT CAMT T 50T

Como A;g, A4 € Ay, séo avaliadas em w = wy, 6 = 6, tendo como elementos

Ayg =wkX]3 e,

Ay = %D;vec[(wfﬁfleisjﬁfl) -2, Agiy = —# [log (20%77)) + @ — (ﬁ) + cgk)},

sendo Ay;g3 com dimenséo p x 1, Ay; com dimensdo 3 x 1 e Ay, € escalar. Os calculos s&o
apresentados no Apéndice 4.38.1. A curvatura normal Cy,, 4 para o caso da ponderagéo de
casos € dada por:

CfQ7d = CfQ,d(Ol) + Cvad(Og) (4.56)

como 6, = (B,¢)" e 8, = 1, em que cada elemento da equagdo (4.56) é definido por
Cio.a(01) = 2dTA1Tel(Q11)A191d, e Cr,.d(02) = 2dTA2T92(Q22)A292d, sendo Q11 € Qa
apresentados no Apéndice 4.38.7

4.28.9 Perturbacao na variavel resposta

Este esquema de perturbacdo pode ser utilizado quando o objetivo for avaliar a
sensibilidade das estimativas ao serem introduzidas pequenas perturbagées nos componentes
de cada vetor de resposta (BORSSOI, 2013).

Sob esta perturbacédo, um ou todos os vetores Y; sdo modificados considerando o
esquema de perturbacéo aditiva. A perturbagéo da variavel resposta Y; = (Y{,...,Y)T
€ introduzida pela substituicao Y'; por Y,;(w). Aqui, considera-se a perturbacao na variavel
produtividade Y ;(w) = Y; + Aw; em que A é uma matriz de ordem n x n, que ndo depende
de 3 nem de w;. Para este caso, o vetor ndo perturbado € definido por wy = 0. A funcéo de
log-verossimilhanca perturbada para os dados completos é dada por

r

Q(6,w|0) = Z {le’(el,wﬁé) + Q21(92!é)} ;

=1
em que

wk

R 1 A
Q1i(01,w;|0) = —510g|2|—715§w

com 62, = e, X7 'e;, sendo e;, = [(V; + Aw;) — X;08] e A = £'/2, Sabe-se que Q2;(6-]6)
ndo depende de w. O procedimento de influéncia local é baseado em Cy, 4(61), em que
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Ag, = (Ag,AL)emque Ag = (Ayg,...,Ap) éumamatrizp x nre Ay = (Aig, ..., Arg) €

uma matriz 3 x nr, temos que

1 T 1 2821/2 1/2
AiB = ’LUZXZE_ e Ai¢j = W;E; > / TE_ / .
J
Sendo A,z e Amsj com dimensdes p x n e 3 x n, respectivamente. Para Aiqu, tem-se
j=1,2e 3, logo:

Ay, = wle/EVPP(I0Q)PTET
Ay, = w'e/]SV2P(J,0Q)P TS

Ay, = w'e]TV2P(J30Q)P TR

em que 36%/? = P(J; © Q)P" ¢ apresentado no Apéndice 4.38.4. O estudo da curvatura
J

normal para perturbagao na variavel resposta € dado por:
Cloa(61) =2d" A (Q11)Ag, d,
em que (1, é apresentado no Apéndice 4.38.7.

4.28.10 Perturbacao na matriz escala

O interesse do esquema de perturbacédo da matriz escala é revelar observagoes que
interferem na modelagem e na estrutura de variancia bem como indicar os elementos influentes
na estimagao do parametro ¢ (OSORIO et al., 2009).

Para analisar a sensibilidade da estimativa ML, implementou-se um esquema de
perturbag&o na matriz escala, substituindo-se = por w; 'S, em que w = (wy,...,w,)’ em
que w é o vetor de dimensao rn x 1, sendo w; de ordemn x 1 com ¢ = 1,...,r. O modelo
nao perturbado é obtido quando wy = 1, sendo wy 0 vetor de dimensado n x 1. Além disso, a
Q-function assume a forma:

s s

Q(0,w10) = >~ Qu(0,w18) = > {Qui(01,w10) + Qu(6:,0) }

=1 =1

em que
A 1 _ wk 1 n -~ wk
Q1i(01,w|0) = —§log lw; 12| — 72530, =3 log |Z| + glog(wi b — ?2530,

sendo 52, = w;e] X 'e;. Pode-se verificar que, para este esquema de perturbagéo, a fungéo
Q2:i(02,w|0) ndo depende de w. Segundo Osorio (2006), os esquemas de perturbagdo da

variavel resposta e matriz escala sdo semelhantes.
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4.29 Material e Métodos
4.29.1 Area de estudo e dados

Utilizou-se o modelo espacial linear t-Student reparametrizado em que as repeticoes
sao consideradas independentes no espago-tempo. Segundo Goodal e Mardia (1994), pode-se
remover o efeito do tempo nos dados, portanto, podem-se considerar os dados como medigcbes
repetidas independentes. De acordo com Stein (1999), pode-se supor que as observagdes
de diferentes tempos sao realizag6es independentes em um campo aleatério, sendo que
0 processo de espacgo-tempo observado seja um conjunto em locais espaciais, em tempo
suficiente e pontos distantes no tempo. De Bastiani et al. (2017) afirmam que a independéncia
dos dados vem do longo periodo considerado de uma realizacao e outra. Também, quando se
trabalha com dados agricolas, tem-se a aplicagéo de insumos para o melhor preparo do solo
a cada ano. Baseados em Goodal e Mardia (1994), Stein (1999) e De Bastiani et al. (2017)
definiram-se as repeti¢cdes independentes em cinco anos agricolas sendo 2012/2013, 2013/2014,
2014/2015, 2015/2016 e 2016/2017. A variavel resposta em estudo é a produtividade da soja
€ as covariaveis sao Calcio (Ca), Magnésio (Mg), Potassio (K) e Fésforo (P), consideradas
atributos quimicos do solo.

A area comercial de produgao de graos em estudo contém 127, 18 ha, em que o sistema
de plantio direto é praticado desde 1994. Esta localizada no municipio de Cascavel, cuja
posicao geografica é 24,95° Sul de latitude, 53, 57° Oeste de longitude. O solo é classificado
como Latossolo Vermelho Distroférrico (SOLOS, 2013). O clima da regido é classificado como
temperado mesotérmico e superumido, tipo climatico Cfa (Kéeppen). Na Figura 28 estao
ilustradas a area experimental e a grade amostral, totalizando 74 observacgdes, em que cada
ponto representa uma amostra. Todas as amostras foram georreferenciadas com o auxilio de
um receptor de dados GPS (Global Positioning System) GEOEXPLORE 3, em um sistema de
coordenadas (UTM).

E importante ressaltar que esta area vem sendo estudada desde do ano 2004, pelos
grupos de pesquisa do Laboratério de Estatistica Espacial (LEE) e do Laboratério de Estatistica
Aplicada (LEA) UNIOESTE, Campus Cascavel. Assim, as variaveis em estudo, produtividade
da soja (Prod) [t ha~!] e os dados quimicos Calcio (Ca) [cmolc dm~3], Magnésio (Mg) [cmolc
dm ™3], Potéssio (K) [cmolc dm ™3] e Fosforo (P) [mg dm ™3], sdo referentes aos cinco anos
agricolas citados acima.

4.29.2 Coleta de dados

A coleta de dados durante os anos agricolas 2012/2013, 2013/2014, 2014/2015, 2015/2016
e 2016/2017 (vale ressaltar que o ano agricola da soja na regido Oeste do Parand est4 definida
de setembro a fevereiro), ocorreu da seguinte forma:

A produtividade da soja foi estimada considerando-se a quantidade de soja colhida
de todas as plantas distribuidas em duas leiras ao longo de um metro de comprimento,
representando a parcela. Apés a trilha, foi feita a pesagem de gréos para cada parcela e
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 Area de estudo
Pontos de amostragem
Il Cascavel
Datum WGS 84 o Paran
Il Brasil
[] América do Sul

Figura 28 Localizagéo da area em estudo.

verificado o teor de agua para posterior corregao para 13%. O valor foi também convertido em
t ha '

Os atributos quimicos foram obtidos a partir de amostragem do solo para determinacao
dos niveis de cada atributo e realizada em cada ponto demarcado na Figura 28. Foram coletadas
quatro subamostras de solo de 0,00 a 0,20 m de profundidade nas proximidades de cada ponto,
misturadas e colocadas em sacolas plasticas, com aproximadamente 500 g, compondo assim
uma amostra representativa da parcela. As amostras foram encaminhadas ao laboratério da
Cooperativa Central de Desenvolvimento Tecnolégico e Econémico Ltda (COODETEC-Brasil),
em que se procedeu a analise quimica.

A utilizagao dos atributos quimicos como variaveis explicativas € uma pratica comum em
estudos de campo, veja Garcia-Papani et al. (2017), Schemmer et al. (2017), Garcia-Papani et
al. (2018), Fagundes et al. (2018a), Fagundes et al. (2018b), Kbakural et al. (1999) explicaram
esta utilizacao, pois as variagées nas propriedades fisicas e quimicas do solo sdo responsaveis
por grande parte das variagdes do rendimento da cultura. Reichert et al. (2008) destacam que
o estudo do comportamento das propriedades quimicas do solo € um fator importante tanto

para o planejamento como para a avaliacdo de lavouras comerciais.

4.29.3 Resultados

Foram analisados os dados de produtividade da soja e quatro atributos quimicos,
considerando o0 seguinte caso: 0 ano agricola 2012/2013 refere-se a Y; representando a
1% repetigao; 2013/2014 refere-se a Y; representando a 2% repeticdo; 2014/2015 refere-se a
Y3 representando a 3“ repeticao; 2015/2016 refere-se a Y, representando a 4¢ repeticao e
2016/2017 refere-se a Y5 representando a 5% repeticdo. Cada repeticao contém 74 amostras, as
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quais estao posicionadas na mesma localizacdo para cada repeticdo, como apresentado na
Figura 28.

A Tabela 12 apresenta uma analise descritiva do conjunto de dados da produtividade, e
observa-se que a menor média da produtividade da soja é apresentada em Y3 correspondente
a 2,376 t ha~!' e a maior em Y} é referente a 4,227 t ha—'. As maiores amplitudes entre os
dados estdo em Y5, Y5 e Y7 como pode-se constatar no Boxplot da Figura 30 (a), também na
apresentacao das Figuras 29 (b), (e) e (a) referentes ao Scatter plot dos mesmos. Porém, ao
visualizar os Scatter plots, atente-se a escala de cada grafico.

Tabela 12 Andlise descritiva da produtividade da soja referente a cada repeticao

Prod Min Q1 Mediana Média @3 Max

Y: 2,239 2,948 3,261 3,259 3,530 4,511
Ys 2,913 3,841 4,212 4,227 4,527 5,766
Y3 1,874 2,179 2,340 2,376 2,557 3,176
Yy 0,674 2,309 2,509 2,458 2,606 2,834
Y;5 1,518 2,799 3,151 3,057 3,438 4,030

Min: minimo, Q1: primeiro quartil, Qs: terceiro quartil, Max: maximo
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Figura 29 Scatter plot da produtividade da soja referente a cada repeticao

Os Boxplots das varidveis estdo apresentados na Figura 30. Neste estudo,
considerou-se a produtividade da soja como variavel resposta e as demais como covariaveis.
Pode-se verificar que as localizagdes 16 e 39 aparecem quatro vezes em destaque, referente, a
covariavel Mg nos primeiros 4 anos agricolas. Enquanto a localizagao 39 aparece na covariavel
Mg trés vezes e uma vez em K. Tem-se também a localizagéo 4, destaque trés vezes em Mg.
Nas demais varidveis, algumas localizagbes se repetem no maximo duas vezes.

A andlise espacial dos dados pela técnica geoestatistica, para identificar a estrutura de
dependéncia espacial, realizou-se por meio do algoritmo iterativo parcial linear (Secao 4.25),
em que foram estimados os parametros 8 = (3, ¢,n) ". O valor inicial de cada estimagao foi
definido da seguinte forma: para o vetor de pardmetro 3 a partir do modelo normal, para o vetor
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de parametro ¢, obteve-se por sorteio dentro de um intervalo para cada ¢;, emque j = 1,2 e
3 em relacao ao semivariograma dos dados em estudo. O parametro de forma » foi sorteado
dentro do intervalo (0,1/2) e o pardmetro do modelo da familia Matérn « foi sorteado entre os
intervalos (1/2, 3). Vale ressaltar que o parametro « € fixo, ou seja, o valor inicial sorteado sera
sempre igual ao valor de x fixo.

Foram realizadas 1500 estimacbes com sucesso, em que o0 algoritmo somente
armazenava as respostas em que obtiveram-se os padrées pré-definidos, sendo ¢; > 0
emquej=1,2,3e0 < n < 1/2. Caso contrério, o algoritmo reiniciava a estimativa descartando
a estimativa anterior. Isto € de extrema necessidade, pois trata-se de um método iterativo o qual
pode trazer solugdes corretas, porém nao adequadas ao estudo. Dentre todas estas estimativas
de sucesso, determinou-se o melhor modelo pelo critério Traco e Validagao Cruzada em funcao
do parametro 7, para mais detalhes, veja 4.26. Vale ressaltar que o valor de « € fixo no chute
inicial, determinado por um sorteio aleatério dentro de um intervalo previamente definido.

Na Tabela 13, apresentam-se as estimativas dos pardmetros do modelo escolhido e
0s respectivos erros padrdes entre parénteses. Nota-se que Ca tem relagdo inversamente
proporcional a média da produtividade, ou seja, apds determinado valor, a medida que aumenta
o teor de Ca, a média da produtividade diminui. O oposto ocorre em P, K e Mg. Dentre esses,
o valor do teor potassio (K) destaca-se como o mais elevado, indicando que esta variavel
€ a que mais contribui para o aumento da média da produtividade da soja. Este resultado
contribui com os estudos Dos Passos et al. (2015), os quais relatam que o potassio € o segundo
macronutriente mais extraido pela soja.

Tabela 13 Estimativa dos parametros do modelo escolhido para a produtividade da soja

considerando a fun¢do de covariancia da familia Matérn com parametro de forma
k = 2,9315 com 0s respectivos erros padroes entre parénteses

b1 B2 B3 Ba Bs ¢1 ) b3 n

2,6041  0,0007  0,1080  —0,0013 0,0195 0,0599  0,1400  4,7904  0,4689
(0,1089)  (0,0008) (0,0608) (0,0018) (0,0092) (0,0597) (0,2424) (2,5845) (0,0310)

1 Intercepto; 3.: Estimador do parametro associado a variavel P; 3s: Estimador do parametro
associado a variavel K; 3,: Estimador do parametro associado & variavel Ca; 35: Estimador do
parametro associado a variavel Mg; ¢;: Estimador do efeito pepita; ¢»: Estimador da
contribuicdo; ¢3: Estimador do parametro que define o alcance; n: Parametro de forma da
distribuicao t-Student

O teste de hipo6tese sobre o vetor de parametros 3 foi aplicado individualmente. Na
Tabela 14 apresentam os valores da estatistica de teste RV e seus respectivos p-valores.
Verifica-se que em todos os testes é rejeitada ao nivel de 5% de significancia a hipétese nula
Hy. Portanto as covariaveis P, K, Mg e Ca devem ser mantidas na formula¢cdo do modelo.

Para a representacado grafica dos diagndsticos de influéncia: local perturbagcédo na
variavel resposta, global baseada na verossimilhanga e na Q-function. Considerou-se Y; com
seus pontos enumerados de 1 até 74, Y> de 75 até 148, Y5 de 149 até 222, Y, de 223 até 296 e
Y5 de 297 até 370.

Observa-se nas Figuras 31 (a) e (b), referentes aos graficos de influéncia local
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Tabela 14 Teste da razao de verossimilhangas (RV) sob o vetor de parametros 3 do modelo
espacial linear t-Student reparametrizado com repeticao

Hipétese RV p-valor
B,=0 5,472  0,019*
By =0 4110 0,043*
B3 =0 21,704 0,000*
B,=0 14,709 0,000*

* Significativo ao nivel de 5% de significancia

com perturbagdo na variavel resposta, que os pontos considerados como influentes estao

relacionados a Y3 e Y, referentes aos anos agricolas 2014/2015 e 2015/2016, respectivamente.

Nas Figuras 32 (a) e (b), apresentam-se os graficos de influéncia local aplicando

a ponderagdo de casos. Nota-se também que Y3, referente ao ano agricola 2014/2015,

encontra-se em destaque quando comparado aos demais, logo, o ano agricola 2014/2015

exerce forte influéncia nas estimativas dos parametros.
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Na Figura 33, apresentam-se os gréaficos de diagndsticos de influéncia global Dy,
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D;s e D;g4,, em que os dois Ultimos somados obtém-se D;9. Ao serem avaliados os pontos
discrepantes, tem-se em destaque: #98 referente a Y5 no ano agricola 2013/2014, com sua
localizagdo no ponto 24, que corresponde ao valor de produtividade 2,913 ¢ ha~', como pode-se
notar na Tabela 12, que refere-se ao valor minimo. O ponto #81 refere-se ao mesmo ano
agricola, sua localizagéo corresponde ao ponto 7, com valor de produtividade igual a 5, 766
t ha~' equivalente ao valor maximo em Y, apresentado na Tabela 12.
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Figura 33 Gréficos de diagnésticos de influéncia global baseada na verossimilhanca

Na Figura 34, apresentam-se os graficos de diagndsticos de influéncia global, baseados
na Q-function QD;s, @Dz, QD;s € QD;y,, em que os trés ultimos somados obtém-se QD;.
Observam-se os pontos destaques no grafico de QD;y sendo #288 correspondente a Yy,
referente ao ano agricola 2015/2016, com sua localizacdo no ponto 66 tendo valor de
produtividade igual a 2,26 t ha™!. Ja o ponto #358 apresenta-se em Y; no ano agricola
2016,/2017, localizado no ponto 62 com valor referente a 3,46 ¢ ha™*.
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Figura 34 Graficos de diagnésticos de influéncia global baseada na Q-function

4.30 Conclusoes

Neste artigo, desenvolveu-se o modelo espacial linear t-Student reparametrizado com
repeticdes multiplas, a funcao escore e a matriz informacao esperada. Apresentou-se o
Algoritmo lterativo parcial linear, que também foi responsavel por estimar o paradmetro de forma
n. Propbs-se a utilizagao dos critérios VC' e T, para a escolha do melhor modelo. Avaliou-se a
significAncia dos parametros 3, pelo teste de razdo de verossimilhanga em que as covariaveis
foram mantidas no modelo de regressao. A avaliagdo da estabilidade do modelo ajustado em
um conjunto de dados deve fazer parte das andlises estatisticas, pois auxiliam nas escolhas das
covariaveis adequadas ao modelo escolhido. Foram apresentadas as analises de diagnésticos
de influéncia global e influéncia local, e para isso, aplicou-se o esquema de perturbacao de
casos e perturbacao na variavel resposta. Torna-se um artigo de suma importancia, pois todos
esses procedimentos citados acima foram desenvolvidos com repeticdo. Realizou-se uma

aplicagéo de toda a metodologia a um conjunto de dados agricolas com covariaveis.
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4.31 Apéndice

4.32 Funcao escore

A partir do logaritmo da fungéo de verossimilhanca definido na Equacéo (4.27), aplica-se
a diferenciacdo em fungdo de 8 = (3',¢",n)", é possivel obter a funcéo escore U(6) =

> i_, Ui(@) em que cada elemento pode ser escrito como:

v = 220
— 55 [fo0Tn () = el - o 1+ mog (14 () ).
_ aﬁ [—2177(1 +nm) log (1+¢(n) 5?)} ,
= =gy () o (1) )
= g 0+ oy [F2XTE 0= X e,
- (V) rame o e xa),

Ul(,@) = wiX-TE_lsi.

sendo w; = (1 +nn)/n)q¢ tc(n), ¢ = (1 +c(n) 51-2), ei=Y;,—X;B)ei=1,...,r.
Pode-se escrever U; (¢) em dois formatos, sao eles:

Formato 1:
aL: (6
vite) = 250
= 9 g K () = Llog 31— £ (1 4 )1 (1+()‘52)]
= 90 @ n () — 5 log |Z| %( nn)log (1 +c¢(n)of) |,
190 1 0
= —55g los/Z) - 77(1+nn)%[log(1+c(77>53)}a
1 [ovec™(®) o 1 9 2
= -5 _Tvec(z )] o — (1 +nn) et )qu [(T+cm )],
1 [ovecT (D) . (14 nn) c(n) 0V60T S Tl
1S e T T G E )L
= —%D;vec(E_l) + %wiD; [vec (2_1&'8?2_1)] )
= %D(Zvec [wiz_lsisIZ_l — 2_1} )
T _ Ovec! (%)
em que D/ = 96

Formato 2:
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, que tem como elementos para j = 1,2, 3.

) 1 1
log K, “log|Z| - —(1 log (1 2
51826 (1) = G108 2] = 5 (14 o (14 () )
10 1 )
——— [log|® 1+ nn) —— [log (1 +c(n)6?)],
23¢][ g|=l -5, ( n)aq,)j[ g(1+c(n)o7)]
1 _, 0% 1 c(n) < 0 2)
—tr (= 1)— 1+n 67,
2 ( 0o, 277< ) (1+c(n)a7) \0d;
Ly (g @B (L (g1 08
2tr<2 8¢)j> 2( ; >c(77)qi > 8¢>J2 g |,
1 0% 1/ T 08 .
2tr<2 8¢j>+2<w,5i2 8¢j2 € | paraj=1,2,3.
oL; ()
on
9

1 1
— 5 [ror ) = roel® - ok mp o (14 e 7).

on

= gylosk O+ =g, (L mos 1+ el )|

on | 2n

ParteA ParteB

dividi-se a equagéo 4.57 em duas partes. Inicialmente, apresentamos a resolucao da parte A,
sendo:

;7 log &,y ()]

Para a resolucao da parte B, tem-se:

|
.

2177210g(1+c(77)5i2) — <

0 1
3 [_277 (1+nn)log (1 + c(n) 53)}

(15 oo+ (45) s ]

2n

1 1+ nn 1 ;
2n210g(1+0<’7>53)+< 2 )(1+c(n) )(1—2?7)]

1+m]> 1
2n ) (1+c(n)é )(1—2n)
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A partir da resolucao da parte A e B, obtém-se U;(n)

B (1 + nn) 1 52
2n ) (1+c(n)df) (1—2n)%
ParteD

Reescrevendo as partes C e D, tem-se:

n (1 + nn)d? _ 1 ap (1 + nn)s?
201 —2n) 25 (1 +c(n)62) (1 —21)2 297 | (1-2n)  (1+c(n)é?) (1 —2n)2|’
1 (1 + nm)d?
= o [Tw(n) c(n) [+ e(m)ed) (1 277)] ,
1
= 2—7720(77) [n —w;67] .
Logo, tem-se U;(n) como:
1 1+ 1 1 1
Ui(n) = —2772¢ < 2:”) + 277721b (277> + Wlog (14c(n)67)
1
—|—2—n26(77) [n— wiéﬂ ,
portanto,
1 1 1+
Ui = g [ (50) ~ 0 (Fa) + ) (0 wid?) + hox(a)]
0logT'(2) . - 9
em que ¢¥(z) = ) denominada fungdo digamma e ¢; = (1 + ¢(n)J;).

4.33 Derivada da matriz de covariancia

Seja a estrutura da matriz de covariancia conforme definida na equacao (4.25), em que
¢ = (¢1, b2, 03) T s@o parametros desconhecidos, I,, é a matriz identidade de ordem n x n e a
matriz R de ordem n x n , simétrica é descrita pelo modelo da familia Matérn, com parametro de
forma « fixo. Aplicando-se o operador “vec”, tem-se que vec' () = ¢1vec’ (I)+¢pavec’ (R(¢3)).
Aplicando-se a derivada em relacdo a ¢ tem-se:

ovec' (%)  O¢vec’ (I)  Opavec’ (R(¢3))
R - o s . (4.57)

Desenvolve-se a primeira parte da equacao (4.57) depois da igualdade, e tem-se:

d¢pivec (I) (&blvecT (I) d¢pvec! (I) d¢pyvec’ (I))T
8(]5 6¢1 ’ 8¢2 ’ a¢3
T
= <vecT(I),O,O) ,
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na segunda parte da equagéao (4.57):

dswvecT (R(d3) (3¢2VGCT (R(¢3)) dgavec” (R(ds)) dgovec” <R<¢3>>>T

6d) 8¢1 ’ ad)Q ’ 8¢3
T
— (0.veo” (Rl owvee” (75001
O3
Portanto, a solugéo da equacgao (4.57) é a matriz de ordem 3 x n?, dada por:
(= R T
8veéc)¢() = (vecT (I),vec' (R(¢3)),pavec’ <88((£3))> .

Os valores de OR(¢3)/0¢3, para a funcao covariancia da familia Matérn, séo apresentadas em
Uribe-Opazo et al., 2012.

4.34 Matriz de informacao observada

T

A partir da fungéo escore, obtém-se a matriz de informagéo observada L(0) = Z L;(0)
=1
de ordem (3 x 3). Dada por:
Lipp (0) Lipg (0) Lipy, (6)
Li(0) = | Ligp(0) Lipy(0) Lipy(0) |
Ling (0)  Ling (8)  Liny (6)

Os elementos da matriz informacao observada sdo definidos por:

0%L; (0)
Ligs(0) = 2
s (0) 9808
0
= —U,; ,
08" )
_ 9 Tl
= W (leZ- > 62) ,
= [8 (w)} (XTZ_ls-) + w; [8 (XTE_le)]
8I3T (2 7 7 (2 8I3T 7 (2 9
como
i (w;) = 2w? n X!y g
8/8T 1 1 1+TL77 7 (3
e
aZT (X/=71e) =-X271X,,
portanto,

-
Ligs (0) = wg (XiTzflé‘i) —w; X 27X

n Ty—1
sendo wj = 2w} <1+m7> X,/ e,

Para obter L;34, tem-se:



Ligg (0) = %B%dET)’ que tem como elementos

O°Li(6) _ iU- ¢ =0 w; X2 1), araj—1,2e3.
09 7 p

Ligy, (0) = [82] (wz)] (X;E_lsl-) + w; [a?ﬁj (XTE sl)]

9B0%; aé;

como

0 1 82
@ (wl) = w12 (1417117]) ( TE 2 51) ’
e
i) Ts—1 _ Ts—10% y—1
d¢; (XiZle) =-X,' % 96, >
assim,

Ligy, (0) = w;,inTE’lei
com wjbj = w? (714:]1177) ( Iyt 82 E sz>

L0go, Ligs (6) = Lz (6).

Para se determinar L;g,, (0), tem-se que:

DL (0
Ligy (6) = aﬂa(n),
o
= oy --Ui(8),
— ;(wZXTE Lei),
= [ }XTE Ley),

= (1-29)7"[(n+2)(1 —2n)q;

Para se determinar L;44 (6), tem-se:

Lige (0) = 88<:9¢T que tem como elementos

2 .
Lige, (0) = gq&fa(@) 8(151 (Ui (¢;)), para j,l =1,2,3.

L 0%

—w; X 21 ey,

0¢;

— (1 +nn)g; 26 X/ =7 e
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| _ 9 |.L 108\ L[ Ts10B
LZ¢Z¢j (9) = a¢ |: 9 <E aqu) + 5 <wl€i b 67%2 &g;
1 0 19> 1[0 15
R B
2 |:a l< a¢j 8¢l i a¢j
3! [ Oy 8@ 0¢;0¢1] 2 [\ O 0d>]
ACEE =)
— YT —X g ,
( o < 0,
_ [8 132 51 2% ]+1 Kawz> Ty 1822 151}
Oy 8@ 0000 2 |\ Oy 0o,
ParteE ParteF
1 0 Tw 102 ))]
o fwi (- (&) BT 2 ,
2 [w (8(;51 < a¢J
ParteG
(4.58)
sabe-se que
ow;, _ 2 Ty—1908 s—1_.
ooy w; <1+77nn) (si b T@E EZ) ’
e
X1t 192 1
e = 2 Bg >

assim, resolvendo-se a equacao (4.58) separadamente, tem-se:

1 [ox7!ox %y
ParteE = ——tr —+3! ]
2 ad)l a¢j a¢38¢l
1T ox ox 2>
—_yiZ=nt + 3! }
3(251 8¢] a¢ja¢l

1T 2y 9% . 0%
_ _L 2—1< _2—1>], 4.59
T 90,00 Do 06 (4.59)

Parte F =
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Parte G = % [wi <8a¢l <ej2‘12¢22‘15i>)] ,
- ol [ ()] [ ) e
= o7 [ (Te) + gy e+ T Gt}
— %wi {ejz—l :;2 <—z—1gzz—1> i + azl?qﬁjz—lsi}
+e] <—z—1§§22—1> :;iz—lei},
_ %wi {ejzl [—32212221@ + azjaisjzlei]
—stngzlg;zlsi} :

(4.61)

Substituindo as equacgodes (4.59), (4.60), (4.61) em (4.58), tem-se

' 1 [ 0’ ox 0% 1, (1a102 g
de’jd’l (9) it?" |:E (a¢]a¢l 87@ 87% + §w¢l g, b 87@2 &;
- _1( oAb 0% ;4 82) .,
+-wie; B ) Jutt 3 e i [ T
2" 00106; 04 04,

Em que wy}, € definido por:

w:bl — wi
Para se determinar L;g, (0), tem-se:
()

dpon ’
9 1wy,

AN

Ligy (6)

'

2n

n
1+nn

0x
Ty—1 1.
> <e:i b 8@2 €;

).

1

(4.62)
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resolvendo separademente a Parte H, tem-se:

Parte H

8[1

% 27720(77) (n - wz‘ﬁ)]

[(C(n)q_%i2 - q_l) (D;;veC(E_lsis;rE_l))]

LS [(wiCQ(n)q—l(;iZ — w;e(n)) (ngec(z—lsisjz—l))] )
(4.63)

Parte | = [

= — [(qi_lc(n)) (—ngec(zﬂeisjifl))} ,

= b {q._lc(n)D(—gveC(E_lsieiTz_l)} ,
(4.64)

quando os resultados obtidos nas equacgdes (4.63) e (4.64) sdo substituidas na equagao (4.62),

tem-se:

Ligy (6)

—2}72 | (wic?(m)q™67 = wicn) +q; e(m) (Dgvec(Seie] =)
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Para se determinar L, (9), tem-se:

Liyy, ()

82£i(0)
ondn -’
0

= o [Ui ()]s

2 (2 (2) 5 (552) o0 ]
& o ()] st

ParteL

0 1+nn o1
on [ 52Y < )] o an { 10%(%)}7 (4.65)
ParteM ParteN
Ao se resolver separadamente cada parte definida na equagéo (4.65), tem-se:
Parte J:
ParteJ = 377[ zw( 77)]
0 1 1 1 0 1
= — | — — |+ —= | — —_— ,
[77<77>}¢<2n> %F[8n<¢<2n>>]
Y R Y
P <2n> o (2n> (4.69
Parte L:
o[ 1
ParteL = o _2—7720(7)) (n — w;é )]
o[ 1 o1
= o1 ] =35 e
[0 (1 1 [0
_7L0ngﬁﬂdm+%4%(ﬂ}

(4.67)

Inicialmente, para se resolver a Parte L, precisamos derivar w;:

8’(1]1'
on

éi7 [<]+%7”7) C(n)qil],
o (55 T

oy (=50 e = (7533 Lo ()

(1 =207 [(n+2)1 - 2m)g; " — (1 +nn)g; *57] |
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resolvendo as derivadas da equacéo (4.67), obtém-se:

_ 1 on 1 R S
ParteL = e ne(n) + 2201 — 2)° + p dic(n)w; (1= 277)262 w;
1 _ ~
- e - 217)7° [(n+2)(1 — 2n)g; ' — (1+ nn)q; *67] 67,
_ 1 20 1 52,
— ngc(n) [67w; — n] + 521 = )2 [n — 6;w;]
1 _ _
- e - 27) 7 [(n+2)(1 = 2n)q; ' — (1 +nn)g; 267] 6. (4.68)
Parte M:
B o011 (1+ny
ParteM = =5, [2772¢< 21 ﬂ
_ o (L Ltmny, 1 10 [ (L+n
- _{[877 <2772>} ¢< 2n ) "o [877 <¢< 2n >>]}
_ L (ttmmy 1 o (1+4nn
B n3w< 21 ) oY ( 21 > 14.69)
Parte N:
a1
o1
= — |—1log(1 2
o | g tout1 + ()
_ Jlo oy, 1 |0 5
— {55 (512 o1+ ctnsty + 515 [ - osr -+ etz |},
(4.70)
com
9 2] _ 1 2| 9
g los D) = () [0
52
(1 =2)2(1+e(n)d?)’
Logo, a equagéao (4.70) é definida por:
1 0

Quando as equagdes obtidas em (4.66), (4.68), (4.69) e (4.71) sao substituidas em (4.65),
tem-se que L;,, (#) é dado por:

1 (1 1 (1Y, 1 (l+ng\ 1 ,(Lling
Lim (6) = n3w<2n> 4n? <2n>+773w< 2 >+4?74¢< 2n
) @R ) 5 ) — gt + 5
pp VPRI G gy T A T OB T g (1 g2
1

—277251-20(77)(1 —2n)7° [(n+2)(1 = 2n)g; ' — (1 +nn)q; *67] -
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4.35 Matriz de informacao esperada de Fisher

Antes de se obter a matriz informacgao esperada de Fisher, é preciso definir algumas
propridades, apresentadas por Osorio e Galea (2015). Para a distribuicdo t-Student
reparametrizada com repeticao, o lema é dado por:

Lema 2. Sejae; ~ T,(0,%,n) emquee; = (Y; — X.3), ¢ = (1 + c(n)d?) em que 6 =
(Y- X:8)" 271 (Y, — X;8) = ¢/ ©'¢;. Entdo segue que:

(i) B(g ") =1 +nn)
(ii) E(g 'es) =0,
(iii) E(g; 'eie]) = [(1—2n)/(1+nn)] %,
(iv) E(g;'67) = n(l —2n)/(1 + nn),
(V) E(g; %) = (14 2n)/(1+nn)(1 + (n +2)n),
(Vi) E(qg; %) =0,
(Vi) E(g; eie]) = [(1 = 2n)/(1+nn)(1 + (n + 2)n)] Z,
(viii) E(q;267) = ne (n)n/ (1 +nn)(1+ (n+ 2)n),
(ix) E(q; %6%;) =0,
(X) E(g; *6%eie]) = [(1—20)%(n+2)/(1 +mn)(1 + (n+ 2)n)] =,
(xi) E(q;*5}) = n(n+2)(1 = 20)*/(1+nn)(1 + (n+2)n),
(xii) E(log(a;) = v (1522) — v ()
Osorio e Galea (2015) apresentam lemas relacionados a matriz de comutacao, os quais

sao aplicados neste estudo para distribuigao t-Student reparametrizada com repeti¢éao, defindos
por:

Lema 3. Assume-se que Z; ~ N,,(0,X), entdo
E(Z:Z] ©2;Z]) = 2(Z®X)N, + (vecx)(vecx)',

emque N, = 1(l.2 + K,), com K,, a matriz de comutagcdo de ordem n e > matriz identidade
de ordem n? x n?.
A partir dos lemas 2 e 3, pode-se estabelecer o seguinte resultado.

Lema 4. Sejae; ~ T,(0,%,7) e ¢ = 1 + c(n)s?, entdo

T) _ (1—2n)?
Y (M nm)(1+ (i + 2)n)

E(q %eie] ®eie {2(2 ®E)N, + (vecE)(vecE)T} :

porque 1+ c(n)6? £ 1+ nnF(n,1/n).
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Apresenta-se a resolucdo dos elementos da matriz informagéo esperada de Fisher,

definida por:
Zs3(0) O 0
Z(0)= 0 Zyp(0) Zgy(0) |-
0 Tne(0) Zyn(0)
em que

Zos(0) = Y E{Ui®U] (9}

1< [ Ty -1 Te-1_\"
- YE (wiXiE si> (wiXiE 51')
=1 -

= 7ZE -wiQXiTZilEiE;rElei]

1 1 2
- -V E ( +”’7> 02(n)q_2XiTE_1eieiTZ_1Xi]

n

1~ (1+nn\> R _
_ Z< ") A(n)E [XZTE L 26 S 1X,}

r 2
— EZ <1 +n77> CZ(T])X;-rzilE [q725i€,?:| Eile‘

Aplica-se a propridade (vii) referente ao lema 2 e tem-se que:

1K (1+ny 2 n \? _ (1—2n) -
Tps (6) = g( ; ) <1—2n> X= 1[(1+m7)(1+(n+2)77)2]2 X

_ 1y (1 + nr) Tylx,

B rz(1—277)(1+(n+2)n)X12 X

=1
— M - xT'ya-1x.
r Zz; !
em que c(n) = (1+nn)/(1—2n)(1 + (n+ 2)n).
Ts(0) = E{U(®)U] (9)}

:
1 1
(305vee [(wm e =) - 271] ) (3Djvee (wm el =) - =71 ]
1

= F [(D;vec (wiE_lsisiTE_l)) (D¢vecT (wiE_lsisiTE_l))

- (ngec (wiE_lsieiTE_1>) (D¢vecT(Z}‘1))

|
|

— (D;vec(2_1)> (Dd,vecT (w,-E‘lsisiTE‘l))
- (D;vec(2*1)> (D¢,vecT(Z*1)>}

Define-se Z ¢ (6) = (1/4) [E(S1) + E(S2) + E(S3) + E(S4)], assim calcula-se separadamente
cada E(S.). Inicialmente, sédo necessérias algumas consideragdes em que:
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4. co(n) = Freia;
5. vec(Z lwigie] 1) = vec(ZTIE " vec(wigie] ) = (271 @ Z7vec(wieie] );
6. vec(X twieie] T vee T (B M wigie] B = (BT @ BT (wigie] @ wigie] )(ZTT @ B 7h);
7. vec(ABC) = ((CT ® A)vec(B));
8. E(vec(A)) =vec(E(A)).
Resolve-se separadamente Z 44 (6) e tem-se que:

E(Sy) = E[(D;vec(z—1)> (vecT(z—l)Dqﬁ)},
= Dyvec(Z vec' (271 Dy.

E(S3) = E [— (ngec(z‘l)) (Dd,vecT (wiE_IEi%Tz_l))] )
= —Djvec(S HE {vecT (wiﬁflsisTEAH D,
= —Djvec(X)E [(2_1 ® % !)vec’ (wlsl )} Dy,
= —Djvee(z) (2 @2 elo) (L) 8 [veo (4] )] Do
= —Dgvec(E) (' @2 e(n) <1+m7> G

= —Djvec(Z ) ('@ X" vec' (X)Dy,

> vec' ()Dy,

= —Djvec(E )vecT (Z'ZE ) Dy,
entéo,

E(Ss) = —Djvec(Z 'vec' (27 Dy.



Tem-se que E(S3) = E(S2)

E(S1) =

entao,

E [(D;[vec (wiZ_leisiTE_l)) <D¢vecT (wiE_laisiTE_l)ﬂ ,
DJE [vec (wiE_lsis-TE_l) vec' (wiﬂ_lsisTZ_l)} Dy,

D¢(Z R ) (wleze ® W;EE; )(E R )D¢,

<1+m7) Dy (=7 @= ) B (dee] el ) (57 027 Dy,

1+nn)? (1-— 277) T (y—1 -1
Dy (X7 ®X 2 3X)N,
< ) +m7 Fr e ) & )
+vec(2)vec (= ez )D¢,,

cs(nDY (B e =) [ (Z@X)N, + vec(z)vecT(z)] (Z' @ XY Dy,
oD 2(E1ex) (T TN,

+ (= lex ) vec(E)vecT(E)} (5L @2 Dy,

oDy 2 (T 'TeE )N, (T ex)

+ (= 'ex ) vec(Z)vec () (7' ® E_l)} Dy,

co(n) Dy [2 (e )N, + vec(z:—lzz:—l)vecT(2—122—1)] Dy,

E(S1) = cy(n)D] [2 (Z' @ YN, + vec(z—l)vecT(z—l)] Dg.

Em que N,, =

1999), I, é a matriz identidade de ordem n? x n2.

Portanto,

1 L e
Typ(0) = 1D [2cs(n) (BT @ Z7") Nt

(cs(n) — 1) vec (X71) vecT (2—1)} Dy,

126

3 (I,z + K,,), K,, é a matriz de comutag&o de ordem n (MAGNUS; NEUDECKER,
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Para se determinar Z4, (), define-se da seguinte forma:

Lyn 0) =

E{~Lg,(0)},

E [_717 | (wick(n)a; 6% = wic(n) + ¢ e(n)) (ngec(z—lsiejz‘l))ﬂ ’

—-FE 7107;02(n)qi_l(gizngeC(E_lé’iEIE_l)

ParteO

— Wwic(n)quveC(E_lsisjE_l)

ParteP

L T “1_ _Ty—1
+qu c(n)Dyvec(Z ™ 'eig; X77) |, (4.72)

Parte@

ao se resolver a parte O, tem-se:

Parte O =

1 _ _ —
E [2772101-02(7))% 153D;VGC(E leie/ 2 1)] ,

E [27172 (1 4;7”77) c(n)q{lcz(n)qi_léfDlvec(Z161‘6?21)} ,
1 /140y

22 ( 0

L (1+anp\  n° ¢ (1-21)(n+2)

2772< 0 > (1—20)> "% (1 +nn)(1 + (n +2)n)

1 (n+2)

T -1
A= 20)0+ (<2 Dyvec(x), (4.73)

) (n)Djvec [E (qi_QégsisiT)} vec(=7'®7h),

vec (X)vec(Z1xh),

para resolver a parte P, tem-se:

Parte P

1 _ _
= FE [—Mwic(n)D;veC(E leie/ 2 1)} )

1 1+n _ _ _
= F [—2772 < 7 77) c(n)g; 1c(n)DlveC(E leiez—»rZ 1)] ,

B 1 (1+nn
2n? 7
B _1<1+m7) N r(=2n)
a2\ n ) (1—2n)2 ?(1+nn)

1

_ L1 1
= 277(1_277)D¢,vec(2 )s (4.74)

) c?(n)Dgvec [E(qi_lsiej)} vec(Z1x1),

vec (X)vec(Z 1y,
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e para se resolver a parte Q, tem-se:

1 _ _ _
ParteQ = E [27726‘]1 1c(n)D;VGC(E leie/ 2 1)] ,

_ 1 T —1_ T 11
= 5 pcnDgve [E(qi eic, )} vec(=1x),
1 n T (1—2n) —1y—1
= — D vec(X)vec(X™ X)),
20 (1= 2) 2 (1 5 ) "L Ve )
1 1
= -~ Dlvec(z! , 4.75
2n(1 +nn) o vec( ) ( )

assim, quando as equacdes (4.73), (4.74), (4.75) sao substituidas na equacao (4.72), tem-se:

Ton(6) = - Km - 2?7()721++2()n e R e Rt nn>> <nge°<2_l))} ’

cuja resolucao dos célculos resulta em:

c(n)(n+2)
(14 (n+2)n)(1 4+ nn)

Zon(0) = - | | Djvec(z ),
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Para se determinar Z,,, (9), define-se da seguinte forma:

I7777 (0)

Portanto,

E{—Ly, (0)},
1, /1 1+nn L, (1+ny
[ 3¢<n> 4774¢<2) 3w< 77) 4774¢<277>
1 2 . 1 2. 1 ) 62'2(1;1
+$c(n)(5i w; —n) + m(n —0jw;) — ﬁ log(gi) + m

e (1 = 2)® [(n-+ 2)(1 ~ 20)q = 1+ g %ﬂ

1 1 1 ,/1 1 1+nn 1+nn
‘{‘773‘”(21)‘@74 <277)+773w< 2 ) ”’( 2 >

—17130(77)n + 77136(77) ! t?m’> c(n)E [q;'67] + 2772(1717_277)2
_2?72(11— 2n)? (1 Tn> DB [oo] - nlSE fog(a:)]
o 75 — el (1= 200+ 2 - 2B [
+grzel)(L - 20) (14 o) B [g%0!]

U () - () e ) e (507)
—1713(:(7;)71 i 771362(77) (1 ;m) ( ((11+_n2nn))> T (1n_ 2n)?
_2?72((;(2)277)2 (1 tvml> (7(114:712:))) 1713 (1 —;;m) nlw <2ln>
*ari—a ()~ 500 a0~ ()
1 (1+mm) <n(n+2)<1 —zn)2)}

TaE T e \ T (nt 2m)

()t (5) - s e
i \ey) Y o ) T w2

n(n +2) n }
2n(1+ (n+2)n)  2n*(1 —2n)(1 +nn)
_{n [ M2 L nnt2) 1 ]
2n? +nn)(L=2n)2  (1+(n+2)n)  (1-2n)(1+nn)

i
' (5) o ()]
n nn(1 — 4n) — 8n?
- {2717 o (i o)~ o (35)

1 ,/1+nn
2772w< 21) )]}

T (®) = 53 | 2<(1+”"(1_4”)‘8”2)>—B’(m],

1—2n) 1+nn)(14 (n+2)n
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em que B'(n) é dado por:

4.36 Q-function

Sabemos que Q (0\ 0(’“)> =3 Qs (9| 0(’“)) e, para se obter Q;(0|6%), calcula-se
a esperanga condicional do logaritmo da funcdo verrossimilnanga completa, definida por
Qi(0]6%) = E[L.(0|Y )V, 0%]. Assim, tem-se que:

Qi (0]9““)

E|£a(8,Y )| V,0%)]

2

+1T]1 (2;@) — log <r (2177» +2E [k)g(va or) )}

+ME [log (Vy Y,é)(’“))} - QJM)E [(V| Y,an))] ,

1 1
= —log(2m) — 5 log |5 — 567 [V| Y, 0<k>]

1 1
Qi(aya%)) - —glog(zw)—§10g|z|—553105’“) (4.76)

1 1 1 no (k)
—log [ —— ) —log (T [ — L
o Og<20(n)> °g< (277))*2“"@

g [ =)

em que

w® = E [V;Y,e)(k)} — (1(%2) _ (17;;7)“”) c(n®) (g1
2¢(n(k))

g™ =1+ c(n*))6?
e
k nn(®) ()82
acg ) - E [log <V’ Y, G(k)ﬂ =9 (1;7(7@) ) — log (71—25((’2(16))) i )
A partir das propriedades de Mclachlan e krishnan (2007), a equagédo (4.76) pode ser

simplificada por:
1
: ®) — _= — =52
Qz(e\e ) 2log|2| §2w
1 1 1 1T
+—log| —— ) —log (T | — + c;
T g(20(77)) g( (277)) 2c(n) "

sendo ¢ = v (1;%()'@)) —lo (H:zm )> +logw|) — (w(k)) Considera-se 8 = (7',n)"

que T = (B",¢")T, pode-se escrever Q; (0| otk ) como uma soma representada por

Q: (616%)) = Qir (716M) + Qi (n6M)) . (4.77)
com

1 1
Qi <T| e(k)) = —§log 12| - 551‘2“’1@)
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Qi2 <n| o(k)> - 211710g (2;77)) —log (1“ <2177>> n 2;mc§k)'

Portanto, a esperanca condicional do logaritmo da funcéo verossimilhanca completa para
cadai=1,...,r € representada pela equacao (4.77). Sendo também definida para todas as
repeticbes como:

®) - _T I, 0 LV G 1
Q<0|0 ) 210g]2| 2;(2101 +’r{2nlog<20(n) log (T 2
1 1 — (k)

Tael) |1
(4.78)

A separacdo como soma também é valida para (4.78), sendo Q (9[ 9(’“)) = (7-\ 0““) +
Q2 (77\ 9(k)>-

4.37 Derivada Q-function

Utiliza-se a fungéo Q;(8|6%) definida em (4.77). Para se obter a derivada de primeira e
segunda ordem, respectivamente.

4.37.1 Derivada de primeira ordem da Q-function

Com base na equagéo (4.77), a derivada de primeira ordem de Q;(8|6*) com respeito a
0= (8",9",n)" édefinida pelo vetor Q;(8|6*) de ordem 3 x 1, dado por:

Qis
Qi(016%) = | Qi | (V1)
Qin
em que cada elemento do vetor (V1) é calculado da seguinte forma:
Primeira derivada de Q;(0|6%) em relagéo a 3:

. 0Q;(0|6%

0 1,
= aﬁ[ 25””}’

_ L[4

— _%w’? [_QXTE_l(Yi - Xz,@)} )

K3 K3

ky Ty—1
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come; = (Y; — X;3).
Primeira derivada de Q;(0|6%) em relacédo a ¢:

Ois — 0Qi(6]6%)
i 8¢ )
_ o1 _ Lok
. 1]0 1 [0 4
= B [8(15 10g|2|} 2“’1‘ |:a¢6i:| )
_ lovec’(:) o1 T ovecT(®) 1 Tyl
_ lovec’(®) ;. 1 ,ovec’ (%) 1 Tad
= —§Tvec(2 )+§wiT (vec(E gig; X )),
_ _%D; [vec(s) — wh(vec(=eie] =71)] |
+ Ovec' (%) ) I : k < s
emque D, = s Pode-se obter também a primeira derivada de @;(0]6*) em relacédo a
¢, da seguinte maneira:
. 0Qi(0]6%)
Qip = 96 com elementos
0Q;(0]6%) %) 1 1o &
= —Zlog|B| — =62w!
a(b] a(pj 2 Og| ‘ 2 ’Lw’L 9
_ ! 0B\ L |19 g
= —— — —wie;, X —X g, 4.7
215 <2 6¢j>+2 i€ o6, € (4.79)

em que j = 1,2, 3. Primeira derivada de Q;(0|6*) em relagéo a :

. 0Q;(0]6%
o, = 008

- (k) () st}

Logo, quando se resolve cada expressao da equacao (4.80), tem-se:

Himlein)] - ()] e
sG] - ) e
(;977 [20177) Cgk)] B _271720£k) 5

A partir das resolucoes (4.80), (4.81) e (4.82), tem-se

O = gple () 5 v () )
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4.37.2 Derivada de segunda ordem da Q-function

Com base nas derivadas de primeira ordem, a derivada de segunda ordem de Q;(0|6%)
com respeitoa @ = (37,9 ",n)" pode ser obtida da seguinte forma:
9%Q;(0)0%)
9600

)

Qi(6]6%) =
e representada pela matriz de ordem 3 x 3, da forma:

) Qi,@ﬁ Qiﬁw Qiﬁn
Qi(016%) = Qips Qipes Qign |- (M3)
Qg Qing  Qiny
em que cada elemento da matriz (M3) é definido por:
0%Q;(0]6%)
oBoB"
0Qis
08"

— agT (wix]3"e))

Qzﬂﬁ =

= wiX/u™! [8ZT (Y; - Xiﬁ):|

= —wfX®71X;.

Para Q;5,, sabemos que Q.54 = Qigs- LOgo, iremos calcular Q;45 assim, tem-se que:

0, B 02Q;(0|6%)
T 9408
0Qip
¢
— i ky Ty —1_.
= 9 (wi X, X €l>
ox~!
= whx! .
= w; X, ( 96 >€l
2—1872

o9

= —wkX] »le,.
Portanto, Qiq’)ﬁ = Qig¢ = —wa;Z_l%Z_lsi.
Para Q;g,, sabe-se que Q;s, = Qin3- LOgo, resolveu-se somente ();, 3, € tem-se que:

0%Q;(0|6%)
onos

IQip

on

9 kTl

- %<wixiz i)

= 0.

Qinﬁ =
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Portanto, Q;s, = Qins = 0. Para se obter a Q;4, com elementos (j,1), ultilizou-se a Qi
apresentada na equacao (4.79), em que

Qoo — [(220)]
e [ op. 00, )|’

_ Qi
o, ’
0 1 19)> 1 0x
= — |—ctr 21>+wfejzlzlsi}, 4.83
a5 2 ( 96,) T2 99, (4.89)
Para resolver separadamente a equagéao (4.83), tem-se:
0 1 ox 1, [0 0x
o1, z)} - Ly (2)]
5¢1[ 2 < Ip; 2 |9g, 09,
[0x~! 9% ., 0%’z ]
= —Ztr _—
| 9y 09, 090,
0x 0x 0’
= ——tr |-yl 2= 3! ]
2 (9(7,')1 6¢J 8¢]a¢l

) 2
S . [2—1822—162—2—1 o ] (4.84)

2 op, 09, ¢ ;0¢,
e
a 1 k Tee—1 82 1 :| 'U)k 8 |:T 1 82 1 :|
S PP P > it Sos vl R NN P S S v
o, |2 a9, 2 0 9,
— i s | 2—1 72—1 ;
ACERIF

T [0 (0B
toe [em(wjz )]}

- "og, 0,
LT _1< ’E Z oz oz ﬂ
! 00, dp; Oy ’
wk |: T 1 82 1 82 1
= = B Yt ) e
2 09, 00,
ad> ox ox
+ ZT -1 < “lg, Ty 1€Z>] ,
000, 0p; lo]
1 ,”[ _1(62 _, 0% 1%y
= —— <L wre; > — - _
2{ L 0, 0¢; 09,09,
ox ox
+ 2—1) 2—1] s} 4.85
06, o (4.85)

Quando as equacgdes (4.84) e (4.85) sdo substituidas em (4.83), obtém-se Qi¢,¢:

sy = —tr | D1 w192
Qise = 3 26, 09, 0,00,

Uf kT [ (855008 0% om o om) ]
2{““1' {2 (aqblz 06, 0b08 og, > og) > |

1 [2_182 ox ., 0’z ]
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Para Q;g,, sabe-se que Q;s, = Qine- Portanto, resolveu-se somente uma derivada Q;,4, logo,
tem-se:
0%Q;(0|6%)
ondep
0Qi¢
on "’
0

= 7 {—;D; [vec(Efl) - wf(vec(EfleieiTE*l))} } ;

Qincﬁ =

Portanto, Qimﬁ = Qidm =0.

O = 0%Q;(0|6%)
mn 877877T ’
_ 8@277
on’
0 1 1 c(n) < 1 > (k)}}
= —<¢—=—|lo + — - — | +c
677{ 2?72[ g(%(n)) U v 2 '
(4.86)
Para se resolver separadamente a equacao (4.86), tem-se
0 1 1 1 1 c(n)
— |—-=1 = —1 —= 4.87
on [ 27 8 (26(77)” e (20(77)) "ot (4.87)
o1 1 1 /1Ny 1 (1
e ()] = = (3) - (5)) 459
o[ 1 6(77)] 1 — 31’
— |- = 4.89
817[ 2n* (n?(1 —2n))? (4.89)
0 I _ Cgk)
877[ et ] - 5 (4.90)

A partir das resolugdes (4.87), (4.88), (4.89), e (4.90). Obtém-se Qm, dado por:

5o 1 1 c) 1 (LN_ 1 (1
Qim = n’ tog <2C(n)>+2n4 7 <2n> ant "\ 21

77_3,,72 Cz(k)
(1 —=2m)2

_l’_
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4.37.3 Esperanca da Q-function

Para se obter esperanca condicional de Q;(6]6%), aplica-se a esperanca em cada
elemento da matriz (M3). Assim, obtem-se a seguinte matriz:

E _—Qwﬂ_ E _—Qw¢>_ E __Qiﬁn_

) E__ ..i 7 E__ ..i 7 E__ ..i T
E[-Gioon)] - | "Ll BT Gee] ElRGe] (M4)

E __Qinﬁ_ E __Qimb_ E __Qinn_

cada elemento da matriz (M6) é dado por:

el-ms] — €[ (wixTx)
= wfX/=71X,.
E[~Gins] = E[~Guos] = E[— (—waiTE_lgiE_leiﬂ
= wa;—Z_lgij_lE[si}:O.

£[-0] =[] = 0
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|
m

1 ) ) R
p ity bt S Sl ]
{2 [ olo) 0, ;0
) ) R )] o))
kel [2 ( »-! + 21) 21} s}}
0P, 0¢; 8¢j8¢z 0, ol
; [2_182 )y ., 0°% ]

£[-dud] -

|
N | =
TFON| R A
S g
o

=%
el elo ¢ ;0

wW; ox 15Dy
+ LElgfx 12wt sl]
2 L a¢l a¢]
wk T R
- *E 62—2_1 E_lsi]
2 0¢;0¢,
wk ox ox
L Wip|oe 9% lz—lsi],
2 | 09, 0,
B 1 { 182 182 el DY ]
wk < 108 40 1 )
+ 2r (X —3X" —2 >
2 a¢l 6¢]
wh
— —tr (=7 12)
2 < a¢ja¢l
k
+ u;tr<2 1622 1622 12),
(o]
1 az ox 0?s
— - > 1 il 5 17_2 1 :|
2 |: a¢l 6¢] a¢ja¢l
n w—ftr [2 1 < 5-1 19> 0?E 15> _182>:|
2 3¢z 0; 5¢j3¢z (0¥ elo)

Land = (onlata) 5 () )

— 3n? M
_}.M_i_ ? .

(1 —2n))2  »

4.38 Esquemas de perturbacao para a influéncia local
4.38.1 Ponderacao de casos

A Q-function perturbada para a ponderacao de casos € definida por:

Q(0,w|f) = szQz (616) = ZM{QU((’H@) +Q2i(92\9)},
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em que Q1:(01]0) e Q2;(0:]0) sdo definidos da seguinte forma:

0 1 wf 2
Qu(91!9) = —510g ‘2’ - 751'7 (4.91)

Q2:(62]0) = —|—2lnlog (2;77)) —log <F (2177» + 2;17) M, (4.92)

sendo 07 = (Y; — XiB)T »~1(Y; — X;8). Verifica-se que Qu(01|é) dada em (4.91) esta em
fungéo de B e ¢, pois define-se 6, = (8", ¢")T, ja para Q.;(02|0) dada em (4.92) esta em
fungdo de 6, = 1 . Para se obter a derivada de Q(8, w|#) em relagdo & w, considera-se
o o 0Q(6,w]6)
Q(07w|0) - 8wT ’
03—y wiQi(616)
Ow T ’
_ Z 9wiQi(016)
Ow T ’

=1

= > Qi(60)e;,.
=1

Seja e;, 0 vetor de ordem (r x 1), somente na i-ésima posicao tem-se dw;/0w; = 1, as
demais posicdes sdo iguais a 0 . Tem-se que A = (Afﬂ,AlT(p,AQU)T, em que Ajg =
(A5, Al,5)" com dimensdo p x 7, Ay = (Ajy4,...,Af,s)" com dimensdo 3 x r e

Ay = (Agy,, ..., Ay,)" comdimensédo 1 x r, 0s quais sao obtidos da seguinte forma:

9?Q(0,w|0
A = a;ga:T .
0Q(0,w|0)

op ’
T
= > Qugeir,
i=1
= (Qug---,Qup) ",
em que Qu;a = waiTE‘lsi com dimens&o p x 1. Para se obter A4, calcula-se

A _ 0PQ0.]0)
o = T 90wt
82Q(6,w|0)

0o ’
r .
= Z Qli(be;l;w
i=1

= (Q11¢7' . 'aQ1T¢)Ta
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com Q1 = 3D jvec [(wFE le;e] £71) — 57'] com dimenso 3 x 1. Para calcular Ay, tem-se:

82Q(6,w|0)
A = anaw ’

0*Q(6,w|0)
on ’

,
ST
= Y Quner,
i=1
i LT
= (Q21177 ceey Q2r77) )

sendo Q2;,, um escalar da forma:

e 400 (2) ]

4.38.2 Funcao escore perturbada para encontrar a perturbacao apropriada para a
variavel resposta

Um esquema de perturbacao € tal que a funcao de densidade de perturbacao pode ser
escrita por:

G(wpy) =cl,

come >0, G(w) =E, {QMQI} em que E, é denotada a esperanga em relagdo a densidade

8Q(9 w|9)

do modelo perturbado f(Y.,8,w), sendo Q. avaliado em w = wy. Sabemos que

r

Q(6,w18) = 3" [1(61,w18) + Qui(02,w10) |, (4.93)
=1
em que
Q1i(01,w:0) = —flog\2| - 7@52
com 82, = ¢} X 'e;, sendo €, = [(YV; + Aw;) — X;8] = (i + Aw;). Observa-se que

Q2:(02]0) ndo depende de w. Ao se derivar a equagéo (4.93) em relacéo ao vetor w, obtém-se:

. 0Q(8,wl]6)
Qw - T?
I> [Qu(917w!9) + Q2i(92,w|é)}
Ow ’

B zr: 9Q1,(01,w|0)
N Ow ’

i=1

r k

- 2{8‘1 (—;mgrm—“;az,,)],
i=1

= Y (cubATE ) (4.94)

=1
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A partir da equacao (4.94), deve-se validar G(w). Assim,
Glw) = E [QuQl],

_ Ew{ Z (—w;fATz—lsw)

=1
r

= Y E, [(wf)2ATE_lewsL2_lA} :
1=1

= i(wf)QATE_lEE_lA,
1=1

~ YwhraTs A

i=1

[Z (—waTz—lsw)] T} :

i=1

Considera-se ¢ = (wf)? uma constante positiva, tem-se G(wo) = cA'X"'A para que

G(wg) = cI,, ao se considerar A = X'/2. Logo, a perturbagdo Y, = Y; + X"%w; é uma
perturbagdo adequada.

4.38.3 Perturbacao na variavel resposta

Para o esquema de perturbacdo na variavel resposta baseada na funcdo de
log-verossimilhanca, para os dados completos é definido por:

QO.wo) = > {Qu(91,wi!é) + Q2i(92!9)} ;

i=1
em que
R 1 wk
Qli(elvwile) = _§log ‘2’ - 7161200

com 02, = e, S71e;, sendo e, = [(Y; + Aw;) — X;0] em que A = X!/2. Sabemos que
Q2i(02]0) ndo depende de w;. Logo, a derivada de Q(6,w|#) em relagdo a w para este
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esquema de perturbagao é obtida por:

3@11(91760!9)

Qliw — 8&]
1 wk
= wT [ ) og\E] 15@}7
__w 00,
N 2
wy
- _2|: 2 Ezw>:|)
wk e T
= (254 e )
2 < &ui € )
T
_wf 5 |2 + 2120 — X;8)T .
9 awi 1w )

= —wh(EV2n e,
= —wfeLE_l/Q.

Para se obter A = (Aj,A,)", com Ag = (Alg,...,Al5) " com dimens&o p x nr, Ag =
(A1¢, s AL,)T com dimenséo 3 x nr. Tem-se que A,g € A4, sd0 definidos por:

A, _ PQO.w])
wT T 9B
_ 0Q1iw
B
_ 0 k_T s —1/2
- ag( wlel,Z77).
Oe
_ k ~1/2
()=
_ .k ( iB) ’ —-1/2
- [aﬂ ]z ,

= wfX[x71/2
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Com A;g tem dimensé&o p x n. Para se calcular A;4, tem-se:

N PQ(9,/0)
i 0p;0w]
— aniw
dp;
— o (~ubelmn),
J
.
= a?ﬁ [—wf (Ei + 21/2@12-) 2_1/2] ,
j
(4 )]
j
0
k|9 (Ts1/2 Tyl/240—1/2
w; [ad)j(elz +w, /% )],
0
— —wk |2 (efx-1/2 T
wl |:ad)] (812 +w1I)},
ey |20
00;
2
= —wkET _2_1/262/ 2_1/2 ,
(2 a¢]
— fsiTZ—l/Qaai/Q =12
j
Portanto,
21/2
Ay, = wfsfz‘maa@ 2 emquej=1,2€3.
Em que
/2
Ajy, = wie] 21/28?@21/2:10553 s 2P (J,0Q) PTE 2
1/2
Aip, = wfs?E‘”Qa;;Q2‘1/2:wfs?2—1/2P(J2®Q) pTs-1/2
1/2
Aig, = wfs?E‘Wa;;g2‘1/2:w£“s;r2—1/2P(J3®Q) P12

comeg; = (YvZ — XZB) e Aid’j = (Awl, Ai¢2, Ai¢3)T com dimensao 3 x n.

4.38.4 Derivada de ©1/2

Correspondendo a qualquer matriz 33, n x n simétrica e ndo-negativa definida, existe
uma matriz simétrica nao-negativa definida como X'/ = W, tal que © = ©'/2x1/2 = w2,
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Além disso, W € Unico e pode ser expresso por
W =PA/?PT,

com A'/? = diag(\/adq,...,\/an), cOM ai,...,a, 0s autovalores de ¥ e P € uma matriz
ortogonaln x n (PP" =1I,) talque PXP' = A, com A = diag(as, . .., a,). Entéo, derivado
3 em relagéo a ¢;, tem-se que

o0X ow oW
— =W—+ —W, paraj=1,2,3. 4.95
96, 90, " 96, para j (4.95)
) _ ) . . . ox . ow
A equagéo (4.95) pode ser escrita como X; = WW ; + W,;W,emque X; = 90, eW,; = 6.
j j

a qual tem sido extensivamente estudada na literatura por Jameson (1968).

Note que X;, W e W, sdo matrizes simétricas. Seja J; = P'3;P e Q = [(¢s)]
matrizes simétricas n x n, com ¢,s = (\/ar + /as) "', parar = s = 1,...,n. Entdo, a solugdo
para a equacao (4.95) é dada por

ow _ s
d¢gj  0d;
em que @ denota o produto de Hadamard para j = 1, 2,3 (DE BASTIANI, 2017).

=P(J;0Q)P",

4.38.5 Derivada da matriz de covariancia

Sabemos que X = ¢, I + ¢, R(¢3), derivando 3 em relagdo a ¢; em que j = 1,2 e 3.

Obtém-se:
e Paraj=1
ox 0
P = 0, (611 + &y R(p3)] = 1,
e Paraj=2
% d 1
o6, _ 0oy (611 + Py R(¢3)] = R(¢3) = &, (X —-¢11),
e Paraj=3
) N _, OR(¢3) _
9o, = g, I ORG)] = 05" = (4.96)

Verifica-se que para j = 3, R’ depende de cada modelo: exponencial, gaussiano e familia
Matérn. Porém, pode-se obter R’ utilizando somente o modelo da familia Matérn, pois quando
k = 0,5 corresponde ao modelo exponencial e quando k& — oo refere-se ao modelo gaussiano.
Assim, para se obter R’ = R] (¢3), utiliza-se a func@o de correlagao espacial para o modelo da
familia Matérn dado por:

s = ()@ ()] e
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Aplica-se a derivada em relacdo a ¢ na equagéao (4.97). Obtém-se:

i = g |(werw) (5) = (3)
= () a4; k@km (@]
= (o) Lot ()] (3) = (3) [ (= ()]}

kR (¢3) + 2k_11p(k> <¢}>L3>k+1 K (é)]

Portanto, a equacao (4.96) é representada por:

kR (o3) + 2“1% (;;)W Ki <£3)] '

4.38.6 Perturbacao na matriz escala

ox
= —@m, em que m =

ops ¢

4.38.7 Representacdo ()(6) para os esquemas de perturbacio

A

A representacao de (€) para os esquemas de ponderagao aplicados ao estudo de
influéncia local, considera-se o resultado da matriz (M2) obtido no Apéndice 4.37.2, tem-se que

Q@(Q” 0 ) (M)
0 Q2
com
2 Qiss  Qige - .
Oy = | @ie © G = ( Oug ) (M)
11 (Qi¢>5 Qi¢¢> e 22 ( nﬁ)
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Os resultados desta tese foram apresentados em formato de artigos, com conclusées
individualizadas para cada um deles. Assim, apresentam-se aqui as principais contribuigées,
verificadas durante o desenvolvimento deste trabalho:

e A construcdo dos algoritmos sendo o algoritmo Iterativo (Artigo 1 e Artigo 2), e o algoritmo
lterativo parcial linear (Artigo 3), que podem ser estendidos para outros modelos das
classes das distribuicées simétricas.

e A proposta de extensdo do trabalho de Assumpcéao et al. (2014) para a distribuicdo
t-Student reparametrizada, em que foram apresentados os diagnésticos de influéncia
global, influéncia local com perturbacéo de casos e na variavel resposta foram executados,
e contribuiram para a publicagéo do Artigo 1, apresentado nesta tese.

e A proposta da extensdo do trabalho de De Bastiani et al. (2017), para o modelo de
regressao espacial linear t-Student reparametrizado com repeti¢ao, foi realizada e obteve
sucesso no desenvolvimento do algoritmo iterativo parcial linear, que tornou-se mais rapido,
com a obtecao de inumeras iteracdes de sucesso. Esta pesquisa também, possibilitou
o desenvolvimento da validagao cruzada, traco, teste de razdo de verossimilhanca,
diagnostico de influéncia global, influéncia local com esquema de perturbagéo sendo
ponderagado de casos, na variavel resposta e na matriz escala. A partir deste estudo,
abre-se caminho para o desenvolvimento de modelos com repeticdo em distribuicdo

simétricas.



